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[K21d] 

SIR  LA  RECTIFICA  riO\  APPROCHÉE  DES  ARCS  DE  CERCLE  ; 

Par  m.  d'OCAGNE. 


Soil,  dans  un  cercle  de   rajoii   i,  ALB   un   arc  égal 
à  {■).  Sur  la  corde  AB  de  cet  arc  prenons  le  point  M  tel 

AM 

que  tW  ^^  '^^  ^^  lirons  le  rayon  OML.  ^ious  allons  com- 


parer la  longueur  AL  de  la  corde  ainsi  déterminée  dans 
le  cercle  à  la  longueur  o>  de  l'arc  AB.  Appelant  a  Tangle 

AOM,  et  posant  sin  -  =  0,  on  a 
ÂL  =  26. 
Ann.  de  Malhémat.,  \'  série,  t.  VII.  (Janvier  i()"7-)  ' 


(  ^-  ) 

Or.  If  lrialifj;le  isoscrie  OAB  donne 

sin  a        sin  (  lo  —  a) 
Tvf  ^        \ÎB        ' 

ou 

sinat         sin  ((o  —  a  ) 
ni  I  —  m 

,.                                  I  —  //( 
c  psl-;i-dire.  en  posant =  i>, 

sin(oj  —  2  )  —  />  sin  a. 
F;iisanl  Usage  du  développement  bien  connu 
sin-'j'        3sin^j- 

X  =  Sin  X  H —    -i ; h  .  .  . 

-^ -, ^  \ ^  •  •  •  ' 

i..f\...'>.n  '2 /j  -f-  I 

on  tire  de  là 

w^sin''a        3 «^  sin!»  a 

eu  —  a  =  p  sin  a  -^ ^ h  — — ; -t-. . . . 

()  .|0 

Or, 

.     a  z  J- 

si  11  a  =  7,  sin  -  cos  -  =  v.  0  (  i  —  0-  ) '' . 

On  peut  donc  écrire 

to— a^'i/>e(i-02)--î+^e3(i-02)-^+---î^os(,-02)2+. 


=^p'[:-^-^-'-)^'t'\-^'^-') 


-^l^OH.-...) 


D  autre  part,  si  l'on  écrit  a  =  2  -  et  qu'on  applique  à  - 
le  développement  ci-dessus  rappelé,  on  a 

,,       0^        3  05 

•x  =  vO  H^  —  ^ h  — 

5  20 


(  3  ) 

Par  addition  des  deux  derniers  dévelo[)[)enienls  ob- 
tenus, il  vieiil 

to  =  2(/7-Hi)0^  :^  (4/'''—  3/)  -m)0^ 

-i-  —  r48«5  —  /,0/>3  _  5n  -I-  3  )e5  -+-. .  . 
•.>,o 

ou,  en  remplaçant  //  par ,  cl  multipliant  les  deux 

membres  par  in^ 

mai  =  .J-O  -h O'J 

1 1  i  /n*  —  36o/n^  -f-  44o ^'"  —  240 »?  -+-  48  ^. 


9.0  »(  '' 


d'où,  en  se  rappelant  que  AL  :=  2  ^  et  posant 
ô  =  ■:>  0  —  m  tu , 


9  /?i  -  —  1  •>  /;? 
3  ni- 

I  i5»i*  —  36o/«^  -f-  440''''  —  '^4o  /n  -t-  4>> 


05 


Ainsi,  jiar  rapport  à  H  qui  tend  vers  o  en  même  temps 
que  o>  (et  même  plus  rapidement,  de  façon  sensible), 
la  difTérence  ô  est  i,^énéralement  du  troisième  ordre. 
Mais  il  suffit  de  remarquer  que 

9  /n-  —  I  '2  »«  -4-  4  =  (  3  /?i  —  2  ) - , 

pour  en  conclure  (jue,  si  l'on  prend 

2 
'«=  -^, 

la  différence  5  n'est  plus  que  du  cinquième  ordre  en  6. 
Si,  d'ailleurs,  on  effectue  la  division  par  ?>  m  —  2  du 
polynôme  qui  fioure  en  numérateur  dans  le  coefficient 
de  ^*,  on  trouve  pour  reste  —  fj.  La  substitution  de  la 
valeur  |  à  /«,  dans  le  coefficient  de  ^%  a  donc  pour  ré- 


(4  ) 

sullaL 

_37. 

81    _    I 
1 6         I  o 

et,  par  suite,  pour  m  =  -? 

0  = h 

10 

Ceci  montre  que  si  l'on  mène  le  rayon  Oh  passant 
auxj  de  la  corde  AB  à  partir  du  point  A,  la  corde  AL 
ainsi  déterminée  dans  le  cercle  est  approximative- 
ment égale  aux  |  de  l'arc  AB. 

Il  suffit,  par  conséquent,  de  tirer  la  parallèle  BP 
à  OL  pour  avoir  approximativement  en  AP  la  lon- 
gueur de  l'arc  AB. 

Remarquons  d'ailleurs  qu'il  est  facile  de  tracer  la 
droite  ML,  même  si  le  centre  O  du  cercle  est  inacces- 
sible. Celte  droite  est,  en  effet,  perpendiculaire  au  mi- 
lieu de  la  corde  commune  au  cercle  donné  et  à  tout 
cercle  ayant  le  point  M  comme  centre,  celui  par  exemple 
qui  a  MB  pour  rajon. 

Inversement,  cette  construction  permet  de  porter  sur 
le  cercle,  à  partir  de  A,  un  arc  de  longueur  /  donnée. 

Il  suffît,   ajant   tracé   la   corde  AL  de  longueur  —    et 

l'ayant  prolongée  en  P  tel  que  AP:=/,  de  mener  PB 
parallèlement  au  rayon  aboutissant  en  L. 

En  particulier,  on  pourra  reporter  sur  l'arc  AB  la 
longueur  de  la  corde  A.L,  égale  à  ses  deux  tiers,  ce  qui, 
au  degré  d'approximation  que  comporte  cette  construc- 
tion, fournit  un  nioven  d'opérer  la  trisection  de  l'angle. 

Pour  nous  rendre  compte  du  degré  d'approximation 
(jue  comporte  ce  tracé,  nous  avons  calculé  l'erreur  re- 


(  5) 

lalive 

_  AP  — arcAB 
arc  AB 

pour  les  diverses  valeurs  de  Ttirc  AB  croissant  de  lo" 
en  lo"  (')  dans  un  quart  de  circonférence.  Ce  calcul 
est  facile  à  faire.  On  a,  en  effet, 

AP=  -  AL  =  3sin  -, 

l'angle  a  étant  lié  à  u)  par 

sm(  o)  —  a)=:-sina 

2 

OU 

sin  (o  sin  m 

tanga  =  


I                   Cl)  -I-  6o          0)  —  6o 
COSOJ  H 1  cos cos  


Nous  avons  ainsi  obtenu  les  valeurs  suivantes 


lo  0,00001 

20  o ,  000  o  I 

3o  0,000  o5 

40  0,000  1 1 

5o  0,000  38 

60  o ,  000  82 

70     .  0,001 3o 

80  0,002  5 1 

90  o,oo5  34 

Ainsi,  jusqu'aux  environs  de  o>  =  ^o'\  Terreur  rela- 
tive reste  inférieure  à  0,001,  c'est-à-dire  au-dessous  de 
ce  que,  dans  la  pratique  du  calcul  graphique,  on  peut 
tenir  pour  négligeable. 

Il  est  facile  d'ailleurs,  |)ar  des  bissections  successives, 

(  '  )   La  présence  du  terme  !,  égal   à  c<)s6o°,  au  déiioininaleur  de 
tanga,  rend  le  calcul  plus  simple  avec  les  degrés  qu'avec  les  grades. 


(■6  ) 
<le  rendre  toujours  la  valeur  angulaire  de  l'arc  à  recti- 
fier inférieure  y  celle  que  comporte  le  degré  d'approxi- 
mation relative  qu'on  veut  oblcnir. 


|M^4m] 

SIK  DEUX  SIRFACES  Dl  OIIATIIIÈME  ORDRE  LIÉES 
A  L'OCTIPLE  GAICIIE  COMPLET  ; 

Par  m.  L.  RE.MY. 


(Jette  Note  a  pour  objet  l'étude  géométrique  de 
(leu\  surfaces  du  quatrième  ordre  que  nous  avons  dé- 
finies précédemment  (')  au  moyen  des  fonctions  thêta 
à  deux  variables,  et  qui  se  trouvent  liées  à  la  configu- 
ration de  l'espace  à  laquelle  M.  Fontené  a  donné  le 
nom  d'octuple  gauche  complet  (-). 

11  convient  de  rappeler  la  définition  de  l'octuplc 
gauche  complet  :  c'est  la  figure  de  l'espace  formée  par 
([uatre  couples  de  points  : 

0,1'),    (2,2'),    (3,3'),    (4,4'), 

tels  c[ue  le  plan  déterminé  par  trois  points  pris  dans 
les  trois  premiers  couples  passe  par  l'un  des  points  du 
quatrième  couple. 

Ces  plans  sont  au  nombre  de  huit,  répartis  également 
en  quatre  couples  : 

P,  :"(4,  1,2',  3'),  P;:(4',  «',  ^,3), 

i\  :  (4,  2,  3',  i'),  p:,  :  (]',  ■>.',  3,  i  ), 

P3  :(4,  3,  i',  i'),  P'3:  (4',  3',  I,  9.), 

P4  :(i,  2,  3,  4  ),  p',  :  (i',i\  3',  4'), 


(')  Comptes  rendus,  9.6  mars  et  19  novembre  igofi. 

(»)    Bulletin    de   la  Société   mathémathique,    t.    XXXIV,    n"  I 

f-t  m. 


('7  )• 
et,  conélalivemeni,  ces  qualre  couples  de   plans  soni 
leJs  que  le  point  commua  à   trois   plans  pris  dans   les 
trois  premiers  couples   apparlicnl  à  un   plan    du  (pia- 
trième  couple. 

I. 

Il  nous  sera  utile  de  résoudre  tout  d'abord  le  pro- 
blème suivant  : 

Quel  est  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second 
ordre  circonscrits  à  un  octuple  gauche  complet  ? 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  appartenant  à  un 
réseau  ponctuel  de  quadriques  est  en  général  une 
courbe  du  sixième  degré.  Dans  le  cas  actuel,  il  com- 
prend les  quatre  droites  d'intersection  des  couples  de 
plans  de  l'octuple  [P,,  P', ],  ...,  [P^,  P^];  la  courbe 
résiduelle  est  donc  soit  une  conique,  soit  un  système 
de  deux  droites  ne  se  rencontrant  pas. 

Nous  écarterons  la  première  hypothèse  en  montrant 
que  la  courbe  rencontre  en  deux  points  chacune  des 
quatre  droites  joignant  les  couples  de  points  de  l'oc- 
tuple [«,,  a',],  ...,[rt4,a^].  Considérons  en  efFeL 
parmi  les  (jiiadriques  circonscrites  à  l'octuple  celles 
qui  contiennent  la  droite  [«/,  <"'/];  elles  forment  un 
faisceau  ponctuel  et  se  coupent  toutes  suivant  la  droite 
[«/,  a^  ]  et  une  cubique  gauche  F/,  laquelle  passe  par 
les  six  points  de  l'octuple  autres  quea/,  cl^  et  rencontre 
la  droite  [rt/,  a\  ]  en  deux  points. 

Ceux-ci  appartiennent  au  lieu  géométrique,  puisque 
la  cubique  est  projetée  de  chacun  d'eux  suivant  un 
cône  du  second  ordre  circonscrit  à  l'octuple.  De  là 
résulte  que  le  lieu  cherché  se  compose  de  deux 
droites  A,  A'. 


(8) 
SI  nous  remarquons  enfin  que  chacune  des  droites  A, 
A'  rencontre  nécessaircmenl  le  plan  P,  en  un  point  de 
son  intersection  avec  le  plan  P,' ,  nous  pouvons  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Etant  donné  un  octuple  gauche  complet,  il  existe 
deux  droites  A,  A'  rencontrant  à  la  fois  les  quatre 
droites  d intersection  d' un  couple  de  plans  et  les 
(juatie  droites  joignant  un  couple  de  points. 

Chaque  point  de  V  une  de  ces  droites  est  le  sommet 
d'un  cône  du  second  ordre  passant  par  les  huit 
points  de  loctuple,  et,  corrélativement^  chaque  plan 
mené  par  Vune  d'elles  contient  une  conique  tan- 
gente aux  huit  plans  de  l' octuple  ('). 

Du  fait  que  les  points  d'intersection  de  la  droite 
[a/,  «IJavec  les  droites  A,  A'  appartiennent  à  la  cu- 
hique  F,-  on  déduit  une  proposition  qui  nous  sera  utile 
un  peu  plus  loin  :  la  quadrique  Q/y/t  définie  par  les 
trois  droites  [«/,  a,'],  [ay,  a'],  [a/t,  a^.]  contient  la  eu- 
hique  gauche  F/  définie  parles  six  points  a/,  a,',  aj, 
a'j,  «A,  a'^. 

Enfin  nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  théorèmes 
suivants  relatifs  aux  droites  A,  A'  et  dont  il  est  aisé  de 
donner  une  démonstration  analytique  : 

Les  points  de  rencontre  de  la  droite  (P,-,  P^)  avec 
les  droites  A,  A'  sont  les  points  doubles  de  l'involu- 
tion  déterminée  sur  cette  droite  par  les  quadriques 
circonscrites  à  l' octuple. 

De  là  le  corollaire  suivant  : 


(  '  )  La  seconde  partie  de  oc  lliéoréine  a  déjà  élé  énoncée  par 
M.  Bricard  qui  y  avait  élé  conduit  par  une  voie  diftéienle  {Bul- 
letin de  la  Société  matliémutique,  t.  XXXIV,  n"  I). 


(  9  ) 

Les  plans  P,,  P^  et  les  plans  déterminés  par  la 
droite  [P,,  P)  ]  avec  les  droites  A,  bJ  forment  un  fais- 
ceau harmonique  ;  de  même  les  points  où  les  droites 
A,  A'  rencontrent  la  droite  [a/,  «|  ]  divisent  ftarmo- 
niquement  le  segment  ai  a- . 

Enfin  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
d'intersection  de  la  droite  A  avec  les  droites  [P,,  P]  ] 
est  égala  celui  des  quatre  plans  déterminés  par  ta 
droite  A  avec  les  droites  [«/,  a'-\ 


II. 


Les  théorèmes  précédenis  nous  permettent  d'étudier 
la  surface  S  dont  voici  la  définition  géométrique  : 

Elle  est  du  quatrième  ordre ^  elle  admet  pour 
points  doubles  les  huit  sommets  de  l'octuple  et  con- 
tient les  quatres  droites  [«<,  a^]. 

Celte  surface  dépend  linéairement  d'un  paramèlre, 
car  toute  surface  du  quatrième  ordre  à  huit  points 
doubles  (formant  groupe  de  Lamé)  a  une  équation  de 
la  forme 

/(I>,  Q,  R)  =  o, 

où  /'  désigne  un  polynôme  homogène  de  degré  2,  et 
P  =  o,  O  =  o,  R  =  o  les  équations  de  trois  quadriques 
passant  par  les  huit  points  doubles.  Or  la  surface  S  est 
assujettie  de  plus  à  quatre  conditions  linéaires. 

Celle  surfaceconlienl  les  quatre  cubiques  gauches  F,, 
car  elle  rencontre  chacune  d'elles  en  quatorze  poinls, 
à  savoir  six  j)oinls  doubles  et  les  deux  poinls  d'inler- 
seclion  de  la  cubique  F,  avec  la  droite  [«,,  a\\. 

Considérons  dès  lors  l'inierseclion  de  S  avec  la  qua- 
drique    Q23',    définie    par   les    trois    droites   \^a.,^  a',\, 


(    lo  ) 
[«3.  rtj],  [«4,  a\^  :  elle  comprend  ces  trois  droiles  e\ 
la  cubique  gauche  F,.  La  courbe  résiduelle  se  compose 
de  deux  génératrices   de    sjstème    opposé   aux  droites 

[«2,  «4]'     •••7[«^7  «4]- 

En  eOet  le  long  de  toute- biquadralicpie  tracée  sur  la 
surface y(P,  Q,  R)  =  o  et  passant  par  les  huit  points 
doubles,  on  peut  circonscrire  une  qnadrique  à  la  sur- 
face; soit  donc  (^^  la  (juadrique  circonscrite  à  S  le  long 
de  la  biquadralique  formée  jiar  la  droite  [«25  «.'>]et  la 
cubique  T.,.  Les  quadriques  (^0  et  Qo.t,  sont  tangentes 
en  deux  points  de  la  droite  [rto,  «!,]  et,  [)ar  suite,  les  gé- 
nératrices d,  d  de  la  quadrique  Q234  qui  passent  par 
ces  points  v  sont  tangentes  à  la  quadrique  Qo  et  à  la 
surface  S,  et  dès  lors  sont  situées  tout  entières  sur  cette 
surface. 

D'où  ce  théorème  : 

Toute  surface  du  quatrième  ordre  qui  admet  pour 
points  doubles  les  sommets  d'un  octuple  com.plet 
et  contient  les  quatre  droites  [ai,  a',]  possède  en 
outre  quatre  couples  de  droites  di,d'i,  les  droites 
(V un  même  couple  di,  d\  rencontrant  les  trois  droites 

[«y»  ^y]'  [«/o  «a],  ["h  d'i]- 

Celte  surface  adni-et  une  génération  géométrique 
simple  :  elle  est  l'enveloppe  des  quadriques  Q  cir- 
conscrites à  l'ocluple  et  tangentes  à  une  droite  d  s'ap- 
puvant  sur  trois  des  droites  [«/,  d-\ 

Celte  nouvelle  définition  est  équivalente  à  la  pre- 
mière, car  la  droite  d  et  par  suite  l'enveloppe  des  qua- 
driques Q  dépend  de  un  paraniètre  seulement,  de 
même  que  la  surface  5];  d'où  cette  conclusion  : 

Les  quadriques  circonscrites  à  un  octuple  gauche 
et  tangentes  à  une  droite  d  s^ appuyant  sur  trois  des 
droites  (ai,  a'^)  sont  tangentes  à  sept  autres  droiles. 


(  >•  ) 

Les  liiiil  droites  cl  fonncMil  une  coniigiiralion  qu'il 
est  aisé  de  consti-uire,  dès  que  Ton  se  donne  l'une 
d'elles  dy . 

L'équalion  de  la  surface  S  dépend  linéairement  d'un 
paranièlre  :  quand  il  varie,  les  deux  droites  c//,  d'^  qui 
appartiennent  à  un  même  système  de  génératrices  de  la 
quadiique  QyA/  sont  en  involutiou,  et  l'on  reconnaît 
aisément  que  les  génératrices  tloubles  de  cette  involu- 
tiou sont  les  droites  A,  A'.  Par  suite,  les  points  de  ren- 
contre des  droites  di,  d\  avec  la  droite  [«y,  a  A  divi- 
sent harmoniquement  le  segment  rty,  cî  . 

Considérons  d'autre  part  les  quatre  coniques  Cjos? 
.  .  . ,  Ch2  sections  des  quadriques  Qias?  •  •  •  >  Q4i  2  P^^' 
l'un  des  plans  de  l'octuple;  la  surface  S  coupe  ce  plan 
suivant  deux  coniques  C,  G',  et  les  j:)oints  d'intersection 
des  coniques  C,  C  avec  la  conique  i^^jki  (en  dehors  des 
sommets  de  l'octuple)  sont  respectivement  les  traces 
des  droites  di  et  d\ . 

Ainsi,  de  la  droite  d^  on  déduit  sans  ambiguïté  la 
droite  r/'j ,  puis  les  coniques  C.  C  et,  par  suite,  les  trois 
autres  couples  di^  d- . 


Itl. 


Nous  avons  établi  (')  que  les  surfaces  S  sont  hyper- 
ellipliques,  mais  il  j  a  des  cas  de  dégénérescence. 

Trois  des  surfaces  S  se  décomposent  en  un  couple 
de  quadriques  :  ce  sont  les  couples 

[S,„S3V|,    lS,3,S.,v].    |S,v,    S23J, 

S/y  désignant  la  quadri(|uc  qui  passe  par  les  huit  som- 
{')  Comptes  rendus    26  mars  i^ofi. 
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mets  de  l'octiiple  el  contienl  les  deux  droites  [«/,  rt^] 
et  [aj,  a'j]. 

Sii|)posons  daulre  part  que  la  droite  r/ coïncide  avec 
la  droite  A;  dans  ce  cas  les  huit  droites  û?,-,  d'-se  con- 
fondent avec  la  droite  A  qui  est  une  droite  double  de 
la  surface  2o,  et  les  deux  coniques  C,  C  d'inlerseclion 
de  la  surface  avec  chacun  des  plans  de  l'octuple  sont 
confondues  :  la  surface  admet  donc  huit  plans  tangents 
suivant  une  conique,  lien  résulte  que  la  section  de  la 
surlace  par  un  plan  quelconque  mené  |)ar  la  droite 
double  A  est  une  conique  tangente  aux  huit  plans  de 
l'octuple. 

La  surface  admet  donc  deux  définitions  corrélatives  : 
d'une  part,  elle  est  l'enveloppe  de  la  famille  des  cônes 
du  second  ordre  circonscrits  à  l'octuple  dont  les  som- 
mets sont  situés  sur  la  droite  A;  d'autre  part,  elle 
est  engendrée  par  la  famille  de  coniques  tangentes  aux 
huit  plans  de  Toctiqjle  dont  les  plans  passent  par  celte 
même  droite  A. 

Enfin  la  surface  admet  un  plan  tangent  unique  le 
long  de  chacune  des  droites  [«,,  a^  ],  puisqu'on  peut 
lui  circonscrire  un  cône  le  long  de  celte  droite. 

Cette  surface  unicursale  du  quatrième  ordre  a  été 
éludit'e  f)ar  Pliicker.  On  peut  donc  considérer  la  sur- 
face de  Pliicker  comme  une  dégénérescence  de  la  sur- 
face liyperelliptique  2. 


IV. 


Nous  étudierons  en  second  lieu  une  autre  surface  du 
quatrième  ordre  S  qui  se  Irouve  également  liée  à  la 
conliguration  de  l'octuple  complet  et  dont  voici  la  défi- 
nition : 
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Elle  est  du  quatrième  ordre  et  admet  quatre  plans 
tangents  chacun  le  long  dune  droite. 

Pour  construire  une  telle  surface  S  on  peut  se  donner 
les  qualre  plans  P,,  Pj,  P3,  P,  ;  mais  les  droites  de 
contact  D,,  .  .  . ,  D4  ne  peuvent  être  prises  arbitraire- 
ment dans  ces  plans.  En  effet,  la  surface  S  coupe  le 
plan  P/,  en  dehors  de  la  droite  de  contact,  suivant  une 
conique  C/,  et  celle-ci  doit  passer  parles  traces  dj,  d^, 
di,  des  droites  D^,  D/t,  D^  sur  le  plan  P/,  et  être  tan- 
gente en  ces  points  aux  plans  Py,  P/i,  P/.  Ceci  exige 
que  les  droites  joignant  respectivement  les  points  dj^ 
dif,  di  aux  soiïimets  Ay,  Aa,  A/  du  tétraèdre  formé  par 
les  plans  Pj  soient  concourantes.  Considérons  d'autre 
pari  les  plans  P^  déterminés  respectivement  par  la 
droite  D,  et  le  sommet  opposé  du  tétraèdre  A,  :  ces 
plans  forment  un  tétraèdre  inscrit  et  circonscrit  au 
premier;  en  d'autres  termes,  les  huit  plans  P,  P'  cons- 
tituent un  ocluple  gauche  complet. 

Inversement  soit  un  ocluple  complet:  ses  huit  plans 
peuvent  être,  de  quatre  manières  différentes,  répartis 
en  deux  tétraèdres  P,  P'  inscrits  et  circonscrits  l'un  à 
l'autre;  chacun  de  ces  tétraèdres  permet  de  définir  un 
système  de  quatre  droites  D/  et  de  quatre  coniques  C<. 

Prenons  les  plans  P  pour  tétraèdre  de  référence,  et 
soit  So(-^,jK?  -S,  t)  =  o  l'équation  d'une  surface  du 
quatrième  oi'dre  passant  par  les  quatre  coniques  (i  et 
tangente  aux  plans  P  le  long  des  droites  D  (')  ;  l'équation 
générale  des  surfaces  S  jouissant  de  cette  propriété  est 
de  la  forme 

(I)  So{T,  y,  z,  /  ) '+-}..ryzt  =  o. 


(')  On  reconnail  par  un  compte  de  conslaiiles  ([ii'il   est   possible 
de  former  eirectivcinenl  une  telle  surface. 


(  a  )• 

Au  point  de  vue  [)rojeclif  l'ocUiple  complet  dépend 
de  deux  paramètres  et  la  surface  S  de  trois  paramètres. 

La  surface  S  possède  douxe  |)oitits  doubles,  trois  sur 
chacune  des  droites  D;  en  eflfet  Téc^uation  de  la  sur- 
face a  la  forme  suivante  : 

D-(-^,  ^1  ^)C{x.y,  z)-^-  l.f{x,  y,  z,  t.)  =  o, 

D(.r,^,  ;;)  =  oet  C(jr,j)',  z)  =■  o  étant  les  équations 
de  la  droite  de  contact  D  et  de  la  conique  G  dans  1»^ 
plan  ^  =  o  et  le  polynôme  /(x,  j)',  s,  t)  étant  du  troi- 
sième ordre. 

Les  trois  points  d  intersection  de  la  droite  D  avec  I.i 
surfacey(^,^,  z,  l)  =  o  sont  manifestement  des  points 
doubles  de  la  surface. 

L'équation  (I)  de  la  surface  S  dépend  linéairement 
du  paramètre  À;  de  là  plusieurs  conséquences  géomé- 
triques. 

Les  points  doubles  nr,,  ùi,  Ci  situés  sur  une  même 
droite  D^  appartiennent  à  une  involution  linéaire  du 
troisième  ordre.  Cette  involution  se  laisse  définir  sim- 
plement au  moyen  des  droites  D  et  des  plans  P.  A  cet 
effet  considérons  les  droites  A,  A'  qui  s'appuient  sur  les 
quatre  droites  D:  on  |icul  déterminer  le  pai-amètre  Xde 
manière  que  la  surface  S  contienne  la  droite  A,  et  dès 
lors  celle-ci  est  une  droite  double,  puisque  ses  points 
de  rencontre  o,  avec  les  quatre  droites  D/  sont  des 
points  doubles  de  la  surface  (ce  sont  même  des  points- 
pince).  Si  l'on  prend  j)Our  plans  coordonnés  X  =  o, 
Y  =  o  deux  [)lans  passant  par  la  droite  A  et  pour 
plan  T  =  o  le  plan  tangent  le  long  de  la  droite  D, 
l'équation  de  la  surface  prend  la  forme 

(a\-^b\YC{\.  V  Z,  - -T(l'\2-t-Q\YH-  RY2)  =  o, 
[*,  C^,  Il  «'tant  trois  pol> nomes  homogènes  du  [)remier 
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degré  en  X,  Y  ,  /.,  T.  On  en  déduil  que  l'involiilion 
des  points  «/,  6/,  c,  a  deux  de  ses  points  confondus 
avec  le  point  ô,. 

Cette  involution  est  donc  |)arfailemenl  définie  puisque 
l'on  connaît  deux  de  ses  points  doubles,  o/,  o-  et,  de 
plus,  un  groupe  particulier  formé  par  les  points  d'in- 
tersection de  la  droite  D/  avec  les  plans  Py,  P/;,  [*/. 

Les  involutions  du  troisième  ordre  ainsi  définies  sur 
les  quatre  droites  se  correspondent  homographi- 
quement;  ceci  résulte  du  théorème  suivant  dont  la  dé- 
monstration analytique  ne  présente  pas  de  difficulté  : 

U homo graphie  H/y,  qui  fait  correspondre  respec- 
tivement aux  points  (V intersection  de  la  droite  D, 
avec  les  plans  Py,  P^,  P/  les  points  d'intersection  de 
la  droite  Dy  avec  les  plans  P,,  P/,  P/^,  fait  corres- 
pondre les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec 
chacune  des  deux  droites  A,  A'. 

De  là  résulte  que  les  points  r/,,  è/,  r,,  d'une  part,  et 
rty,  6y,  Cj,  d'autre  part,  décrixent  sur  les  droites  D,-  et 
Dy  des  divisions  homographiques  lorsque  le  para- 
mètre \  varie. 

Les  propriétés  précédentes  permettent  de  déterminer 
sans  ambiguïté  les  douze  points  doubles  de  la  surface  S 
dès  qu'on  se  donne  l'un  d'eux.  Nous  allons  en  déduire 
quelques  propriétés  géométriques  de  la  surface. 

Considérons  le  faisceau  des  quadriques  qui  con- 
tiennent les  droites  D;,.  D-,  et  passent  par  les  points 
d'intersection  a, 3  et  ao-,  de  la  droite  D,  avec  le  plan  P., 
et  de  la  droite  Do  avec  le  plan  i*.,.  Elles  déterminent 
sur  les  droites  D,  et  Do  une  correspondance  homo- 
grai^bique  qui  coïncide  avec  1  liomogia|)liic  II, o  puis- 
qu'elle a  avec  elle  trois  couples  communs  :  0, ,  Oo  ;  0, ,  0^  ; 
et  les  points  d'intersection    a,-,    et  a^;,   de  la  droite   D, 
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avec  le  plan  P^  et  de  la  droite  D2  avec  le  plan  P3.  Par 
suite  on  peut  mener  une  quadrique  par  les  droites  D3, 
D4,  par  les  points  a,  3,  aoj  et  par  un  cou  pie  quelconque  a, , 
«2  de  riioniograpliie  H|2-  On  en  d(''duit  aisément  qu'il 
existe  une  quadrique  contenant  les  droites  D3,  D4  et 
jjassant  par  deux  couples  quelconques  «i,  «2  et  Z>i,  62 
de  cette  homographie.  Ceci  posé,  soient  une  surface  S 
quelconque,  «j,  6,-,  c,  ses  douze  points  douhles;  les 
huit  points  («/,  6,)  forment  un  groupe  de  Lamé  puisque 
l'on  peut  faire  passer  par  ces  points  trois  quadriques 
n'appartenant  pas  à  un  même  faisceau. 

Donc  les  douze  points  doubles  de  la  surface  S  se 
répartissent  en  trois  groupes  de  huit  points  de  Lamé 
(a,-,  bi),  (bi,  Ci),  (ci,  (li)  (').  Par  suite  la  surface  peut 
être  considérée  de  trois  manières  comme  l'enveloppe 
d'une  famille  de  quadriques  passant  par  un  de  ces 
groupes  de  huit  points  et  bitangentes  à  chacune  des 
quatre  coniques  C. 

Considérons  celle  des  quadriques  de  la  famille  Q^,/, 
qui  passe  par  le  point  c/;  c'est  nécessairement  un  cône 
de  sommet  c,-,  circonscrit  à  la  surface  le  long  de  la 
droite  D,  et  d'une  cubique  gauche  qui  passe  par  les 
sept  points  doubles  a,  aj,  bj,  a/,,  b/sj  a/,  b/.  La  surface 
possède  douze  cubiques  analogues  F^  ,  r„^,  .  .  .,  F^ . 


V. 


Parmi  les  surfaces  S,  il  en  existe  quatre  remarquables  : 
ce  sont  celles  pour  lesquelles  les  involutions  liné- 
aires a/,  bi.  Ci  ont   un  point  double.  Deux  de  ces  sur- 

(')  On  pouvait  prévuir  a  jiiiori  que  la  surface  appartient  à  ce 
typcd'afjrès  la  classification  des  surfaces  du  quatrième  ordre  à  12  points 
doubles  (KoHN,  Matkcmatiscke  Annalen,i.  XXI\,  1887). 
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faces  So,  S|,  sont  celles  qui  admeltenl  respectivement 
les  droites  A,  A'  pour  droites  doubles;  elles  sont  en- 
gendrées par  une  conique  dont  le  plan  tourne  autour 
de  l'une  des  droites  A,  A'  et  qui  rencontre  en  deux  points 
chacune  des  coniques  C. 

Considérons  les  deux  surfaces  Si,  S',  correspondant 
aux  autres  points  doubles  de  l'involution.  Pour  chacune 
d'elles  les  points  ai  et  bi  sont  confondus:  dès  lors  les 
huit  cubiques  gauches  F^.  et  Fj  sont  confondues  en  une 
cubique  F  qui  passe  par  les  huit  points  a,  et  c,-.  Celte 
cubique  est  nécessairement  une  courbe  double  de  la 
surface,  puisqu'elle  est  projetée  de  chacun  des  points  ai 
suivant  un  cône  circonscrit  à  celte  surface. 

Ainsi  les  surfaces  S|,  S',  sont  des  surfaces  du  qua- 
trième ordre  à  cubique  double;  elles  peuvent  être  en- 
gendrées par  une  droite  qui  rencontre  en  deux  points 
la  cubique  F  et  qui  rencontre  également  les  quatre 
coniques  C.  Comme  les  surfaces  de  ce  tjpe  dépendent 
de  dix-sept  paramètres,  on  en  conclut  que  les  surfaces 
du  quatrième  ordre  à  cubique  double,  de  première 
espèce  (c'esl-à-dire  dont  les  réciproques  sont  du  même 
type)  sont  une  dégénérescence  des  surfaces  hjperel- 
lipliques  S. 

La  cubique  double  de  la  surface  S)  rencontre  la 
droite  D,  en  deux  points  :  le  point  double  de  l'involu- 
tion «,-,  bi  qui  est  un  point-pince  de  la  surface,  et  le  troi- 
sième point  de  l'involution  C/  où  elle  est  tangente  au 
plan  P,-.  On  reconnaît  aisément  que  ce  point  coïncide 
avec  l'un  des  points  d'intersection  de  la  droite  D,  avec 
la  conique  C/.  Les  points  d'intersection  des  droites  D/ 
avec  les  coniques  C/  sont  donc  des  points  homologues 
dans  les  homographies  H/y. 

En  tout  point  de  la  cubique  double  F  le  cône  cir- 
conscrit à  la  surface  S,  comprend  le  cône  projetant  la 
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coiiihc  double,  (|ui  doit  être  compte  deux  ibis,  et  un 
cône  du  second  degré.  La  surface  S  peut  donc  être  re- 
gardée comme  l'enveloppe  d'une  famille  de  cônes  du 
second  degré  bitangeuts  aux  quatre  coniques  G. 

Résumons  en  terminant  la  définilion  et  les  proj>riété* 
du  système  des  droites  D  et  des  coniques  C. 

Soient  P,,  P', ,  ...,  P, ,  P'j,  les  couples  de  plans 
(l'un  octuple  gauche  complet.  Considérons  d- une 
part  les  quatre  droites  D/  d' intersection  de  deux 
plans  d' un  même  couple  P/,  P^  et,  d^ autre  part,  les 
quatre  coniques  G/  définies  de  la  manière  suivante  : 
On  répartit  les  huit  plans  de  V octuple  en  deux  té- 
traèdres inscrits  et  circonscrits  l' un  à  Vautre  et  Von 
considère  V un  de  ces  tétraèdres  V^^  Pj,  P3,  Pr,,par 
exemple;  la  conique  G/  est  située  dans  le  plan  P,-, 
elle  passe  par  les  traces  des  droites  Dy,  Da,  D/,  sur 
ce  plan  et  elle  est  tangente  en  ces  points  aux 
plans  Pj,V,,  P,(«). 

Le  système  des  coniques  G  jouit  des  propriétés 
suivantes  : 

Les  quadriquesbi tangentes  aux  quatre  coniques  G 
forment  une  famille  deux  fois  infinie. 

Il  existe  deux  familles  de  cônes  du  second  degré 
bitangents  aux  quatre  coniques  Cdont  les  sommets: 
sont  situés  respectivement  sur  deux  cubiques  gau- 
ches et  qui  enveloppent  deux  sut  faces  unicursalcs 
du  quatrième  ordre  S,,  S',  (-). 


(M  On  peut  répartir  les  plans  de  l'ocluple  en  deux  lélraèdres 
inscrits  et  circonscrits  l'un  à  l'autre  de  quatre  manières  différentes 
et,  par  suite,  étant  donné  un  octuple  complet,  il  existe  huit  systèmes 
analogues  de  quatre  coniques  G. 

r-)  On  obtient  quatre  autres  familles  de  cônes  bitan{,'entsauxconi- 
qucsCen  considérant  les  cônes  du  second  ordre  circonscrilsàune  sur- 
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Il  existe  deux  familles  de  coniques  rcncontrnnl 
en  deux  points  chacune  des  coniques  ^\  les  plans 
des  coniques  d'une  même  famille  passent  par  V une 
des  droites  A,  A'  qui  s' appuient  sur  les  quatre 
droites  D  et  ces  coniques  engendrent  une  surface 
unicursale  du  quatrième  ordre. 

Il  existe  quatre  familles  de  droites  rencontrant 
les  quatre  coniques  C;  ce  sont  les  deux  systèmes  de 
génératrices  des  deux  surfaces  S,  et  S', . 

Enfin  les  points  où  la  droite  D,  rencontre  les 
trois  plans  Py,  Pa,  P/,  les  droites  A,  A'  et  la  conique  C/ 
ont  mêmes  rapports  anharmoniques  quelle  que  soit 
la  droite  D,  considérée. 

Or  nous  avons  remarqué  au  début  de  celte  Note  que 
les  points  de  rencontre  de  la  droite  D/  avec  les  plans  Py, 
P'.-  et  avec  les  droites  A,  A'  forment  une  division  har- 
monique; en  rapprochant  cette  remarque  du  théorème 
précédent,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  octuple  gauche  complet,  les 
points  où  la  droite  d'intersection  de  deux  plans 
dliui  même  couple  rencontre  les  six  autres  plans  de 
toctuple  ont  mêmes  rapports  anharmoniques ,  quel 
que  soit  le  couple  considéré. 


[Rie] 

SIR  LE  SYSTÈME  ARTICLLÉ  DE  IIART  ; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Mon  but  est  simplement  de  faire  connaître  aux  lec- 
teurs de  ce  Journal  une  propriété  curieuse  signalée  en 

face  variable  S  et  qui  ont  pour  sommets  les  points  doubles  de  cette 
surface. 
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1893  par  le   D"^  Burmester  [Zeilschrifl  fiir  Matlie- 
niatik  und  Phjsik. ..). 

1.  Le  syslème  arliculé  de  Hart,  généralisé  par 
Kempe,  se  compose  d'un  quadrilatère  articulé  MJNPQ 
et  de  quatre  liges  SA,  SB,  SC,  SD  articulées  avec  les 


côtés  de  ce  quadrilatère.  Les  divisions  de  points  MAN 
et  QCP  doivent  être  semblables,  ainsi  que  les  divisions 
de  points  MDQ  et  NBP;  les  quatre  points  A,  B,  C,  D 
doivent  être  à  un  cercle.  Si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  d 
les  quatre  côtés  du  quadrilatère,  et  si  l'on  pose 


d'où 


QC=.c.g,        QD  =  d.h, 


celte  dernière  condition  se  traduit  par  la  relation  dou- 
hlenient  quadratique 


d^ 


b^ 


A'        i—ff 


donlj'ai  fait  usage  précédemment  (Nouvelles.  A  finales , 
1904,  p.  25). 

Si  l'on  regarde  g  et  h  comme  les  coordonnées  carié- 
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siennes  d'un  poinl,  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
lion  précédente  est  une  cubique  circonscrite  au  qua- 
drilatère complet  dont  les  côtés  sont  représentés  par 
les  équations 

^  =  o,         ^=1,  h  =  o,         h  =  i; 

deux  sommets  opposés  de  ce  quadrilatère  complet  sont 
à  l'infini  sur  les  axes.  D'après  la  théorie  des  points 
correspondants  sur  une  cubicjue,  on  peut  donc  ins- 
crire à  la  cubique  considérée  une  infinité  de  quadri- 
latères complets  ayant  deux  sommets  à  l'infini  sur  les 
axes  ;  en  d'autres  termes,  si  g  et  h  sont  les  coordon- 
nées d'un  poinl  de  la  courbe,  donnant  lieu  aux  points 
de  coordonnées  g',  h  et  gji.,  le  point  de  coordonnées 
g', h"  est  aussi  sur  la  courbe.  Dès  lors,  en  partant  de 
l'appareil  simple  MNPQ,  SA,  SB,  SC,  SD,  conservons 
les  points  B  et  D  et  remplaçons  les  points  A  et  C  par 
les  points  A'  et  C,  ce  qui  remplace  S  par  S',  le  qua- 
drilatère SBS'D  étant  un  contre-parallélogramme 
(Hart,  Kempe,  Nouvelles  Annales,  1904,  p.  25); 
conservons  de  même  les  points  A  et  C,  et  remplaçons 
B  et  D  par  B"  et  D",  avec  S"  au  lieu  de  S;  nous  pour- 
rons encore  prendre  comme  points  (V articulation  les 
deux  couples  de  points  A',  C  et  B",  D",  en  rempla- 
çant S  par  S'",  On  a  ce  tableau  : 


AB         A'C 

BD 
B"D" 

S            S' 

S"        s- 

1 

2.   Un  point  tel  que  S  est  foyer  d'une  conique  ins- 


(  22  ) 

crite  au  quadrilatrrc  MNPQ.  On  sait  que  le  lieu  de 
CCS  fojers  est  une  cubique  hicirculaire,  dont  les  tan- 
gentes aux  points  cycliques  I  et  J  se  coupent  en  un 
point  So  de  la  courbe,  fover  de  la  parabole  inscrite; 
une  telle  cubique  bicirculaire  est  appelée ybca/e.  Les 
deux  foyers  d'une  même  conique  sont,  sur  la  courbe, 
des  points  correspondants,  au  sens  de  ce  mot  rappelé 
ci-dessus,  et  la  correspondance  en  question  est,  parmi 
les  trois  correspondances  existantes,  celle  qui  associe 
les  points  cycliques;  les  points  M  et  P  sont  des  points 
correspondants,  de  même  les  points  N  et  Q,  et  aussi 
les  points  X  et  Y,  en  appelant  ainsi  les  points  de  croi- 
sement des  droites  MN  et  PQ,  MQ  et  NP. 

Or,  d'après  le  D""  Burmester,  la  droite  SS'  passe 
en  X,  la  droite  SS"  en  Y.  Il  en  résulte  d'abord  que 
les  droites  XS'  et  YS'  se  coupent  en  un  point  S'"  de  la 
courbe.  En  outre.  S'  et  S",  par  exemple,  sont  les  deux 
foyers  d'une  même  conique  inscrite  au  quadrilatère. 

3.  En  particulier  {voir  la  figure  dans  les  Nouvelles 
Annales,  loc.  cit.,  p.  22)  si  S  est  le  foyer  Sq  de  la 
parabole  inscrite,  les  contre-parallélogrammes  S  lîS'D 
et  SCS"\  fournissent  les  points  S'  et  S",  dont  chacun 
donne  lieu  au  guidage  rectiligne  d'un  point  (ap|)areil 
de  Hart),  et  S'"  est  à  l'infini.  On  a  ici,  en  partant 
de  S, 

-r  -\ r  =0, 1 =  o, 

h         i—h  g         j  —  g- 

g'  =  oc,  h"  =  ac. 


(  -^3  ) 
[Rie] 


SIR  l!\  SYSTEME  AU TICILE  ; 

Far  m.  R.  BRIGARD. 


1.  On  sait  que  si  l'on  réalise  par  des  liges  rigides, 
articulées  en  leurs  points  de  rencontre,  un  nombre 
quelconque  de  génératrices  d'un  hjperboioïde,  on  ob- 
tient une  figure  déformable. 

Bien  que  ce  résultat  soit  très  connu,  il  ne  se  trouve 
généralement  pas  exposé  dans  les  Ouvrages  classiques. 
Aussi  ne  crois-je  pas  inutile  d'en  donner  ici  une  dé- 
monstration, qui  me  paraît  d'ailleurs  particulièrement 
simple. 

Je  dirai,  dans  ce  qui  suit,  que  deux  points  variables 
sont  liés  quand  leur  distance  reste  constante.  En  em- 
ployant celte  expression,  on  peut  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  gauche  articulé. 
Supposons  fju'on  le  déforme  de  telle  manière  que 
les  carrés  des  longueurs  de  ses  diagonales  satis- 
fassent éi  une  relation  linéaire 

(i)  aÂc'-i- ^BD^=  K, 

a,  ^  ^^  K  étant  des  constantes.  Dans  ces  conditions, 
tout  point  de  AB  est  lié  à  un  certain  point  de  CD; 
tout  point  f/eBG  est  lié  à  un  certain  point  de  HD.  Les 
droites  joignant  deux  à  deux  les  divers  points  liés 
sont  les  génératrices  d'un  hyperholoïde,  déformable 
^ans  les  conditions  rappelées  au  début  de  cette  Note. 

Soient,  en   effet,    M    un   point  de  AB,  N  un  point 


(  M  ) 

de  CD.  Leur  liaison  s'exprime  par  la  relation 
MN  =  const. 

Mais  on  a,  en  vertu  d'un  théorème   connu  de  Géo- 
métrie élémentaire  (théorème  de  Stewart), 

GD.MnV  DN.McV  NC.Md'=  const., 

le  second  membre  ne  dépendant  que  des  longueurs  CD, 
CN.  On  doit  donc  avoir 

DN.MG"-hNC.MD^=  Al, 

k\  étant  une  constante.  On  a,  en  vertu  du  même 
théorème, 

AB.McVBM.Ac'^/t,, 

AB.MD'-i-MA.BD^= /.3, 

k-j.  et  k^  étant  encore  des  quantités  qui  ne  dépendent 
que  des  longueurs  AB,  AM,  AD  et  BG.  En  éliminant 
MC,  MD  entre  les  deux  relations,  il  vient 

(ï)  MB.ND.ÂgVmA.NG.Bd'=A:4, 

c'est-à-dire  une  relation  de  la  forme  (i).  Les  deux  re- 
lations sont  Identiques  si  l'on  a 


(3) 


MB.ND  _  MA.NC  _  k^ 

a  "  p  ~~k 


ce  qui  peut  être  vérifié  pour  une  infinité  de  choix  du 
couple  de  points  M  et  N.  On  vérifiera  de  même  que 
deux  points  P  et  Q,  appartenant  respectivement  à  BC 
et  à  DA,  sont  liés  si  l'on  a 

.   ,  PB.QD  _  PG.QA 


(  25  ) 
Le  reste    de   l'énoncé    s'établit    très    facilement   an 
moyen  des  relations  (3)  et  (  |).  J'en   laisse  le  soin  an 
lecteur. 


2.  On  peut  obtenir  une  combinaison  assez  remar- 
quable d'hjperboloïdes  articulés. 

Soient  A,  B,  C,  D,  A',  B',  C,  D',  huit  points  liés 
entre  eux,  comme  l'indique  la  figure  i.  La  figure  est 
celle  d'un  hexaèdre,  à  cela  près  que  les  faces  telles 
que  ABCD  ne  sont  pas  planes. 

La  figure  étant  constituée  par  8  points  assujettis  à 
12  conditions  dépend  de  3.8  —  12^12  paramètres; 
6  de  ces  paramètres  sont  des  paramèlies  de  position. 
La  figure  dépend  donc  de  6  paramètres  de  grandeur. 

Il  en  résulte  que  si  dans  chacun  des  six  quadrilatères 
tels  que  ABCD,  on  introduit  une  liaison  entre  deux 
points  appartenant  à  deux  côtés  opposés,  le  système 
sera  généralement  rigide.  Il  y  a  donc  intérêt  à  montrer 
l'existence  d'un  système  agencé  de  cette  manière  et 
déformable. 

Je  procéderai  à  cet  effet  de  la  manière  suivante  : 

Construisons  la  figure    i    de   telle  manière  que   les 


points  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C,  D  et  D'  soient  deux  à 


(26) 
deux  symétriques  par  rapport  à  une  droite  A.  On 
peut  se  donner  a  priori  les  l\  points  A,  B,  G,  D  et  la 
droite  A.  Les  qualre  autres  points  sont  alors  déter- 
minés. La  figure  dépend  donc  de  /i  x  3  +  4  =  i6  pa- 
ramètres, dont  lo  sont  des  paramètres  de  grandeur. 

Cela  posé,  assujettissons  six  des  arêtes,  dont  deux 
quelconques  ne  sont  pas  symétriques  par  rapport  à  A, 
à  être  de  longueurs  constantes  d'ailleurs  quelconques 
(on  peut   choisir,   par   exemple,   les  arêtes  AB,  AD, 


Fis. 
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Kiy ,  BD',  C'B',  CD').  Les  six  autres  arêtes,  qui  sont 
égales  aux  premières,  chacune  à  chacune,  sont  aussi 
de  longueurs  constantes. 

La  figure  dépend  maintenant  de  lo  —  6  =  4  para- 
mètres de  grandeur.  Nous  pouvons  donc  lui  imposer 
encore  trois  conditions  sans  qu'elle  cesse  d'être  défor- 
mable.  Nous  les  choisissons  ainsi  qu'il  suit  :  chacun  des 
quadrilatères  ABCD,  ABD'C,  ADB'C  devra  se  dé- 
former de  telle  manière  qu'il  existe  une  relation 
linéaire  entre  les  carrés  de  ses  diagonales.  S'il  en  est 
ainsi,    chacun    des    quadrilatères    A'B'C'D',    A'B'DC, 


(  '^^7  ) 
A'D'BC,  (|iil  sont  égaux  respectivement  aux  trois  pre- 
miers, satisfait  à  une  condition  de  même  nature. 

Si  alors  on  se  reporte  au  théorème  qui  a  été  établi 
au  n"  1,  on  voit  que  la  figure  ABCûA'B'C'D' /?eM<  se 
déformer  de  telle  manière  que,  dans  chaque  qua- 
drilatère tel  que  ABCD,  un  point  quelconque  dun 
côté  soit  lié  à  un  point  convenablement  choisi  sur  le 
côté  opposé.  Nous  avons,  par  conséquent,  réalisé  un 
assemblage  de  six  hyperboloïdes  articulés. 

Un  fait  est  intéressant  à  signaler  :  soit  a  un  point 
de  AB,  p  le  point  de  CD  qui  est  lié  à  a,  y  le  point  de 
A'B'  qui  est  lié  à  j3,  o  le  point  de  CD'  qui  est  lié  à  y; 
le  point  5  est  lié  au  point  a.  On  établit  bien  aisément 
ce  résultat  au  moyen  de  la  relation  (3). 

i^ote.  —  Dans  une  Note  ancienne  ('),  M.  J.  Larmor 
étudie  un  système  de  27  tiges  articulées,  constitué 
comme  l'inditpie  la  figure  2,  et  conclut  que  ce  svstème, 
construit  d'une  manière  aussi  générale  que  possible, 
est  déformable  avec  trois  degrés  de  liberté  (comme 
c'est  évidemment  le  cas  lorsque  les  2-  tiges  sont  répar- 
ties en  trois  groupes  de  9  tiges  parallèles  entre  elles, 
la  figure  étant  alors  constitut'-e  par  un  assemblage  de 
parallélé|)ipèdes).  S'il  en  était  bien  ainsi,  les  résultats 
contenus  dans  le  n°  2  du  travail  précédent  ne  présen- 
teraient aucun  intérêt.  Mais  le  raisonnement  de 
M.  Larmor  repose  sur  un  compte  inexact  des  équations 
qui  relient  certaines  variables,  et  ses  conclusions  ne 
sont  pas  légitimes  (2). 


(')  On  possible  Systems  of  jointed  wickerwork,  and  their  de- 
grees  of  internai  freedoni  (Proceedings  of  the  Cambridge  phi- 
losophical  Society,  t.  V,  1884,  p.  161). 

(-)  L'auteur  prend  comme  inconnues  les  81  cosinus  directeurs  des 
27  tiges  du  système,  et  cherche  le  nombre  des  équations  indépen- 


(  28  )  . 
J'ai  pensé  (ainsi  que  M.  Larmor,  à  qui  j'avais  com- 
muniqué l'observation  qui  précède)  qu'il  y  avait  lieu 
de  signaler  l'inexactitude  d'un  résultat  qui  paraît  avoir 
été  admis  jusqu'ici  sans  discussion  (' ).  On  voit  en 
effet  se  poser  une  question  intéressante  :  Est-il  pos- 
sible de  construire  un  système  articulé,  du  type  de 
la  figure  i,  déformable  avec  au  moins  un  degré  de 
liberté?  En  dehors,  bien  entendu,  du  cas  où  tous  les 
quadrilatères  de  la  figure  sont  des  parallélogrammes, 
et  du  cas  où  le  système  est  constitué  par  trois  systèmes 
binaires  égaux,  reliés  par  des  tiges  égales  et  parallèles 
(M.  Larmor  appelle  système  binaire  la  figure  formée 
par  6 génératrices  d'un  hyperboloïde  déformable,  3  d'un 
système  et  3  de  l'autre). 


CERTIFICATS  DE  iMÉCAMQUË  RATIONNELLE. 


Bordeaux. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Moiaement  d'un  corps  solide 
mobile  sans  frottement  autour  d'une  droite  fixe. 

Cas  où  la  fixité  de  la  droite  est  obtenue  par  celle  de 
deux  points  du  corps.  Calcul  des  pressions  supportées  par 
ces  points.  Axes  permanents  et  axes  naturels  de  rotation. 

II.   Soient  Oxyz  un  système  d'axes  rectangulaires  dont 

dantes,  fournies  par  le  théorème  des  projections,  qui  relient  ces 
cosinus.  Chaque  contour  fermé,  par  exemple  le  quadrilatère  ABCD 
de  la  figure  2,  donne  3  équations.  M.  Larmor  ne  compte  que 
2'l  contours  indépendants  dans  la  figure,  ce  qui  lui  donne  72  équa- 
tions. Il  y  a  en  réalité  28  contours  indépendants,  ce  qui  porte  le 
nombre  des  équations  à  S'}. 

(')  Par  exemple  dans  YEncyklopàdie  der  Mathematischen 
Wissenschaften,  t.  IV,,  p.  277. 


(  --9  ) 

l'axe  Oz  est  vertical,  et  les  deux  droites 

(   V  =  o,  i    r  —  o, 

D  K  _  D' 

situées  respectivement  dans  les  plans  xOz,  yOz. 

Une  tige  matérielle  pesante,  homogène,  de  longueur  il 
est  assujettie  à  glisser  sans  frottement  par  ses  extrémités 
sur  les  droites  D.  D'.  De  plus,  chaque  point  matériel  de  la 
tige  est  attiré  par  le  point  O  proportionnellement  à  sa 
masse  et  à  sa  distance  au  point  O. 

1°  Trouver  le  mouvement  de  la  tige; 

1°  Imaginant  que  la  tige  considérée  appartienne  à  une 
figure  plane  dont  le  plan  est  assujetti  à  rester  vertical, 
étudier  au  point  de  vue  cinématique  le  mouvement  de  cette 
figure.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  quelconque 
de  la  figure  ? 

Epreuve  pratique.  —  On  veut  atteindre,  avec  un  pro- 
jectile pesant  5o^,  dont  la  vitesse  initiale  est  de  lo"' par  se- 
conde, un  point  situé,  horizontalement,  à  5'"  de  distance, 
et  placé  à  V"  au-dessus  du  point  de  départ  du  mobile. 

On  demande  de  calculer  : 

1°  L'angle  de  la  vitesse  initiale  avec  l'horizon; 

"î"  La  grandeur  de  la  vitesse  finale  et  l'angle  qu'elle 
fait  avec  l'horizon; 

3°  La  perte  d'énergie  du  projectile  ; 

4°  La  durée  du  mouvement. 

On  ne  considérera  que  la  parabole  de  renversement  et 
l'on  négligera  la  résistance  de  l'air. 

Accélération  de  la  pesanteur,  ^  =  9,81  f  — -  \  • 

(Novembre  190G.  ) 


Caen. 

KpREUVE  ÉCRITE.  —  I.  Etablir  les  équations  propres  à 
déterminer  l'accélération,  à  un  instant  donné,  des  divers 
points  d'une  figure  plane  qui  se  meut  dans  son  plan. 
Centre  des  accélérations. 

Trouver  ce  centre  A  dans  le  cas  où  une  chaînette  don- 


(  3o  ) 
née,appartenantau  plan  mobile,  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  fixe,  le  point  de  contact  se  déplaçant  de  manière 
(jue  sa  distance  à  l'axe  de  la  chaînette  soit  proportionnelle 
au  temps.  Le  point  A  est  fixe  pendant  tout  le  mouvement, 
sa  vitesse  relative  au  plan  mobile  garde  une  grandeur 
constante. 

II.  On  considère  deux  tiges  homogènes,  égales,  non  pe- 
santes, OA,  AB  articulées  en  A;  OA  peut  tourner  autour 
du  point  fixe  O,  et  le  point  B  glisse  sur  une  droite  fixe  OZ. 
Chaque  élément  des  deux  tiges  est  attiré  vers  OX  par  une 
force  égale  au  produit  de  sa  masse  par  sa  distance  à  OZ. 
Soient  6  l'angle  ZOA,  i]/  l'angle  du  plan  OAB  avec  un 
plan  fixe  mené  par  OZ.  Le  système  ayant  un  mouvement 
initial  connu,  former  et  discuter  les  équations  qui  donnent 
0  et  <!^.  Conditions  initiales  telles  :  i"  que  0  reste  constant, 

„  ^0    ,  f,       "^         ,  ■  -,  , 

■i    que  -y-  s  annule  pour  (]  =  -  :  cela  arrivera-t-il  au  bout 
at  i 

d'un  temps  fini? 

SoLlJÏION. 

sin^b^  =  .};siii2eo, 

(i  +  3sin2e)sin»e  -^  =  (sin^Oo -+- 3  sin4eo)6;« 

-HCsinîÔo  — sin2e)(sin2  0  — (j^'o^sinîOo). 

(Novembre  igoO.) 

Grenoble. 

KpREUVE  ÉCRITE.  —  Un  soUde  pesant  S  est  limité  exté- 
rieurement par  une  sphère  de  rayon  a.  La  distribution 
des  masses  est  telle  que  le  centre  de  gravité  G  rfe  S  coïn~ 
cide  avec  le  centre  de  la  sphère,  et  que  V ellipsoïde  d'iner- 
tie relatif  à  ce  point  est  de  révolution;  soit  Gz  l'axe  de 
révolution. 

Le  solide  est  posé  à  l'intérieur  d'une  sphère  creuse  X  de 
centre  O,  de  rayon  R -)- «.  Cette  sphère  est  fixe;  la  liai- 
son est  sans  frottement. 

Déterminer  le  mouvement  de  S.  en  employant  successi- 
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ventent  les  théorèmes  généraux  et  les  équations  de  La- 
i^  range. 

On  déterminera  la  position  de  S  par  l'angle  0  que  fait 
OG  avec  la  verticale  descendante  Ozi  du  point  O,  par 
l'angle  ^  que  fait  le  plan  GOzj  avec  un  plan  vertical  fixe, 
et  par  les  angles  d'Euler  '{'i,  Oi,  ^i  définissant  l'orienta- 
tion relative  des  deux  trièdres  trirectangles  Gxyz,0  Xiy^  z^  ; 
le  premier  lié  au  solide  S  en  est  un  trièdre  principal  d'i- 
nertie, le  second  est  fixe. 

On  appellera  M  la  masse  de  S,  A.  et  C  les  moments  d'iner- 
tie relatifs  à  Gx  et  Gz . 

Épreuve  pratique.  —  Dans  un  trièdre  trirectangle  fixe 
Oxyz  l'axe  Oy  est  horizontal,  et  l'angle  zOx  admet 
comme  bissectrice  intérieure  la  verticale  descendante. 

Le  sommet  0  du  trièdre  et  un  autre  point  O'  situé  sur  O  z 
à  la  distance  i  R  du  point  O  sont  les  deux  extrémités  du 
diamètre  limite  d'une  demi-circonférence  homogène  pe- 
sante de  masse  M.  Cette  circonférence  peut  donc  tourner 
autour  de  Oz;  la  liaison  est  sans  frottement. 

1°  La  circonférence  étant  supposée  située  dans  le  plan 
zOx,  déterminer  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité 
et  l'équation  de  V ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  O. 

2"  On  suppose  que  la  circonférence  placée  dans  le  plan 
zOy  soit  abandonnée  sans  vitesse.  Elle  se  met  à  osciller 
autour  de  Oz.  Déterminer  les  réactions  exercées  par  les 
points  O  et  O'  lorsque  le  plan  de  la  circonférence  vient 
coïncider  avec  le  plan  zOr.  (Novembre  1906.) 


Lille. 

Epreuve  écrite.  —  Cours  :  Extension  des  équations  de 
I^agrange  : 

1"  Aux  systèmes  dont  la  position  n'est  pas  définie  à  l'aide 
du  nombre  minimum  de  paramètres  ; 

1"  Aux  systèmes  non  holonomes  sans  frottement  ; 

V  Aux  systèmes  doués  de  frottement. 

Problème.  —  I.  Cinématique  :  Déterminer  le  mouvement 
d'une  figure  plane  dans  son  plan  dans  le  cas  où  le  centre 
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des  accélérations  est  fixe  dans  le  plan  fixe  et  où  le  centre 
instantané  de  rotation  décrit  une  droite  dans  le  plan  fixe 
{roulante  et  loi  d'orientation). 

II.  Dynamique  :  Un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical 
tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'une  de  ses  gé- 
nératrices G.  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  res- 
ter sur  la  surface  de  ce  cylindre,  supposée  parfaitement 
polie  ;  il  est  de  plus  attiré  par  la  droite  G  proportionnelle- 
ment à  la  distance.  Étudier  le  mouvement  relatif  du  point 
sur  le  cylindre  (conditions  initiales  quelconques;  discus- 
sion). (Novembre  1906.) 

Marseille. 

Épreuve  théorique.  —  Un  disque  circulaire  homogène  est 
suspendu  par  un  axe  A,  placé  à  son  centre,  autour  duquel 


\07p 


il  peut  tourner,  à  un  point  fixe  O,  au  moyen  de  deux  fils 
élastiques  égaux  qui  s'allongent  proportionnellement  à 
leur  tension.  Sur  la  circonférence  du  disque  est  enroulé 
un  fil  fiexible  et  inextensible  qui  porte  à  son  extrémité  un 
poids  P. 
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A  l'origine,  le  système  est  en  repos,  les  fils  sont  verti- 
caux et  les  fils  OA  sont  à  l'état  naturel. 

On  abandonne  le  système  à  lui-même  et  l'on  demande 
de  trouver  son  mouvement.  On  remarquera  que  les  fils 
restent  verticaicr. 

On  néglige  la  masse  des  fils  et  celle  de  l'axe  A.  Le 
poids  du  disque  est  égal  au  poids  P.  Un  fil  OA  a  3"*  de 
longueur  et  doublerait  sous  l'action  d'une  tension  égale 
à  \o  fois  le  poids  P.  On  fera  g  =  lo. 

Solution. 

Soient  •:  la  distance  de  P  à  l'horizontale  du  point  O,  OA  =^, 
0  l'angle  dont  tourne  le  disque,  y  T  la  tension  d'un  fil  0A> 
S  celle  de  BP,  on  a 


S  =  -T, 

T  =  -  mg{i  —  cos^t), 

17  '1 

Y  =■   — -r  C0S3<, 

"^         5         5 

4?       lo    ,        1 
n  6  i) 

R  6  == 1.  _l_  _  ^2  -+-  JL  cos  »  t. 

13         3  i5 


Épreuvk  pratique.  —  Une  plaque  carrée  plane  et  indé- 
formable est  suspendue  aux  quatre  sommets  d'un  carré 
situé  dans  un  plan  horizontal,  par  quatre  fils  élastiques, 
identiques,  verticaux  et  de  même  longueur  dans  leur  état 
naturel. 

Un  point  pesant,  qui  a  le  même  poids  P  que  la  plaque , 
repose  sur  cette  plaque  et  se  trouve  placé  au  quart  de  la 
droite  qui  joint  le  centre  du  carré  à  l'un  des  sommets.  Ce 
quart  est  compté  à  partir  du  centre. 

Ce  point  pesant  est  en  outre  suspendu  à  un  fil  élastique, 
vertical,  identique  aux  précédents,  et  attaché  à  un  point 
fixe  du  même  plan  horizontal. 

Primitivement  la  plaque  est  soutenue  de    manière  que 

Ann.  de  Mntltéinat.,  'j' série,  i.  VII.  (Janvier  1907.)  J 
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les  Jils  ne  soient  pas  tendus,  puis  on   la  laisse  s'abaisser 
lentement  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  équilibre. 

Les  Jils  s'allongent  proportionnellement  à  leur  tension. 

Trouver  la  tension  de  chacun  d'eux.  On  suppose  qu'ils 
restent  très  sensiblement  verticaux. 

(Novembre  1906.) 


Montpellier. 

Épreive  écrite.  —  Exposer  les  théorèmes  des  vitesses 
virtuelles  et  de  d'Alembert.  Appliquer  ces  théorèmes  à  un 
système  contenant  des  corps  solides. 

ÉpREtVE  PRATIQUE.  —  Un  losangc  articulé  OABG  formé 
de  quatre  tiges  identiques  homogènes  pesantes  peut  glis- 
ser sans  frottement  dans  un  plan  vertical.  Le  sommet  O 
est  fixe  et  le  losange  est  primitivement  en  repos  de  ma- 
nière que  le  sommet  G  soit  sur  la  verticale  du  point  0,  et 
que  l'angle  AOB  soit  de  60".  La  longueur  des  tiges  est 
de  i".  On  demande  la  vitesse  que  possède  le  point  G  quand 
il  arrivera  au  point  O. 

La  valeur  de  g  est  9,8088;  l'unité  de  temps  la  seconde 
de  temps  moyen.  (Novembre  1906.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Chute  d'an  point  matériel  pe- 
sant d'une  grande  hauteur,  en  tenant  compte  de  la  rota- 
tion de  la  Terre. 

II.  Etude  de  la  suspension  à  la  Cardan. 

Épreuve  pratique.  —  Deux  barres  pesantes  homogènes 
identiques  OA,  OB  peuvent  tourner  autour  d'une  de  leurs 
extrémités  fixées  au  même  point  O  dans  un  plan  vertical. 
Elles  sont  réunies  par  un  fil  élastique  AB  dont  on  néglige 
le  poids.  Ce  fil  n'est  pas  tendu  dans  la  position  initiale; 
la  longueur  commune  des  barres  et  du  fil  est  alors  de  i". 
De  plus,  le  fil  AB  est  alors  horizontal.  La  tension  d'un  fil 
élastique  est  proportionnelle  à  son  allongement.  On  de- 
mande d'acliever  de  la  définir  en  s' appuyant  sur  ce  que 
le  système  abandonné  à  lui-même   arrive  sans  vitesse  de 


(  35  ) 

façon  que  le  fil  AB  soit  sur  l'horizontale  qui  passe  par  le 
point  ().  Le  poids  de  chacune  des  tiges  est  de  i^'. 

(Novembre  1906.) 

Épreuve  écrite.  —  Deux  points  pesants  M  et  M',  de  niasses 
égales,  sont  reliés  par  un  fil  sans  masse,  fiexible  et  inex- 
tensible. Le  point  M  décrit  sans  frottement  une  verticale 
fixe,  et  le  point  M'  est  assujetti  à  se  déplacer  sans  frotte- 
ment dans  un  plan  P  qui  contient  cette  verticale  et  tourne 
autour  d'elle  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  angu- 
laire co.  A  l'origine  du  mouvement,  M  est  immobile  ;  la 
droite  MW  fait  un  angle  de  45°  avec  la  verticale  descen- 
dante issue  de  M;  la  vitesse  relative  de  M'  dans  P,  égale 
à  Vq,  est  perpendiculaire  à  M' M  et  dirigée  par  rapport  à 
cette  droite  du  même  côté  que  la  verticale  ascendante. 

Trouver  le  mouvement  des  deux  j)oints;  montrer  que  le 
fil  reste  tendu  pendant  le  cours  du  mouvement. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  le  mouvement  d'un 
plan  P  sur  un  plan  fixe  II. 

1°  Démontrer  qu'il  y  a,  à  chaque  instant,  un  point  du 
plan  P  dont  l'accélération  est  nulle.  On  appelle  ce  point 
centre  des  accéléralion«;. 

2"  On  suppose  que,  lorsque  P  se  déplace  sur  M,  le  centre 
des  accélérations  reste  fixe  dans  P,  tandis  que  le  centre 
instantané  décrit  une  droite  fixe  de  II. 

Trouver  la  trajectoire  du  centre  des  accélérations  sur 
le  plan  W  et  celle  du  centre  instantané  sur  P. 

(Novembre  1906.) 

Poitiers. 

P>REUVE  THÉORIQUE.  —  I.  Un  angle  droit  se  meut  de  façon 
qu'un  de  ses  côtés  demeure  tangent  a  un  cercle,  tandis  que 
l'autre  est  tangent  à  une  ellipse  concentrique  :  trouver 
dans  ce  mouvement  les  deux  courbes  qui  roulent  sans  glis- 
ser l'une  sur  l'autre. 

II.  Mouvement  relatif  d'un  point  matériel  pesant  à  la 
surface  de  la  Terre  sous  l'infiuence  d'une  résistance  de 
milieu  proportionnelle  à  la  vitesse,  en  tenant  compte  de  la 
rotation  terrestre  m. 
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IVoTE.  —  On  supposera  que  le  mobile  ne  sort  pas  d'une 
région  où  Von  peut  regarder  son  poids  (résultante  de  l'at- 
traction et  de  la  force  centrifuge)  comme  constant  en 
grandeur  et  en  direction,  et  l'on  négligera  les  puissances 
de  w  d'indice  supérieur  à  2. 

Ki'REivE  PRATIQUE.  —  Une  chaîne  homogène  pesante  de 
longueur  il  et  de  poids  P  est  fixée  par  ses  extrémités  en 
deux  points  A  ef  B  d'un  même  plan  horizontal  dont  la 
distance  est  ia.  Le  système  étant  en  équilibre,  on  fixe  au 
point  le  plus  bas  de  la  chaîne  un  poids  p  très  petit  par 
rapport  à  P;  calculer  en  première  approximation  les  mo- 
difications de  la  figure  d'équilibre. 

(Novembre  igoG.) 

Toulouse. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Trouver  la  figure  d'équilibre  d'un 
fil  flexible  inextensible  homogène,  attaché  à  ses  deux  ex- 
trémités A  et  B,  et  dont  tous  les  points  sont  soumis  à  des 


forces  parallèles  K  exprimées  par  la  formule 
R  =  asin"'e, 

0  étant  l'angle  aigu  que  fait  la  direction  de  la  force  avec 
la  tangente  à  la  courbe;  a  et  m  sont  des  constantes.  Mon- 
trer que.  si  l'on  désigne  par  p  le  rayon  de  courbure  en  un 
point,  on  a  la  relation 

\\p  sin-0  =  const. 
Calcule/'  la  tension  en  chaque  point  et  examiner  les  cas 
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particuliers  suivants  : 
m  =  o,         //i  =  I ,         ni 


m  =  —  2,         /n  =  —  3. 


II.  Un  point  matériel  M  est  assujetti  à  rester  sur  une 
sphère  dont  un  point  fixe  P  est  considéré  comme  pôle,  et 
il  est  sollicité  par  une  seule  force  R  dirigée  à  chaque  ins- 
tant suivant  la  tangente  au  méridien  MP  et  du  côté  de  P; 


elle  est  inversement  proportionnelle  au  carré  du  cosinus 
de  la  latitude  et,  par  conséquent,  exprimée  par  la  for- 
mule 

m  -JL 


R  = 


siti^O' 


6  représentant   l'angle   MOP,  m  la  masse  et  [x  un  coeffi- 
cient numérique.  Déterminer  le  mouvement  du  point  M  en 
supposant  que  la  vitesse  initiale  est  tangente  au  parallèle 
passant  par  la  position  initiale  du  mobile. 
Calculer  la  pression  exercée  sur  la  surface. 

Épreuve  pratique.  —  Une  plaque  mince  pesant  lo'^^a  la 


forme  d'une   lemniscate   représentée   en  coordonnées  po- 
laires par  l'équation 


p2  =  «2  C0S210, 


ou  a  =  o 


(  :^8  ) 

1°  Calculer  le  moment  d'inertie  de  la  plaque  autour  de 
l'axe  polaire  Ox. 

2"  En  supposant  que  cette  plaque  soit  animée,  autour 
de  cet  axe  Ox^  d'une  rotation  uniforme  de  ■24  tours  par 
seconde,  trouver  la  force  de  percussion  appliquée  au 
point  A  de  la  plaque  le  plus  éloigné  de  l'axe,  perpendi- 
culairement à  la  plaque,  capable  de  la  ramener  au  repos. 

(Novembre  1906.) 


CEIMIFICATS  irAWLYSE  SII'ERIEUIIE. 


Paris. 


Épreuve  thiïorique.  —  I.  r°  Démontrer  qu'une  fonction 
uniforme  d'une  variable  ayant  partout  à  distance  finie 
le  caractère  d'une  fonction  rationnelle  ne  peut  avoir  plus 
de  jdeux  périodes  ; 

•2°  Démontrer  qu'une  fonction  uniforme  de  deux  varia- 
bles, ayant  partout  à  distance  finie  le  caractère  d'une 
fonction  rationnelle,  ne  peut  avoir  plus  de  quatre  paires  de 
périodes.  La  démonstration  devra  mettre  en  évidence  un 
cas  particulier  où  le  théorème  est  en  défaut. 

II.  i"  Combien  une  fonction  thêta  d'ordre  m  à  une  va- 
riable a-t-elle  de  racines  dans  un  parallélogramme  de 
périodes  ? 

2°  On  considère  la  fonction  thêta  à  deux  variables,  avec 
les  périodes  it.  et  xr.i pour  x  et  y,  satisfaisant  aux  équa- 
tions 

S(x-^oL,  jK+P)  =  e'''+''^e{x,  y), 
0(37  — a',  jK -4-  ^')  =  eo+y  e(x,y), 

d  et  c  étant  entiers  et  la  condition 
c[i  —  da'  =  o 

étant  vérifiée.  En  désignant  par  &(x,y)  et  r,  (x,  y)  deux 
de  ces  fonctions  prises  arbitrairement,  trouver  le  nombre 
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des  racines  communes  aux  deux  équations 

Q(^)JK)  =  o,         ri{x,y)=o 

dans  un  prisniatoïde  de  périodes. 

Epreuve  puatioi'K.  —  Trouver  les  résidus  de  l'intégrale 
double  de  fonction  rationnelle 


r    r    xdxdy 
J  J  y^  —  x*—i' 

(Octobre  igoS.) 


Paris. 

Éprelve  théorique.  —  I.  Etant  donné  le  tableau  de 
quatre  périodes  géométriquement  distinctes  relatif  aux 
variables  x  et  y, 


2T,I  O 

o       2.r.i 


on  considère  les  équations 

/(x-h-iTzi,  y)=f(x,y);  f{x,  y -^  t-r,  )      =f(x,y), 

/(x-i-cL,y-h'^)  =  e'^^/{x,y)]     f{x-i-CL\y-^'p')^e'^-yf(x,y), 

oii  h  et  k  sont  des  nombres  entiers.  A  quelle  condition 
existe-t-il  des  fonctions  entières  de  x  et  y  satisfaisant  à 
ces  quatre  équations? 

Cette  condition  étant  remplie,  quelle  est  la  forme  de  ces 
fonctions  et  combien  y  en  a-t-il  de  linéairement  distinctes? 
Quelles  sont  aussi  les  inégalités  à  adjoindre  à  la  condi- 
tion trouvée  ? 

II.  Trouver  les  résidus  de  l'intégrale  double  de  fonction 
rationnelle 

dx  dy 


Ih 


ay-  —by  —  c' 
à,  b,  c,  étant  trois  constantes. 

Epreuve  pratique.  —  Quand  une  surface  est  donnée  en 


(    io   ) 
coordonnées  polaires  par  V expression  de  r  en  fonction  des 


angles  À  et  o,  quelle  est  l'expression  de  l' élément  d'aire 
sur  cette  sur/ace  ? 

appliquer  la  formule  trouvée  à  la  recherche  de  l'aire 
de  la  surface  fermée  représentée  en  coordonnées  rectan- 
gulaires par  l'équation 


(a-2 


'')'=  a^o^'-rn- 


On  commencera  par  se  rendre   compte   de   sa  forme, 
(a  est  une  ligne    donnée).  (Juillet  igoâ.) 


soLUTiOi\s  ne  questioas  phoposées. 


2029. 


(1905,   p.    i-i6;   1906,  p.    iSo.  ) 

On  projette  un  point  M  d'une  ellipse  en  P  et  Q^  sur  les 
diamètres  conjugués  égaux.  Montrer  que  le  milieu  I 
de  PQ  est  situé  ,sur  la  normale  à  l'ellipse  en  M  et  que  le 
point  de  Frégier  relatif  à  M  est  le  symétrique  de  M  par 
rapport  à  I.  (E.-N.  Barisien.) 


SOLUTIONS   GEOMETRIQUES 
Par  M.  A.  Mannheim. 


La   première    partie   de    cet    énoncé   a    déjà    été    proposée 
vn  i^\>.  dans  les  Nouvelles  Annales.  Elle  fait  l'objet  de  la 
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question  3  insérée  dans  le  Tome  I*'  de  ce  Recueil  sous  la 
signature  de  Steiner.  Le  même  Volume  renferme  deux  solu- 
tions analytiques  de  cette  question,  pages  142  et  429. 


PREMIERE   SOLUTION. 

L'ellipse  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des 
distances  à  deux  droites  est  constante.  On  a  donc 

MP   -4-MQ"  =  const.  ; 
d'où 

MPf^.MP -+- MQf/.MQ  =  o. 

Prenons  le  point  M'  de  l'ellipse  infiniment  voisin  de  M  et 
abaissons  la  perpendifculaire  M'P',  on  a 

c;.MP  =  MM'cosMM'P', 

de  même  pour  rf.MQ.  Portant  ces  valeurs  dans  la  relation 
précédente  et  supprimant  le  facteur  MM',  on  trouve  que  les 
projections  de  MP  et  de  MQ  sur  la  tangente  en  M  sont  égales 
et  de  signes  contraires.  II  résulte  de  là  que  la  normale  en  M 
passe  par  le  milieu  de  PQ. 


DEUXIEME   SOLUTION. 

Menons  les  parallèles  MB,  MG  aux  diamètres  conjugués 
égaux.  Appelons  R,  T  les  points  où  ces  diamètres  sont 
coupés  par  la  tangente  en  M.  Les  produits  OC  x  OT  et 
OB  X  OR  étant  égaux  aux  demi-diamètres  conjugués  égaux 
sont  égaux.  On  peut  alors  écrire 

OT  _  OB 
OR  ~  ÔC' 

Par  rapport  au  grand  axe  de  l'ellipse  prenons  les  symé- 
triques B',  M',  C  des  points  B,  M,  G.  La  dernière  égalité 
peut  s'écrire 

OT  _  OB' 

OR  ~  ÔG'' 

ce  qui  montre  que  B'G'  est  parallèle  à  la  tangente  en  M. 
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Les  trianp;le5  MHP.  MCQ  sont  semblables  et  donnent 


MB 
~  MC' 

B'M' 

"  B'O' 

Les  triangles  MPQ,  OB'M'  ont  les  angles  PMQ,  M'B'O 
égaux  et  les  côtés  qui  comprennent  ces  angles  proportionnels, 
ils  sont  alors  semblables.  En  outre,  comme  ils  ont  leurs  côtés 
homologues  perpendiculaires,  la  droite  MI  qui  passe  par  le 
milieu  de  PQ  est  perpendiculaire  à  B'C  qui  passe  par  le 
milieu  de  OM'. 

La  droite  MI  est  alors  normale  à  l'ellipse,  puisque  nous 
avons  vu  que  B'C  est  parallèle  à  la  tangente  en  M. 


TROISIEAIK   SOLUTION. 

Les  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  forment  un  faisceau  en 
involution.  Il  en  est  de  même  des  perpendiculaires  abaissées 
de  M  sur  ces  diamètres.  Prenons,  dans  le  cercle  de  dia- 
mètre OM ,  les  cordes  sous-tendues  par  les  couples  de 
rayons  homologues  de  ce  dernier  faisceau,  nous  aurons  des 
droites  qui  passent  par  un  même  point.  Parmi  ces  cordes,  il 
y  a  la  droite  PQ,  puis  le  diamètre  VU  qui  joint  les  pieds  des 
perpendiculaires  MV,  MU  abaissées  de  M  sur  les  axes  de 
l'ellipse,  et  enfin  la  normale  en  M,  car  cette  droite  joint  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  OM  et  sur  son 
diamètre  conjugué  qui  est  parallèle  à  la  tangente  en  M  à 
l'ellipse.  D'après  cela,  si  I  est  le  point  de  rencontre  de  PQ  et 
de  VU,  la  droite  MI  est  normale  à  l'ellipse. 

Les  droites  MP,  MQ  sont  également  inclinées  sur  MU.  Le 
point  U  est  alors  le  milieu  de  l'arc  PUQ  et  le  diamètre  VU  est 
|>erpendiculaire  à  PQ,  le  point  I  est  alors  le  milieu  de  PQ. 

Il  reste  encore  à  traiter  la  deuxième  partie  de  l'énoncé. 

Prolongeons  MV  jusqu'à  sa  rencontre  en  M"  avec  l'ellipse. 
La  droite  M' M"  coupe  la  normale  Ml  au  point  de  Frégier 
relatif  à  M.  Ce  point  est  le  symétrique  de  M  par  rapport  à  I, 
puisque  U  est  le  milieu  de  MM'  et  que  la  droite  UV  est  |)aral- 
lèlc  à  M' M". 
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(  1906,  p.  9fi.| 

Soient  ABC  un  triangle,  O  et  \  les  centres  des  cercles 
circonscrit  et  inscrit  à  ce  triangle,  B'  et  G'  les  milieux  des 
côtés  AG  et  AB.  La  droite  symétrique  de  01,  par  rapport  à 
la  droite  B'G',  passe  par  le  point  de  contact  Y  du  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  ABG  et  du  cercle  inscrit  à  ce 
même  triangle.  (R.  B.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Mannhkim. 

Le  cercle  inscrit  au  triangle  ABG  (fig.  ij  a  pour  centre  I, 
Fis.  I. 


il  touche  BC  au  point  E,  dont  le  symétrique,  par  rapport  à  I, 
est  E'.  Pour  déterminer  le  point  de  contact  F. du  cercle  des 
neuf  points  de  ABC  et  du  cercle  inscrit  à  ce  triangle,  j'ai  fait 
connaître  ce  résultat  (')  :  la  droite  qui  joint  E'  au  milieu  de  AI 
coupe  le  cercle  inscrit  au  point  F,  qui  est  le  point  de  Feuer- 
bach. 

Soit  D  le  point  de  rencontre  de  ET  et  de  la  hauteur  AP, 
les  angles  DFE,  DPE  étant  droits,  les  points  D,  F,  P,  E  sont 
sur  un  cercle  dont  le   centre  est  le  milieu  de  DE.  Ce  cercle 


(  '  )  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  physiques  élémen- 
taires, inoj,  p.  y.j. 
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coupe  EE' au  point  I',  quatrième  sommet  du  rectangle  EPDI', 
l'angle  ITP  est  droit.  Le  segment  AD  est  égal  et  parallèle 
à  E'I,  et  alors  aussi  à  lE.  Les  droites  AE,  ID  se  coupent  mu- 
tuellement en  parties  égales;  on  voit  ainsi  que  I'  est  le  symé- 
trique de  I,  par  rapport  à  B'C,  droite  qui  passe  par  le  milieu 
de  AE. 

Ainsi,  la  perpendiculaire  TV  à  TP  co «//)eEE'  au  point  V 
symétrique  du  centre  I  par  rapport  à  B'C. 

Prolongeons  TI' jusqu'à  sa  rencontre  0'  avec  la  perpendicu- 
laire à  BG  élevée  du  milieu  A'  de  ce  côté.  Les  points  O',  A', 
P,  r  appartiennent  à  un  cercle,  mais  A',  P,  F  sont  sur  le 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC;  donc  O'  est  aussi  sur 
ce  cercle.  Le  centre  O  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 
est  l'orthocentre  du  triangle  A'B'C;  donc  O'  et  O  sont  symé- 
triques par  rapport  à  B'C. 

Ainsi,  la  droite  TV,  qui  contient  le  symétrique  de  I  par 
rapport  à  B'C,  contient  aussi  le  point  O',  symétrique  de  O 
par  rapport  à  la  même  droite. 

Le  théorème  proposé  est  ainsi  démontré.  On  voit  en  outre 
que  la  droite  O'V  est  perpendiculaire  en  T  à  la  droite  F  P. 

Remarques.  —  i°  Par  rapport  à  B'C,  la  droite  symétrique 
de  O'V  est  la  ligne  des  centres  01,  et  la  droite  symétrique 
de  PF  est  une  parallèle  à  la  droite  PJ  qui  elle-même  est  la 
symétrique  de  PF  par  rapport-  à  la  hauteur  PA.  Mais  la 
droite  OTest  perpendiculaire  à  PF;  par  suite  PJ  est  perpen- 
diculaire à  OL 

Ainsi,  la  symétrique  de  PT,  par  rapport  à  PA,  est  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  centres  OL  Inversement,  ou 
peut  dire  :  la  perpendiculaire  PJ  abaissée  du  pied  de  la 
hauteur  AP  sur  la  ligne  des  centres  01  a  pour  symétrique, 
par  rapport  à  cette  hauteur,  une  droite  PF  qui  passe  par 
le  point  de  Feuerbach. 

1°  Par  F  ijig.  i)  menons  la  corde  FQ  du  cercle  des  neuf 
points  parallèlement  à  HC.  On  voit  tout  de  suite  que  la 
droite  A'Q  est  parallèle  à  PJ  et  qu'elle  est  aussi  la  symétrique 
de  A'F  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  B'A'C. 

D'après  cela,  A'Q  donne  la  direction  des  diamètres  de  la 
parabole  tangente  aux  côtés  du  triangle  A'B'C  e<  qui  a  F 
pour  foyer,  c'est-à-dire  que  ces  diamètres  sont  perpendicu- 
laires à  OL 

Mais  le  centre  O   est  l'orthocentre  de  A'B'C;  donc  la 
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ligne  des  centres  01  est  la  directrice  de  cette  parabole  ('). 
3"  Le  cercle  des  neuf  points  de  ABC  contient  deux  points  de 
chacun  des  côtés  de  ce  triangle.  On  compte  en  outre  sur  ce 
cercle  trois  autres  points  qui  sont  les  milieux  des  segments 
compris  entre   l'orthocentre   de  ABC   et   les   sommets   de   ce 


triangle.  On  pourrait  compter  aussi  les  points  tels  que  0',  qui 
sont  les  symétriques  du  centre  O  par  rapport  aux  côtés  du 
triangle  A'B'C  et  l'on  devrait  dire  alors  le  cercle  des  douze 
points. 

Note  de  la  Rédaction.  —  La  question  2036  se  trouve  aussi 
résolue  par  l'article  de  M.  R.  Bouvaist  (1906,  p.  5io). 

2040. 

(1906,  p.  Ii2.) 

Attachant  aux  mots  de  semi-plan  et  de  semi-sphère  les 
sens  que  leur  a  donnés  Laguerre,  démontrer  les  théorèmes 
suivants  : 

1°  Le f  cinq  semi-sphères  qui  touchent  cinq  semi-plans 
quelconques,  pris  quatre  à  quatre,  touchent  une  même 
semi-sphère. 

•1°  Etant  données  cinq  semi-sphères  qui  touchent  une 
semi-sphère  (S),  il  existe,  outre  (S),  une  semi-sphère  qui 


(' )  La  droite  de  Sinison  de  T  par  rapport  au  triangle  A'B'C  est 
parallèle  à  OL  Celte  propriété  a  été  énoncée  par  M.  Cli.  Michel,  et 
j'en  ai  donné  une  démonstration  directe  {Bulletin  élémentaire, 
1904,  p.  291). 
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touche  quatre   quelconques  d'entre  elles.  Les  cinq  seniî- 
sphères  ainsi  obtenues  touchent  une  même  semi-sphère. 

(R.  B.; 

SOLUTION 
Par  M.  Thik. 

Un  plan  peut  être  considéré  comme  une  sphère  de  rayon 
infini  qui  touche  la  sphère  réduite  au  plan  de  l'infini  compté 
deux  fois.  La  première  partie  de  l'énoncé  n'est  donc  qu'un  cas 
particulier  de  la  seconde,  qu'il  suffit  de  démontrer. 

Appliquons  à  la  figure  la  transformation  de  Sophus  Lie. 
Cette  transformation  fait  correspondre  à  la  sphère,  de 
centre  {x,  y,  z)  et  de  rayon  R,  la  droite  dont  les  équations 
sont 

X  =  rtZ  -+-/>, 
Y  =  6Z-i-^, 
par  les  formules 

a  =  X  -hyî,         6=s-^R, 
q  =  x — yi,        jo  =  R — z. 

A  une  sphère,  dont  le  rayon  est  donné  seulement  en  valeur 
absolue,  correspondent  deux  droites,  mais  à  une  semi-sphère, 
dont  le  rayon  a  un  signe  bien  déterminé,  correspond  une 
droite  unique. 

Gomme  la  transformation  change  deux  semi-sphères  tan- 
gentes en  deux  droites  qui  se  coupent,  le  théorème  à  dé- 
montrer est  transformé  en  le  suivant  : 

Soient  cinq  droites  quelconques  Aj,  A2,  A3,  A4,  A5  qui 
rencontrent  une  même  droite  Bq.  Il  existe,  outre  Bq,  une 
droite  Bj  qui  rencontre  les  quatre  droites  Aj,  A3,  A4,  A5; 
une  droite  B^  qui  rencontre  les  quatre  droites  Aj,  A3,  A4, 
As;  etc.  Les  cinq  droites  Bi,  B2,  B3,  B4 ,  B5  rencontrent 
une  même  droite  Aq. 

Les  droites  Ai,  Aj,  A3,  A4,  A5  et  Bq,  B,,  Bj,  B3,  B4,  B5  se 
rencontrent  en  25  points,  comme  l'indique  la  figure  ci-après. 

Il  existe  une  surface  du  troisième  ordre  (  S  )  qui  passe  par 
les  19  points  entourés  sur  la  figure  d'un  petit  cercle.  Cette 
surface  contient  les  11  droites  considérées,  comme  on  le  voit 
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immédiatement  (par  exemple,  contenant  quatre  points  de  la 
droite  A],  elle  la  contient  tout  entière,  etc.). 

Ceci  posé,  il  existe,  outre  Aj,  une  droite  qui  rencontre  Bj, 
B3,  84  et  B5.  Désignons-la  par  Aq.  Je  dis  que  Aq  [qui  appar- 
tient évidemment   à  (S)]   rencontre  Bj.    En  effet,    s'il  en  est 


A,  A,  a;  A, 


autrement,  considérons  la  section  de  (  iLj  par  le  pian  (Bj  A2). 
Cette  section,  comprenant  les  deux  droites  Bi  et  A2,  doit 
comprendre  une  droite  C2,et  Ao  qui  ne  rencontre  ni  Bj  ni  A2 
doit  rencontrer  C2.  Il  en  est  de  même  de  Aj.  Autrement  dit, 
il  existe  sur  (S)  une  droite  Cj  qui  rencontre  Aq,  Ai  et  Bj.  On 
reconnaît  de  même  l'existence  de  trois  autres  droites  de  (S), 
C3,  C4  et  C5,  qui  rencontrent  toutes  Ao,  Aj  et  Bj. 

Ces  quatre  droites  Co,  G3,  C^,  G5  appartiennent  à  la  qua- 
•flrique  (Q)  déterminée  parles  droites  Aq,  Aj  et  Bj, 

(Q)  et  (S)  auraient  donc  en  commun  les  sept  droites  Ao, 
Ai,  Bi,  Cj,  C3,  Ci,  C5,  ce  qui  est  impossible,  si  (Q)  ne  fait  pas 
partie  de  (S).  Comme  on  suppose  que  (2)  est  une  véritable 
surface  du  troisième  ordre,  l'hypothèse  faite  est  inadmissible  et 
Ao  rencontre  Bj.  Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

La  configuration  constituée  par  les  douze  droites  Aq,  .  . .,  Ajct 
Bo,  ...,  Bj  est  bien  connue  sous  le  nom  de  double-six  de 
Scli  làjli. 


2041. 
Démontrer    l'identité    suivante,    relative    au     triangle 
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arithmétique 


\„  = 


■?.       3       4 
i       G     lo 

4         I O       20 


SOLUTION 

Par  M.  P.  Sondât. 


(G.   FONTENK.  ) 


A„ 


Dans  le  déterminant  A„  remplaçons  les  horizontales  succes- 
sives H,,  Hj,  H3,  Hj,  ...  par  H,,  Hj— Hj,  H3— aHj-i-Hj, 
H^ —  SHsH-  3H2 —  Hi,  . . . ,  et  nous  aurons 

2     3     4       5     . 
I      ■)     6      10 

0  I      4      'f 

001  5      . 

i>     o     o       o      . 

Dans  ce  nouveau  déterminant  opérons  de  même  sur  les 
verticales  Vi,  Vj,  V3,  V4,  ...,  et  il  viendra 

2100 
I  2  I  o 
0121 
c»     o     I     ■?. 

0000 


(Jomme 


•iA„ 


'^n-2- 


n  =  7.{n  —  i)  —  (n  —  2), 


si   l'identité  a  lieu  pour  n  —  2  et  n  —  i,  elle  aura  lieu  iiussi 
pour  n.  Or  Aj  =2,  A3  =  3,  et  par  suite 


Ai  =  i, 


A„=  n. 

c.    Q.    F.    D. 
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[Ala] 

SIR  m  CERTAIN  DOMAINE  HOLOÏDE,  COMPLET 
ET  BIEN  DEFINI  ; 

Par  m.  Léon  AUTONNE. 


INTRODUCTION. 

On  sait  que  les  polynômes /*(:;)  =y(5,,  .  . .,  z,,),  à 
n  variables  indépendantes,  se  comportent,  au  point 
de  vue  formel,  comme  des  nombres  entiers,  en  ce 
qui  concerne  les  quatre  opérations  élémentaires  (addi- 
tion, soustraction,  multiplication,  division)  et  la  divi- 
sibilité. 

On  peut  de  même  donner  du  p.  g.  c.  d.  (plus  grand 
commun  diviseur)  une  définition  identique  pour  les 
nombres  entiers  et  les  polynômes  f. 

La  voici  :  Le  p.  g.  c.  d.  D  de  deux  quantités  {en- 
tiers ou  polynômes)  A  e/  B  est  :  i°  Un  diviseur  com- 
mun à  A  e<  B;  2"  Divisible  par  tous  les  diviseurs 
communs  à  A  et  B. 

D  existe  toujours,  pour  tout  choix  de  A  et  B,  et 
s'obtient  par  un  nombre  fini  d'opérations,  d'une  na- 
ture déterminée. 

Pour  exprimer  toutes  ces  diverses  propriétés,  nous 
dirons  avec  M.  Kiinig  (Julius),  dans  son  livie,  Ein- 
leitung  in  die  allgemeine  Théorie  der  algebrais- 
clien  Grôssen  (Teubner,  190.3),  que  les  polynômes  y 
constituent,  comme  les  nombres  entiers,  un  domaine 
holoïde^  complet  et  bien  défini  (ein  echter  holoider, 
vollstandiger  und  vvohidefinierler  Bereich). 

Ann.  de  Mathérnat.,  4*  série,  t.  VII.  (Février  1907.)  4 
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L'algèbre  formelle  de  pareils  domaines  coïncide 
avec  l'arillimélique  ordinaire,  à  cause  de  l'exislencedu 
p,  g.  c.  d.  Ainsi  : 

Tout  facteur  irréductible  (divisible  par  lui-même  et 
par  l'unité  seulement)  est  aussi  premier  (ne  divise  pas 
un  produit  de  deux  facteurs  sans  diviser  au  moins  un 
des  facteurs); 

La  décomposition  en  facteurs  premiers  est  toujours 
possible  et  d'une  seule  façon,  etc. 

Si  les  variables,  qui  figurent  dans  les  polynômes  y, 
au  lieu  d'être  indépendantes,  sont  liées  par  une  ou  plu- 
sieurs relations  algébriques,  le  |).  g.  c.  d.  n'existe  plus 
en  général,  et  le  domaine  est  incomplet.  L'algèbre  des 
domaines  incomplets  est  incomparablement  plus  com- 
pliquée et  difficile. 

Il  y  a  donc  intérêt  à  signaler  un  domaine  de  poly- 
nômes, qui  reste  complet,  malgré  l'existence  d'une  re- 
lation algébrique  entre  les  variables. 

Voici  le  domaine  dont  il  s'agit  : 

C'est  celui  des  polynômes  homogènes 

F(z)=  F(^,,...,  z„), 

les  z  étant  liées  par  la  relation  quadratique  homogène 
m(z)  =  o,  où 

Lù{z)  =  z^^  -h..  .4-^2,, 

c'est-à-dire  une  forme  quadratique  quelconque,  à  dé- 
terminant non  évanouissant. 

13ans  le  présent  travail,  j'établis  qu'un  pareil  domaine 
est  holoïde,  complet  et  bien  défini. 

JNotons  cependant  que  l'on  a  sup|)Osé  n  supérieur 
à  4-  Le  cas  de  4  et  de  3  variables  homogènes  appelle 
des  recherches  spéciales. 

Dans  les  notations  et  les  raisonnements,  on  trouvera 
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une  certaine  analogie  avec  la  deuxième  Partie  de  mon 
Mémoire  Sur   les  Formes  mixtes  (Paris,   Gaulhier- 
\  illars;  Lyon,  A.  Rey,  1903),  inséré  aux  Annales  de 
l  ' Université  de  Lyon . 

Comme  application  de  la  présente  théorie,  je  signa- 
lerai le  champ  de  la  géométrie  réglée. 

Les  six  coordonnées  homogènes yo  d  une  droite  sont 
six  variables,  liées  uniquement  par  la  relation  quadra- 
tique 

^{P)  =PlP2-i-P3Pi-+-p5P6   =  O. 

Il  n'est  donc  pas  douteux  que  le  théorème  du  pré- 
sent Mémoire  ne  trouve  son  emploi  dans  les  recherches 
sur  les  complexes  algébriques  de  droites 

F(/?,<    ...,/>6)  =  0. 


GENERALITES. 

I"  On  renverra  au  livre  de  M.  Kônig  (Julius),  JSin- 
leitung  in  die  allgemeine  Théorie  der  algebrais- 
chen  Grôssen  (Teubner,  iQoS)  pour  explications 
détaillées  et  précises  sur  les  domaines  et  notamment 
sur  les  domaines  holoïdes.  On  ne  rappellera  ci-après 
que  les  principes  essentiels  de  la  matière  et  encore  très 
rapidement. 

2"  Soit  Q  un  système  de  quantités  :r( ,  JCo,  ....Dé- 
finissons deux  opérations  à  etlectuer  sur  les  x,  l'addi- 
tion et  la  multiplication. 

L  addition  est  : 

Univoque  :  Xi-\- x^  bien  délenuiné  et  unique; 

Cunimulalive  :         Xx-r-  Xi^=  x-2  ■+■  Xi  ; 

Associative  :  Xi-h  icc-,-r- X3)  =  (  xi  -r-  x-i)  -f-  x^. 
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Elle  admet  un  module,  le  zéro,  tel  que^,  +  o  =  X| 
pour  tout  Xf. 

La  mulliplicalion  est  : 

Univoque  :  TiX^  bien  déterminé  et  unique; 

Commutative  :  Xix^  =XiX^^, 

Associative:  a"i(a'2^3)  =  (^i  3:2)^^3); 

Distiibutive  :  Xi{Tt  -h  ûTi)  =  Xi  Xi  -\-  a-j  x%. 

Elle  admet  un  module  (i  ou  unité  absolue  )  tel  que 
IX,  =x,   pour  tout  J7,. 

Si  la  somme  et  le  produit  de  deux  ternies  x^  et  x<i 
du  système  ii  font  encore  partie  de  Q,  Q  devient  ud 
domaine  (Bereich). 

L'addition  et  la  multiplication  peuvent,  d'ailleurs^ 
à  condition  de  suivre  les  règles  ci-dessus,  être  définies 
à  volonté. 

3"  Le  domaine  Q  devient  holoïde  (echler  holoider 
Bereich)  si,  en  sus  des  propriétés  précédentes  : 

L  En  additionnant,  autant  de  fois  qu'on  veut,  l'unité 
absolue  avec  elle-même  on  n'obtient  jamais  zéro  (l'unité 
absolue  (ail  partie  de  Q); 

IL  Pour  un  choix  convenable  de  termes  x^  et  jt^ 
de  Q,  l'équation 

x^\  =  x^ 

n'a  pas,  dans  Q,  de  solution  \. 

Le  mol  holoïde  rappelle  que  le  domaine  Q  se  com- 
porte comme  celui  des  nombres  entiers  ordinaires. 

4"  Dans  0.  le  ternie  a  divise  le  terme  c,  s'il  existe, 
dans  li,  un  terme  h  tel  que  c=:ab. 

Deux  termes  a  et  è  de  C2  ont  un  p.  g,  c.  d.  (plus 
grand  commun  diviseur)  d^  si  le  terme  d  àc  il  : 
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I.  Divise  a  et  b; 

II.  Est  divisible  par  tout  diviseur  commun  à  «  et  6. 

En  général,  dans  un  domaine  lioloïde,  pour  deux 
termes  pris  à  volonté,  le  p.  g.  c.  d.  n'existe  pas.  Le  do- 
maine est  incomplet. 

Le  domaine  est  complet  (vollstândig),  si,  pour  tout 
choix  des  termes  a  et  6,  leur  p.  g.  c.  d.  existe. 

Le  domaine  holoïde  et  complet  Q  est,  en  outre. 
bien  défini  (  wohidefinierl),  si  Ton  possède  une 
méthode  pour  obtenir  le  p.  g.  c.  à.  d  Ae  a  et  b^  en 
elTectuant  sur  a  el  b  un  nombre  fini  d'opérations 
iV une  nature  déterminée. 

5"  Dans  le  domaine  holoïde  Q,  tout  diviseur  de 
l'unité  absolue  est  une  unité.  Est  dit  irréductible  tout 
terme  qui  n'est  divisible  que  par  lui-même  et  les  unités. 
Esl  premier  tout  teime  qui  ne  peut  diviser  un  produit 
de  deux  facteurs  sans  en  diviser  au  moins  un.  Tout 
facteur  premier  esl  irréductible,  mais  la  réciproque 
n'est  vraie  que  pour  les  domaines  complets. 

6"  Ces  derniers  suivent  les  règles  formelles  de 
l'arithmétique  ordinaire  en  ce  qui  concerne  : 

Les  quatre  opérations  élémentaires; 

La  divisibilité; 

Le  p.  g.  c.  d.  ; 

La  décomposition  en  facteurs  premiers,  etc. 

Les  choses  sont  incomparablement  plus  compliquées 
pour  les  domaines  incomplets.  Il  est,  par  suite,  très  in- 
téressant de  reconnaître  si  un  domaine  holoïde  donné 
est  ou  non  complet  et  bien  défini. 

7"  Lst  complet,  [)ar  exemple,  le  domaine  des  poly- 
nômes à  n  variables  indépendantes  x,,  . . . ,  .r„.  Pour 
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préciser  celte   nolion   de   variables  indépendantes,  je 
dirai  :  soit  un  polynôme 

pris  à  volonté,  mais  avec  un  au  moins  des  coefficients  a 
différent  de  zéro;  on  doit  pouvoir  trouver  au  moins  un 
système  de  valeurs 

'^l  ^^  SI»  •  •  •  ?  •^n  ^^  SW) 

tel  que 

/(^,,  ...,  J„;  «1,  «2,  ...)  ?^o. 

Un  polynôme  nul,  à  variables  indépendantes,  est 
donc  nul  identiquement,  c'est-à-dire  a  tous  ses  coeffi- 
cients nuls. 


8"  Le  domaine,  au  contraire,  est  incomplet,  en  géné- 
ral, quand  les  variables  sont  liées  par  une  ou  plusieurs 
relations  algébriques. 

9°  L'objet  du  présent  travail  est  précisément  de 
montrer  que  le  domaine  holoïde  Q  des  polynômes  ho- 
mogènes F(s)=F(3,,  ...,  z„)  reste  complet  et  bien 
défini,  lorsqu'on  introduit,  entre  les  n  variables,  une 
relation  quadratique 

to(^)  —  Z'j  -1-.  .  .-4-  zf,  =  o. 

lo"  Je  suppose  connue  du  lecteur  la   théorie  : 
Des  Tableaux 

\ai^],         IX  =  I,  2,  3,  ...,  L;  {x  =  i,  2,  ...,  M  I, 

à  L  lignes  et  M  colonnes 

a,,      ...      a, M 

■  •  •      «Xui     •  •  • 

I    «Ll       .  •  .       «LM 


(  -^5  ) 
Des  matrices  L-aîres  ou  Tableaux  carrés,  L  =  M'; 
Des  colliiiéalions,  des  formes  bilinéaires,   etc. 
On  consiillera  par  exemple    le  Jivie  de  M.    Pascal, 
Die  Determinanten  (Leipzig,  Teiibner,  1900). 


CHAPITRK  I. 
Domaine  holoïde  H  des  formes  F (5). 

i"  Soient  ;, z,i  des  variables  indépendanteç  et 

F  I  "  ]  un  poljnome  homogène,  de  degré  m  par  rap- 
port aux  ::.  Si  l'on  a  soin  d'additionner  ensemble  seu- 
lement des  polynômes  F  de  même  degré,  les  F  sont  les 
termes  d'un  domaine  £„. 

Si  /?i  =  o,  on  a  une  constante  C.  Si  C  =  i.  on  a 
l'unité  absolue,  module  de  la  multiplication  ;  si  C=o, 
on  a  le  zéro,  module  de  l'addition. 

Ert  est  holoïde,  car,  par  exemple,  l'équation 


ne  possède  pas,  dans  E^,  de  solution  \. 

Le  domaine  E„  est-il  complet  et  bien  ordonné? 

Oui,  et  voici  pourquoi  : 

Le  p.  g.  c.  d.  D(:;)  de  deux  termes  A(::)  et  B(^) 
s'obtient  toujours  par  les  procédés  de  l'algèbre  élé- 
mentaire. 

Reste  à  montrer  que  D(^)  appartient  à  F„,  c  est- 
à-dire  est  homogène.  Si  D  n'est  pas  homogène,  on 
écrira  pour  D 

D  =  Do-fD,-+-...h-Da 

j  Do  étant  homogène   avec    le   degré    [Ao,  D,    avec    le 
degré  |x, ,   . . . ,  |jio  <  |a,  <  . . .  <  [x*  ( ,  et,  pour  le  quo- 
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tient  K  =  A:  D, 

K  =  Ko  -H  K|  -!- . . .  -H  K^r 

j  Ko  étant  homogène  avec  le  degré  ),o,  K(  avec  le  degré 
X,,  ...  ;  Xo<X,  <...  <).„;. 

Le  produit  A  =  KD  contiendra  sûrement  les  deux 
expressions  KqDq  et  K.„Da  de  degrés  inégaux  Xo -i- [J-o 
et  Xo--l-  |J-A,  Xo  •<  X»-,  [J-o  <C  [■'■Â ;  cela  est  absurde;  K  et  D 
sont  homogènes. 

2°  Nommons  to(z)  une  forme  quadratique  /?-aire,  à 
déterminant  non  nul.  On  peut  toujours  écrire 

ou  encore,  ou  bien 

(2)  10   =   Zi  Z2  -+-  Zy  :■•,  -h  .  .  .-h  Sj,,/—]  Z-i,,', 

si  n  =  pair  =  2  n'  ; 

Ou  bien,  si  n  :=  impair  =:  2/?'-f-  i , 

(i  )  10  =:   ZiZi  -h  .  .  .-h  Z'2„'-i  Z-2,i'-^  ^In-hl  • 

En  efTel  («"24-1  =  o), 

z\^zl={zt-^-iZi){Zi-iz.2).... 
Posons  oi  =  z^  z-2  —  'Ç;  la  forme  quadratique 

à  /?  —  a  variables,  a  encore  son   déterminant  non   nul. 

Si  /?  =  4  ou  3,  il  vient  — !^^;.,  c,  ou  z'^.  J^  n'est 
plus  irréductible. 

Jusqu'à  nouvel  avis,  on  prendra  «^5  et  v 'rréduc- 
tible. 

3"   Altérant  la  synonymie  habituelle  des  mots/o/-me 
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el  polynôme  homogène,  je  dirai  que  le  poljnome  ho- 
mogène F  (       j,  terme    du  domaine  E„,    devient  une 

forme,  si,  au  lieu  d'èlre  indépendantes,  les/?  variables  z 
sont  liées  par  la  relation  10(5)  =  o. 

Les  z  sont  alors  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  3  pris  sur  une  quadrique  Z,  dans  un  espace  à 
/?  —  I  dimensions.  Sur  Z,  il  j  a  /z  —  i  variables  indé- 
pendantes 32,  ...,  Zni  la  /i'^'"'"  z^  s'obtenant  par  la  for- 
mule 

Des  notations  telles  que  F  '  ,  F  '-  ,  ...  indiquent 
que  dans  la  forme  F  manque  la  variable  3,,  ou  man- 
quent les  deux  variables  3,  et  z.^,  etc. 

Comme  les  «  —  i  variables  de  F^"  sont  indépen- 
dantes, les  F  "  constituent  un  domaine  tel  que  E„  (1°), 
c'est-à-dire  un  domaine  £„_(. 

De  là  une  conséquence  évidente  :  Une  forme  F^'^, 
nulle  pour  tout  point  z  de  la  quadrique  Z,  est  nulle 
identiquement,  c'est-à-dire  a  tous  ses 

{m  -^  n—'i.)\ 

cp(m)  = -; — '— 

^       '        (  n  —  2  )  !  m  ! 

coefficients  nuls. 

4"  Théorème.  —  Si  une  forme  F  (      ]  est  nulle 

pour  tout  point  z    de  Z,   le  polynôme  homogène   F 
est  divisible  par  to. 

Divisons  le  polynôme,  en  3,,  3"' F  (  ]  par  le  bi- 
nôme en  3,,  o>  =  3o3|  —  X.  Il  viendra  l'identité 

<■'  -"'(';')='"C)'2('T')-«"'(T)- 
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Le  reste  R^''  de  la  division  ne  contient  plus  c,  et  est 
une  expression  F*''  du  domaine  E„_,  (3°). 

En  un  point  s  de  Z,  lo  z=  o  et,  par  hypothèse,  F  =  o. 
Donc,  en  vertu  de  ridenlllé  (i),  R"^  =:  o,  et  (3",  m 
fine)  R^'^  est  identiquement  nulle.  Il  reste  l'identité 

Z2  ne  divise  pas  (o;  :■'"  doit  diviser  Q.  Si 

p('";')  =  Q:=r. 


il  vient 


C.  Q.  F.    D. 


0"  Pour  exprimer  que  to  divise  F,  on  écrira 
F  ^  o         (mod  w), 

et  l'on  dira  que  F  est  congrue  à  zéro  suivant  le  mo- 
dule OJ. 

Deux  formes  de  même  degré  A  (       )  et  B  (  _  1  sont 

équivalentes  ou  indistinctes  à  Véquivalence  près,  si 
elles  sont  égales  pour  tout  point  z  de  Z.  Il  faut  et  il 
suffit  pour  cela  que  Pi.  —  B  ^  o  (mod  10),  ou  A  ^  B 
(modo)),  c'est-à-dire 

B  =  A  -i-  w  P  ^  "^ 

Ne  sont  à  étudier  pour  des  formes  A,  B,  ...  que  les 
TpTo^r\é\é.^ permanentes,  qui  subsistent  quand  on  rem- 
place, par  exemple,  A  par  une  quelconque  de  ses 
formes  équivalentes. 

6°  .le  suis  maintenant  à  même  d'introduire  le  do- 
maine û,  objet  principal  des  présentes  recherches. 
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7"  Les  termes  de  Q  sont  les  formes  F(3),  dont  cha- 
cune n'est  définie  qu'à  l'équivalence  près  (5°).  Ainsi 
l'égalité  ordinaire  de  l'Algèbre  est  remplacée  par  la 
congruence  suivant  le  module  lo. 

L'addition  (entre  formes  du  même  degré)  et  la  mul- 
tiplication, dans  le  domaine  Q,  sont  les  opérations  de 
même  nom  en  algèbre  ordinaire,  mais  à  l'équivalence 
près. 

Le  domaine  £„_,  des  expressions  F^'^  (3°)  est  con- 
tenu dans  Q. 

Quelle  est  l'unité  absolue  dans  Q? 

Raisonnant  sur  un  terme  F^'^  de  O,  on  voit  que  cette 

unité   absolue  ne   peut   être  que  iz=F(     )?  forme  de 

degré  zéro.  Le  zéro,  module  de  l'addition,  est  tonte 
forme  divisible  par  w. 

8"  Le.mme.  —  Soient  A  (     )  et^i^\  deux  fo?  mes, 

avec  AB  ^  o  (modw),    mais   A^o   (modto).   Alors 
B  ^  o  (mod  (o). 

On  a,  comme  au  4", 


Az?  =  oj.l,  K  U-31 


B4  =  a>.bC^^7^)^B.  (^/); 
z«+PAB=  SiBi         (modw). 

^31)  et  J0,  sont  des  expressions  F^'^  (3")  pour  lesquelles 
la  congruence  (modto)  et  l'égalité  ordinaire  se  con- 
fondent. 

Donc  AB  ^  o  (modio)  entraîne-2l,  IB,  =;  o.  J?l,  ^  o, 
sans  quoi  w  diviserait  A;  on  aurait,  contrairement  à 
l'hjpothèse,  A^o(moda)).  Il  vient 

Ui  =  o,       B^o         (modcj).       c.  Q.  F.  D. 


(6o) 

9"  D'autre  part,  l'équalion  AX  ^  B  (modw),  où  A 
et  B  sont  deux  formes  données  et  X  une  forme  incon- 
nue, n'a  pas  toujours  de  solutions  dans  Ci.  Il  en  est 
ainsi,  par  exemple,  pour  A  =  :;, ,  B  =  Zj. 

De  tout  cela  résulte  que  ie  domaine  lo  est  /loloïde. 

lo"  La    forme    A  (       ]     divise   (modto)    la    forme 
C  (      ~^       )>  s'il  existe  une  forme  B  (       j  telle  que 
C  ^  AB        (modoj). 

Une  forme  est  irréductible  (modw),  si  elle  n'est 
divisible  (modio)  que  par  elle-même  ou  une  con- 
stante. 

Une  forme-facteur  e?.l première  (modto),  si,  divisant 
(modoj)  un  produit  de  deux  facteurs,  elle  divise  (mod  lo) 
au  moins  l'un  d'eux. 

11°  Soient  quatre  formes  A,  B,  C,  D  de  degrés  t., 
[i,  y,  0.  Les  deux  fractions 

B  D 

X     ''      C 

sont  équivalentes  ou  congrues  (modto) 

T-  =  TT  (modto  ), 

AL, 

si  AD  —  BC  ^  o  (modto),  avec,  bien  entendu, 

a-i-o  =  ^-r-Y         et         A^o,         G^o         (niod(o). 

L'addition  et  la  multiplication  des  fractions  s'ob- 
tiennent par  les  formules 


(mod  w). 


B 

D 

AD-hBG 

A 

AC 

B 
A 

D 

><G 

= 

BD 
ÂG 

(  6.    ) 

12"  L'objet  principal  du  présent  travail  est  d'établir 
que  le  domaine  (o  est  complet  et  bien  défini  (Généra- 
lités, 4"). 

Il  est  nécessaire  pour  cela  d'introduire  certaines  for- 
mations, qui  seront  étudiées  au  Chapitre  suivant. 


CHAPITRE  II. 

Invariants  et  résiduelles  d'une  forme  ¥(z). 

i3"  Si   un  polvnoine  homogène  F(      j   est  divisible 
par  co,  le  quotient  Q  (      ^      j  =  Fico  est  unique  et  bien 

déterminé,  puisque,  en  algèbre  élémentaire,  la  division 
des  polynômes,  quand  elle  est  possible,  est  une  opéra- 
tion univoque. 

TVT  1  /       \  (  ni  -\-  n  —  I  )  !  rn    • 

INommons   a   les    o(m)  =  — — ; — -r  coeiticients 

'  ^      ^  (  n  —  1)1  ml 

de  F(:;  ;  a)  el  b  les  a(m  —  2  )  coelficients  de  Q(5 ;  b). 
L'identité  F  =  wQ  fournit  C5(  m)  relations 

II. 
\  1  =  l,  2,  . . . ,  'f (  /« ) ;  iJL  =  I ,  •!,  .  . . ,  cp  (  m  —  2 )  i , 

OÙ  les  /xj!  sont  des  entiers  nuls  ou  positifs,  lesquels  ne 
dépendent  que  de  m  et  de  n. 

Je  dis  que  le  Tableau  [/xij.]  à  z>{m)  lignes  et 
'z>[ni  —  2)  colonnes  possède  son  rang  maximum 
<p(m  —  2). 

Si,  en  effet,  ce  rang  était  moindre  que  o(/M — 2), 
on  pourrait  satisfaire  au  système  (1)  en  annulant  tous 
les  rt,  un  au  moins  des  b  n'étant  pas  zéro. 

Q  n'étant  pas  identiquement  nul,  on  aurait,  ce  qui 


(  (^2  ) 

esl  absurde, 

i4"    L'élimiQalion  des  cs(/;i  —  2)  lettres  6  entre  les 
ce (wi). équations  (i),  introduira  entre  les  a  exactement 

OR  ( /n  )  =  o {m)  —  cp (  /n  —  2 ) 

(in  ~  n  —  1)1  (  /n  -H  /j  —  3  )  ! 


{n  —  \)\  m\         {  n  —  \)\(m  —  2  )  ! 

_   (»?-!-/»  —  3  )  !  (  2  /»  -^  /«  —  ■!) 

~  m',  (n  —T.)'. 

relations  linéaires  distinctes,  savoir 

o  =  Aa (  a  j  =^  «).  rfa   ,  ;  a  =  i ,  2,  .  .  . ,  011  (  m  )  ; , 

). 

OÙ  les  c^a>.  sont  des  nombres  entiers  réels  qui  ne  dé- 
pendent que  de  m  et  de  n. 

Le  Tableau  [<^ax]  ÀD]1{m)  lignes  et  'f{ni)  colonnes  a 
son  rang  maximum  OU  (m),  sans  quoi  les  D]L[ni)  ex- 
pressions Aa(«)  ne  seraient  plus  linéairement  dis- 
tinctes. On  peut  donc  exprimer  linéairement  tous  les 
'^['ii)  coefficients  a  à  l'aide  : 

I.  Des  Oit  (m)  quantités  A^; 

II.  De  C3(m  —  2)  paramètres  arbitraires 

«|xi     1^  =  I,  2,  .  .  .,  o(rn  —2). 
Cela  permet  d'écrire  l'identité 

<°'   ^(';;a)=2^'*«(:)-i:<':^Q.(:)' 

a  (J. 

où  les  poljnomes  homogènes  4>(x  et  (^'„  sont  connus, 
en  vertu  du  calcul  précédent,  dès  qu'on  possède  m 
et  /*. 
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ivV  Les  OVL{m)  condilions  Aa  =  u  sont  nécessaires 
et  suffisantes,  quels  que  soient  les  paramètres  a'y,,  pour 
que  w  divise  F. 

L'égalité  (o)  donne,  pour  Aj^^  o, 

pour  tout  choix  des  a^,  en  particulier,  quand  on 
annule  tous  les  a'u.  sauf  un.  Donc  Qj^  est  divisible  par  a> 
et  (o)  devient 


(,)  F  =  coQ-i-2 


*^A, 


i6''   Changeant    légèrement  les    notations,   je    dirai 
que  : 

Tout  polynôme  homogène  F  de  degré  m,  à  n  va- 
riables, peut  identiquement  s'écrire 


=  2^^*""^  ^^Q, 


ail  les  constantes  Six,  au  nombre  d\\{m)^et  les  coeffi- 
cients, au  nombre  de  f{m  —  2  ),  du  polynôme  homo- 
gène Q,  de  degré  m  —  2,  changent  avec  les  v>{ni) 
coefficients  de  F,  tandis  rjue  les  dT^(m)  poly- 
nômes ^a  homogènes  de  degré  m  peuvent  être 
choisis  une  fois  pour  toutes,  dès  cju'on  s'est  donné 
ni  et  n. 

Les  a»  sont  les  invctriants  du  poljnonie  F.  Leur 
évanouissement  siniullané  est  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  F  admette  le  diviseur  to. 

Les  <ï^a(-)  sont  les  formes  résiduelles  élémen- 
taires pour  le  degré  m  et  le  nombre  n  de  variables. 
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1^°  La  formule  (i)  du  i5"monlreque  F  se  confond, 
à  l'équivalence  près,   avec  l'expression  F=   /.  ^a^ai 

puisque 

F  =  F  (modio). 

Je  dirai  que  la  forme  F  esl  la  résiduelle  de  F, 
les  4>a  étant  les  résiduelles  élémentaires. 

Dans  le  domaine  Q,  chaque  forme  F  ne  figure  que 
par  sa  résiduelle  F,  c'est-à-dii"e  par  ses  invariants, 
puisque  les  résiduelles  élémentaires  sont  fixes  pour  m 
et  n  donnés. 

Toute  expression 


âxi 


,„=2Ka*a-  K(x=const. 


est  la  résiduelle  d'un  polvnome  F,  de  degré  m -a  n  va- 
riables, dont  les  K^  sont  les  invariants. 

i8°  Si  F  =  ^/+  ^'/ '  +  •  •  -i  les  e  étant  des  constantes 
et  les  y  des  formes  de  degré  m,  comme  F,  l'invariant 
g,ienie  j^  p  ^^^  évidemment 


a^  étant  l'invariant  a"'""^  f'^y,  etc. 

Théorème.    —    Les    i)ïl(m)    résiduelles     élémen- 
taires »l>a  sont  linéairement  indépendantes. 

En  elTet,  admettons  qu'on  ait 

V 

ac=z|,2, Ù\L{m);         7  =  i,  ■>,,...,  M  ;         M  <  OU  ( m ) ; 

les  ^fv  élanl  linéairement   indépendantes. 
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Prenons  le  polynôme  F(z;  a),  aux  z>{fn)  coeriicients 
indéleruiinés  «,  savoir  (i6") 


a 
=  0)  Q  -h  V  \l\.  y  ajt ^ay . 


ay 
xy 


Pour  rendre  F  divisible  par  w,  il  n'est  pas  nécessaire 
d'écrire,  comme  l'exige  le  i4°,  entre  les  a,  OlV(m)  re- 
lations linéaires  <f/5///îC/e5..  11  suffit  d'en  écrire  seule- 
ment M  <  011  (m),  savoir 

o=2^*^*^''  1  7  = ''  2,   ...,  M  !, 

a 

ce  qui  est  absurde. 

19°  Thkorème.  —  Pour  l^ équivalence  de  deux 
formes  F  et  G,  de  même  degré,  il  faut  et  il  suj/it 
que  les  invariants  correspondants  soient  égaux,  ou 
les  résiduelles  F  et  G  identiques. 

Soient,  en  effet,  ja^,  b»  =  invariants  j, 

F=Va^*«,  G=Vb«*«, 

a  a. 

F  =  F,  G  =  G         (modw). 

Par  lijpollièse  et  en  vertu  tie  18" 

G  — F  =  G  — F  =  (G  — F)=V(aa  — ba)*a  =  o       ('mod(o). 

a 

Donc  F  —  G,  pour  élre  ^  o  (modw),  doit  avoir  Ions 
ses  invariants  a^ — b^  nuls. 

bg  =  aa,  F  =  G.  c.  q.  k.  d. 

An/i.  de  Malliéniat.,  4*  série,  t.  VII.  (Février  HJ07.)  -> 
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20"  Soit  R  une  matrice   .^R  (/?t)-aire,   à  coefficients 
constants,  |  R  |  ^  o. 

La  résiduelle  F  =  ^a^^I^a  ne  change  pas  quand  on 
* 
effectue  : 

Sur  les  invariants  a^  la  collit)éation  R; 

Sur  les  résiduelles  élémentaires  4)^  la  collinéa- 
tion  R'~',  inverse  de  la  transposée  de  R. 

Les  invariants  et  les  résiduelles  élémentaires  ne 
sont  définis  qu'à  une  collinéation  t")rL  (/??)- a  ire  près. 

2£"  Soit 

S  =  [5/7],      ;i,y  =  1, 2,  ..., «;,     jsi^o, 

une  matrice  /î-aire. 

Par  hypothèse,  la  collinéation  S  admet  pour  inva- 
riant absolu  la  forme  quadratique  to.  Comme  to,  au 
choix  des  variables  près,  est  une  somme  de  «  carrés, 
S  est,  au  choix  aussi  des  variables  près,  une  matrice 
oithogonale. 

Posons  z  =^  S[j'  ],  c'est-à-dire 

f(';;„)  =  p<s[;j.,.,  =  .t(;;^). 

On  a  évidemment 

[À,  )-'  =  1,  2,  ...,  'i{rn)\, 
*>.  =  2  ^^^"'  ■  ^"''  '         ^  =  P  [  «  ] , 

P  =  |/j)>/]  étant  une  matrice  o(//i)-aire,  dont  le  coef- 
ficient pyy  est,  par  rapport  aux  5<y,  une  forme  de 
degré  m. 

Les   invariants   ba  de  J  se  construisent  avec  les  b, 


(  t)7  ) 
comme  les  invariants  a^  de  F  se  construisent  avec  les  a, 
c'est-à-dire  linéairement.  D'autre  part  (i4")»  '^s  a 
s'expriment  linéairement  avec  les  a^  et  <9{m  —  •?.) 
autres  paramètres  a'^^  j  jji  =  i ,  2,  ...,  'f{m —  2)',. 
Comme  6  =  P[rt],  on  a  finalement 

<o)  ba  =  ^/;aa-aa--f- 2l-'^at!J-^l^' 

l/'aa,^a(i  =  const.;  a',  a  =  i,'2,   ...,011  (m)!- 

Pour  que  w(V)  divise  '^(y),  il  faut  et  il  suffit  que 
<ii{z)  divise  F(5).  Ainsi  dans  (o),  dès  que  tous  les  a 
sont  nuls,  les  b^  doivent  tous  s'évanouir,  pour  tout 
choix  des  indéterminées  a'^.  De  là  déjà  o^^y.  =  0. 

Mais  les  invariants  b  ne  peuvent  s'évanouir  tous  que 
si  les  a  s'évanouissent  tous,  donc  le  déterminant 
des  /i^a'  est  différent  de, zéro.' 

En  résumé,  b=:H[a],  où  H  =  [/<aa]  est  une  ma- 
trice on.  ( /«)-aire  avec  |  H  |  ^  o. 

Ainsi,  le  changement  de  variables  :;  =  S[y]  se 
traduit  sur  les  invariants  par  une  collinéation 
Ole  (/??)-:iire  H.  Cela  (20°)  peut  être  considéré  comme 
indifférent. 

La  propriété  des  formations  a.j_{^à)  est  donc  projec- 
tive ;  de  là  leur  nom  A' invariants. 

22"  On  a  nommé,  au  i -"^j  résiduelle  S^mn  toute 
combinaison  linéaire,  homogène,  à  coefficients  con- 
stants des  résiduelles  élémentaires  ^.  Il  est  évident 
que  la  résiduelle  cR„j„^ïK<ï>  ne  peut  devenir  ^o 
(mod  o))  qu'en  s'évanonissant  identiquement  avec  toutes 
les  constantes  K. 

20"  On  a  (16"  ) 

F  =  F  -  toQ  =  Jl„,„  -f-  coQ  (^  '"7"'^  ; 


(68  ) 
à  son  tour 


et  ainsi  de  suite.  Bref 

.v  =  (7 

<T  étant  ^171  ou  ^(/?i  —  i)  suivant  que  /??  est  pair  ou 
impair. 

Ecrire  F  sous  cette  expression  c'est  ordonner  Y  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  de  lo. 

L'opération  est  univocpie. 

Admettons,   en  eflel,  qu'on  ail  à  la  fois 

F  =  Ao  H-  Al  co  -1-  Ao  a>2  -f- .  .  .  =  Bo  -i-  Bi  to  -h .  . . . 

Il  vient 

Ao — Bq  ^  o         (modw); 

mais  Ao  —  Bo  est  une  résiduelle  i^mn-,  donc  (22°) 
Ao  =  Bo-  Après  départ  de  to,  on  aurait  de  même 

Aj — Bi  =  t^fl,„_2,n^  o     (niodu))       et       Ai=B],  .... 

c.  Q.    F.  i). 

CHAPITRE  III. 

Domaine  holoide  Q,  complet  et  bien  déjini. 

24"  Posons,  comme  au  2", 

M  —  zxz^—X.^         — ?  =  2334-^-.  .  i, 

de  façon  que 

^,52^Ç         (niudoj). 
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r.es  formes  F''^  où  :;i  manque,  ou  F^'^',  où  3,  et  ^2 
manquent  simultanément,  constituent  (Chap.  I)  des 
domaities  E„_,  ou  E«_2  complets  et  bien  définis,  qui 
suivent  les  règles  de  l'algèbre  ordinaire. 

\'is-à-vis  des  n  —  i  variables  ^3  3.,,  .  .  .,  ^„,  la  for- 
mation "t^z)  joue  le  même  rôle  que  la  formation  w 
par  rapport  aux  n  variables  3,,  .  .  .,  J„. 

On  peut  donc,  toujours  et  d'une  seule  façon  (28°), 
ordonner  F^'-^  par  rapport  aux  puissances  de  ^  et 
écrire 

F('2)  =  Ao-h:a,-t-c^\2— •••, 

les  A  élant  des  résiduelles  aux  n  —  2  variables 
Z-ii  •  •  ■■,  z,i. 

Entre  expressions  F^'^  ou  F"-^  toute  congruence 
(modoj)  est  une  égalité  ordinaire. 

-irt"  Pour  diminuer  les  accumulations  d'indices,  je 
poserai 

Zi  =  X,  Z2  =  t, 

et  j'étudierai  la  divisibilité  (modto)  d'une  forme  F 
par  le  (acteur  t,  lequel  est  (10°)  irréductible  (modto). 
Je  montrerai  que  t  est  aussi  (10°)  premier  (modto). 

a6'^  Mettons,  dans  F,  t  en  facteur  dans  les  termes 
qui  le  contiennent;  on  aura 

F  =  /( )-^F,. 

F(  ne  contient  pas  t;  c'est  donc  un  polynôme  en  x^  à 
coefficients  du  type  F'^'-^  Chacun  de  ces  coefficients 
peut  être  ordonne  par  rapport  aux  puissances  de  s  (24**) 
et  l'on  écrira 

i  F  =^(...)  +  ^(...,+  F', 
(i) 

/   F'  =  a-pAp-f- ^P-i  Ap_i-H. . ., 


(  70  ) 
où  les  A  sont  des  résiduelles,  par  rapport  à  Ç,  à  /?  —  2 
variables  z-^^  . . .,  5«. 

L'expression  F'  est  permanente  (5"),  car  elle  ne 
change  pas  si  l'on  ajoute  à  F  l'expression 

ajP=(:r/  — r)P- 

2-"  Lemme.  —  Pour  que  F  .voi7  divisible  (niodto) 
peu-  t,  il  faut  cl  il  sufjil  que  F'  s'évanouisse  identi- 
quement. 

La  condition  est  suffisante,  en  se  reportant  à  la 
l'ormule  (i)  du  26",  puisque  (!^  hh  ^/(modco). 

Montrons  que  la  condilior)  F'=  o  est  nécessaire.  Si  t 
divise  (niodto)  F,  on  a 

F  =  /(...)  +  c.(...)=^(.-.)  +  a---)- 

F=  o  pour  ^  =  !^  =  o,  quel  que  soit  x. 

La  formule  (1)  du  26°  montre  que  F' doit  s'évanouir^ 
pour  toute  valeur  de  x,  dès  que  (1^  =  0. 

X.  étant  irréductible  (2"),  divise  donc  Ap,  Ap_,,  ..  .; 
ces  expressions  sont  des  résiduelles  vis-à-vis  de  x.  Alors 

Ap  =  Ap_-,  =  . . .  =  o,       F'  =  o.  c.  Q.  K.  D. 

28"  Théobème.  —  Si  t  ne  divise  (mod  w)  ni  A,  /?f  B^ 
/  ne  saurait  diviser  (modo))  le  produit  AB,  aulrenient 
dit  :  le  facteur  t  est  premier  (modto). 

Appliquons  à  A  et  B  la  formule  (i)  du  26°  et  écri- 
vons : 


A  =^(...)-H^(. 

..)-^A', 

B  =/(... )+a. 

..)  +  B', 

A'=.rpAp-H.rp- 

'Ap_, -...., 

B'  =  a7<JB7-+-a70- 

'B,_,-4-..., 

(  :»  ) 

où  los  A,,  . . .,  Bç,  .  . .  sont  des  résiduelles  par  rapport 
aux  n  —  '2  variables  ::3,  . . .,  z,/. 

Comme  /  ne  divise  (modio)  ni  A  ni  B,  on  a  (27") 
A'^  o,  B'^  o  et,  en  particulier,  Ap  ^  o,  Bjj^?^  o. 

Or 

AB    =  t{...)^l(...)-r-\'B', 

Si  t  divise  (modw)  le  produit  AB,  on  a  (27")  AB  =  o 
pour  t  =  'Ç  =  o  quel  que  soit  x. 

A'B'=o  pour  X  =  o  quel  que  soit  x:  notamment 
ApB(7  =  o  poui-  X  =  o.  >ious  sommes  en  algèbre  ordi- 
naire; J^,  qui  est  un  facteur  irréductible  et  premier, 
doit  diviser  le  produit  ApB^  sans  diviser  par  hypo- 
thèse ni  Ap,  ni  B^.  Si,  en  eflTet,  î^  divisait  les  rési- 
duelles Ap  ou  Bç,  on  aurait  Ap  =  o  ou  B,^  =  o,  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse. 

Bref,  t  ne  peut  diviser  (modto)  le  produit  AB. 

c.  Q.   F.  n. 

t  étant  (modco)  à  la  fois  irréductible  et  premier,  le 
diviseur  t  se  comporte,  dans  le  domaine  Q,  suivant  les 
règles  de  l'arithmétique  ordinaire. 

29"  Désignons  : 

Par  des  majuscules  latines  A,  B,  C,  . . .  des  formes 
de  Q,  non  divisibles  (mod  oj  )  par  t\ 

Par  des  minuscules  grecques  a,  j3,  y,  ...  des  entiers 
non  négatifs; 

Par  des  minuscules  latines  a,  ^,  c,  ...  des  formes 
du  type  F^'^  (c'est-à-dire  où  jc  =  5,  ne  figure  pas),  non 
divisibles  par  t. 

Je  dis  que  dans  une  relation 

.    /  tn\  /  //i  -4-  a  \  .         a  . 

(o)      <aA(        j=al  i,      ou      ^  —  7i  (mocho) 


supposée  exislante,  chacune  des  expressions  A  ou  «, 
supposée  donnée,  définit  sans  ambiguïté  L'autre 
expression,  ainsi  que  l'exposant  a. 

I.  Donnons-nous  A  et  su[)posons  un  instant  qu'on 
ait  à  la  lois,  a'^a, 

t^K==o         et         t'^K^a'        (moclw); 
il  viendraii,  puisque  a  et  a'  sont  du  lApe  F  ", 
t^'a^t^a      (niodwj,         a'  =  f^-^a. 
Or  t  ne  divise  pas  a'  ;  alors  a' =  a,  r/=  a. 

C.    Q.    F.    D. 

II.  Donnons-nous    a    et   admettons   (|u'on    ait   à  la 
fois 

«sE^*A  =  /«'A'     (modw);         a'^a. 

11  viendrait 

A  =  ^=''-'^A'         (motlco); 

cela  est  absurde  pour  a' —  a^  o,  puisque  /  ne  divise 
pas  (modto)  la  forme  A. 
Donc  a'  ==  a  et 

A'^A         (modw). 

A  est  définie,    dans  le  domaine    ti,  à   Téquivalcnce 
près,  c'est-à-dire  sans  ambiguïté. 
La  relation 

a  ^  i'^\  -     (  mod(o) 

établit  donc  entre  les  expressions  A,  d'une  part,  et  a, 
d'autre  part,  une  correspondance  biunivoque. 

3o"    Construisons  A,  connaissant  a.  Grâce  aux  ex- 
plications  des    26"    et  2^°,    on    connaîtra   l'exposant, 


(  7^  ) 
entier  et  non  négatif  a.  tel  que  a  admette   pour  divi- 
seur  (modo))  r^,    mais  non  plus  ^°'+'.    Alors  A  est  le 
<|uotient  (modio)  de  a  par  /^. 

Construisons  a,  connaissant  A.  Ordonnons  A  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  ;,  =  x, 

A  =zxi'K  +-  x/'-'Ki  -4-.  .  .  ;  les  K  du  lype  F^»  {, 

On  j)eul  admettre  (pie  /  =  Co  ne  divise  pas  K.  En 
eflet,  si  K.  =  /L,  on  a,  puis([ue  oj  ^  /.r  —  "Ç, 

A  =  :r/'-»  L  /.r  -t-  a;/'-»  K,  — . .  . 
=  TP-' L(uj  —  r)  -H  x/'-iKi  — .  .  . 
=  ,r/'-'  ;  L^  —  Kl  ;  H-. .  .  (modw). 

En  égard  à  l'équivalence,  l'exposant  maximum  de  x 
serait  p  —  i  et  non  pas/>,  et  ainsi  de  suite. 

Bref,  on  admettra  ((ue  t  ne  divise  pas  K  et  l'on 
écrira 

A  =  07»  K  —  .r*-i  K,  — .  . . , 
/*A=  (tx)^K^  ti  ?x;î«-'Ki  -^.  .  . 

=  ralv -h  ^*-'^Ki -r-..  .  =  a         (modo)), 

a  est   bien  du  type  F'  ;   a  n'est   pas  divisible  par  t, 
puisque  K  ne  l'est  pas. 

Les  procédés  ci-dessus  fournissent  un  certain  a  par- 
lant d'un  A  donné,  ou  un  certain  A  partant  d'un  a 
donné.  Mais  on  sait  (29")  que  A  et  a  se  définissent 
muluellement  sans  ambiguïté  ;  donc  la  correspondance 
hiunivoque  est  elfecthement  réalisée,  entre  les  ex- 
pressions ug")  A,  B,  C,  ...  et  a,  b,  c,  ...  qui  seront 
dites  correspondantes  A  avec  «,  B  avec  /->,  ...  par  la 
relation 

/*A  =  rt,         ou         ^^  =  Ti         (mod(o;. 


(  7i  ) 
3i"  Théouème.  —  Pour   que  A    r//Vi5e  (modw)  la 
forme  C,  il  faut  et  il  sujfit  que  a  divise  c. 

I.  La  condition  est  nécessaire.  —  En  effet,  s'il 
existe  une  Ibrme  B  telle  que  C  ^  A.B  (niodw),  on 
aurait 

(modco)  -  „  „  „ 

t^^^c^f^ab        (modio), 

et,  comme  nous  sommes  dans  le  type  F^'^, 
fOt+Pc  =  nab\ 

t    ne  divise    ni   «,    ni    ^?,    ni   c;   donc  v  =  a -h  |3  el   a 
divise  c.  puisque  c^ab. 

II.  Z<7  condition  est  suffisante.  —  Nommons  b  le 
quotient  c\a  et  B  la  forme  telle  que  iPB  ^  è(mod  tù). 

Il  viendra 

c  =z  ab  =  tlC  =  <«+PAB  i 

(modw). 
/rC  =  /«+?AB  I 

Si  y<<a4-j3,  ^  divise  (modw)  la  forme  C,  ce  qui 
est  absurde. 

Si  Y  >  a.  +  |i,  t  divise  (modco)  le  produit  AB.  Or 
t  est  un  facteur  premier  (modw)^  t  doit  diviser 
(modto)  soit  A,  soit  B,  ce  qui  n'est  pas.  Alors  v  =  a-4-  jS, 


C  ^  AB         (modo)).  C.Q.F.D. 


32"  Soient  : 


deux  formes  de  Q,   A  et    B,   non   divisibles    (modio) 
par  t,  telles  que 

a=/«A,         6  =  /pB        (modw); 
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d.  le  p.  g.  c.  d.  des  deux  formes  a  et  b  du  type  F^'^; 
ee  d  existera  toujours,  car  le  domaine  des  formes  F^'^ 
est  complet;  ^,  ne  divisant  ni  «,  ni  6,  ne  divise 
pas  d\ 

D,  la  forme  de  Q  telle  que 

t^ï)  =  d        (modw). 

Je  dis  que  D  est  le  p,  g.  c.  d.  (modw)  de  A  et  B. 
En  ed'el,  puisque  d  divise  a  et  b^  D  divise  (modco) 
tant  A  que  B  (3i°). 

Soit  d'autre  part  D',  avec 

<8'D'=rf'         (modto), 

un  diviseur  (modto)  quelconque,  commun  à  A  et  B. 
En  vertu  de  3i",  d'  divise  a  et  b  et  aussi  r/,  qui  est 
leur  p.  g.  c.  d.  Donc,  toujours  d'après  3r\  D'  divise 
(modto)  la  forme  D. 

D  est  donc  bien  le  p.  g.  c.  d.  (modto)  cherché  des 
deux  formes  A  ei  B. 

La  construction  de  D  s'effectue  par  des  opérations 
déjà  décrites,  connues  et  en  nombre  lini. 

On  retiendra  donc  ceci  : 

Deux  formes  A  et  B  prises  à  volonté  dans  Q,  mais 
dont  aucune  n'est  divisible  (modto)  par  le  facteur  t, 
admettent  toujours  (modto)  un  p.  g.  c.  d.  D,  lequel 
non  plus  n'est  pas  divisible  (modto)  par  le  facteur  t. 

33"  Pour  avoir  deux  formes  tout  à  fait  quclcon(/ues 
dans  Q,  prenons 

L  =  /î^  A  , 
Nommons  D  le  p.  g.  c.  d.  (  mod  m)  de  A  et  B  oitlenu 
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par  la  méthode  du  Sa",  et  posons 

A  =  PD,         BsQD         (modw). 

Ecrivons  enfin 

A  =  />^D         (modo)). 

Je  dis  que  L  et  M  admettent  A  pour  p.  g.  c.  d. 
(modw). 

Cela  suffit  pour  établir  que  le  domaine  Q  est  com- 
plet et  bien  défini. 

I.  A  est  (modoj)  un  diviseur  coniniun  à  L  et  M. 
Cela  devient  évident  si  l'on  écrit 

L  =«>^A  =  APD  =AP  ) 

>  (mod(o). 
M  =;  ?!J- B  =  <(A  QD  =  A^!J->>  Q  ^ 

II.  Toute  forme  A' ^  ;pR,  p^o,  qui  est  (modoj) 
un  diviseur  commun  à  L  e/  M,  divise  (modw)  aussi 
la  forme  A. 

Ecrivons 

L  =  ^>'  A  =  A'  /^^  S  i 

\  (niodo)), 
M=<!aB  =  A'^^T  \  ^  ' 

où  f^  s  et  ^■^T  sont  lés  quotients  (mod  w)  L:  A'  et  M:  A'; 

ou  bien 

f>^A  =  /P+<rSR  / 

•  (  modw  ). 
^(AB  =  <P+TTR  \ 

Le  facteur  t^  qui  est  (modw)  à  la  fois  irréductible  et 
premier,  ne  divise  (modw)  ni  A,  ni  B,  ni  R,  ni  S, 
ni  T. 

Donc 

c  =  /  —  7  =  [JL  —  T ,         A  =  RS       et       B  =  RT         (  mod  to  ). 
Par  suite,  oSà,  R  est  (modw)   un  diviseur  de  D  (en 


(  77  ) 
verlu  du  32"),  cl 

est  (mod(o)  un  diviseur  de  A  ^  Û-D  (  modw). 

c.  Q.  F.  D. 

34"  J'ai  ainsi  achevé  la  démonslralion  du  lliéorème 
annoncé  dans  rinlroduclion. 

On  a  exclu  loulefois  les  cas  (2")  où  u  n'est  pas  irré- 
ductible, c'est-à-dire 

«  =  4,  —  C  =  23^4, 

n  =  3,         ~i:  =  zl. 

Ces  cas  appellent  une  discussion  spéciale,  que  je 
publierai  ultérieurement. 


[B2a] 

SLR  LES  RAPPORTS  AMIARMO\IOUËS  GÉNÉRALISÉS  ; 

Par  m.  Gkorgks  REiMOUNDOS. 


1.  Dans  deux  articles  insérés  dans  les  JYoïn  elles 
Annales  de  Mathématiques  ('),  je  me  suis  occupé 
d'une  généralisation  tout  à  fait  naturelle  de  la  notion 
de  rapport  anharmonique  de  quatre  quantités;  c'était, 
en  effet,  un  défaut  de  ne  parler  que  du  rapport  anhar- 
monique de  quatre  quantités,  en  écartant  ainsi  le  cas 
d'un  nombre  supérieur  de  quantités,  d'autant  plus  que 
les  propriétés  caractéristiques  de  ces  rapports  ne 
supposent  qu'un  nombre  pair  de  quantités.  Ma  généra- 
lisation    con(;erne    donc    le    nombre     des     quantités 

(')  Mai  lyo)  el  uuùl  njo'i. 
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données  el  consiste  en  ceci  :  Nous  appelons  rapport 
anharmonique  de  plusieurs  quantités  y  i ,  j^jJKs;  •  •  -i 
Vo/M  ou  rapport  hyperanharmonique  une  expression 
de  la  forme  : 

1^^  ( Yk,  —  jTy ,  )  ( r/ ,  —  y\, )■■■{ yk„  —  y\n ) 
U'a.— J'ê.)  (ra^— 7o,  ).  •  ■{yx„—y?jS 

les  ki  et  /,  étant  tous  différents  d'entre  eux,  ainsi  que 
les  a/  et  ê/  ('  ). 

L'utilité  de  ces  rapports  est  due  à  trois  propriétés 
caractéristiques,  qui  sont  pour  ainsi  dire  fonctionnelles 
et  qui  s'énoncent  comme  il  suit  : 

1°  Pour  qu'ils  s'annulent,  il  faut  que  deux  quantités 
deviennent  égales; 

2"  Pour  qu'ils  deviennent  infinis,  il  laut  aussi  que 
deux  quantités  deviennent  égales; 

3°  La  substitution  homographique 

aco/  -H  S 

yi-= 


ne  les  change  pas.  Au  point  de  vue  de  la  théorie  des 
formes,  leur  construction  |)résenle  le  caractère  sui- 
vant :  ils  sont  des  rapports  de  deux  formes  plusieurs 
fois  linéaires  (c'est-à-dire  à  plusieurs  séries  de 
variables)  d'une  certaine  classe  élémentaire  caracté- 
risée par  la  possibilité  dime  décornjxjsilion  en  d'autres 
formes  unilinéaires. 

Parmi  les  trois  propriétés  citées  plus  haut,  il  est 
remarquable  que  l'importance  caractéristique  des  deux 
premières,  qui  m'a  conduit  à  l'extension  des  rapports 
enharmoniques    aux   cas    d'un    nombre    de    quantités 

(  '  )  J'ai  dans  mon  premier  article,  calculé  le  nombre  des  rapports 
liyperantiarmoniques  que  l'on  peut  former  avec  2n  quantités  don- 
nées. 
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supérieur  à  quatre,  m'a  été  suggérée  par  la  théorie  des 
fonctions;  on  s'en  rend  surtout  compte  dans  quelques 
applications  à  ia  théorie  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  avec  laquelle  paraissent  se  rattacher 
d'une  façon  profonde  la  théorie  des  rapports  anharmo- 
niques  et  ses  généralisations  (voir  mon  premier  article 
des  Nouvelles  Annales,  mai  1904  :  Sur  une  extension 
de  la  notion  des  rapports  anharnioniques  et  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre)  et  mon 
Mémoire  Sur  tes  fonctions  ayant  un  nombre  fini  de 
branches  [Journ.  de  Math,  de  M.  Jordan,  1906, 
fasc.  I). 

2.  Dans  mon  second  article  des  Nouvelles  Annales 
(août  1905),  j'ai  fait  l'assertion  que  les  rapports 
hjperanharmoniques  ne  sont  pas  tous  des  produits  de 
rapports  anharmoniques  :  pour  préciser,  j'ajoute  ici 
que  cette  assertion  est  exacte  si  l'on  exige  l'emploi  de 
rapports  anharmoniques  n'ayant  aucun  élément  com- 
mun ;  dans  le  cas  contraire,  il  est  toujours  possible 
d'exprimer  les  rapports  hyperanharmoniques  comme 
|)roduits  de  rapports  anharmoniques  :  c'est  ce  que  je 
me  propose  de  démontrer  dans  la  suite. 

Considérons,  par  e-xemple,  le  rapport  hyperanhar- 
moiiique  des  six  quantités  : 

^^  (i2)(34)(56) 
en  posant  pour  abréger 

yi  —  yk=  {d<). 


On 


R  ^  LLlli^)  (4121^)  =0'.>- 3.1,  (.'.-.  6), 


(  8o  ) 

La  notation  (i  2  3  4)  désigne  un  rapport  ariharnio- 
nique  des  quantités  jki  ij'2«  JKs?  ^i- 

Je  démonlrei'ai  maintenant  que  cela  est  une  pro- 
priété générale  de  tout  rapport  lijperanliarmonique-,  à 
cet  effet,  je  prouverai  que  tout  rajiport  hjperanharmo- 
nique  de  in  quantités  peut  se  mettre  sous  la  forme 
d'un  produit  d'un  rapport  anharmonique  et  d'un 
rapport  hvperanharmonique  (ou  anharmonique)  de 
m  —  2  quantités  et,  en  généial,  d'un  nombre  inférieur 
de  quantités. 

Considérons  le  rapj)ort  suivant  de  m  quantités  : 

R,  ==  (  J^.  — r>..)  (  >'A.  — r>..) •  •  •  ( ykn  —yyj  ^  r^,  —  ri,  ^.^ 

O'a,— JK6,)(ra,— rê,)--.(ra„— JgJ        J»'a,— Je,      """*' 

A",  étant,  par  suite  d'un  choix  convenable,  égal  à  a,,  ce 
qui  est  toujours  possible,  puisque  l'indice  /.)  doit 
figurer  aussi  dans  le  dénominateur;  le  deuxième 
facteur  est  un  rapport  qui  n'est  pas  hyperanharmo- 
nique  ou  anharmonique,  puisque  la  (|u;intilé  j-y  ne 
figure  pas  dans  le  numérateur  de  Qo/j^o  ^^ ys  "e  figure 
pas  dans  le  dénominateur  de  Qo^-a-  On  a  évidemment 
A,  ^g,j  puisque,  autrement,  le  rapport  donné  ne 
dépendrait  que  de  2/?  —  2  quantités;  soil  (')  Vp — rx 
le  facteur  de  Cl2n--2  q"i  contient  yi  et  yr; — y/,  le 
(acteur  de  Qa^-a  (dans  le  numérateur),  qui  contient 
yfj^  et  mettons 

r)       _  y  a —yp,  p, 

V2«-2 — \l-2ll-k- 

yp-y^. 

Un  aura 

( . )  R,„ ^  (y^.-rO(yo-y^,) ^ 

'y=:-y&J^yp—y-*J^ 

(')  II  est  clair  que  ce  facteur  ne  peut  pas  coînciflcr  avec  le 
premier  jaj  —  jKê,,  puisque,  aulreniciil,  l'on  aurait  :  >»i  =  6,  et 
p  =  a,;  ce  facteur  serait  commun  au  numérateur  et  au  dénomina- 
teur, et  notre  rapport  ne  dépendrait  que  de  2/1  — 2  quantités. 


(  «'  ) 

Pour  aller  plus  loin,  il  faut  faire  altention  sur  les 
inégalités  suivantes  : 

ï?=ê|,  a?^a,,  <i5^>.i, 

qui  sont  évidentes;  il  en  résulte  que  p  doit  exister 
dans  le  numérateur  de  Qa»-  •,  et  a-  dans  le  dénominateur 
de  Qîn-i  ;  d'autre  part,  les  élémeuls  )'^^,  jk>^  et  yg^  ne 
figureront  pas  dans  Q2«_.s,  parce  qu'ils  figurent  dans 
les  deux  termes  de  la  fraction 

en  outre,  les  éléments  qui  ne  figurent  pas  dans 
cette  fraction  figurent  dans  la  fraction  Q^in-i  d'une 
façon  anharmonique  (j'entends  par  là  qu'ils  figurent 
en  numérateur  et  en  dénominateur  linéairement). 

Cela  bien  compris,  écrivons  la  formule  (i)  sous  la 
forme  suivante  : 

(A-,  =  a,). 

Dans  le  cas  où  0  =  0-,  cetle  transformation  est  inu- 
tile, puisque  la  fraction  (1)  serait  bien  un  rapport 
anharmonique  des  quantités  y^^,  y^,  »  J'è  et  ) v  et 
Q2«-4  serait  un  rapport  hyperanliarmonique  ou  anhar- 
monique de  2/î — 4  quantités  (les  quantités  j/y^^  jj/j^^, 
Xa  et  yf,^  y  manqueront  totalement).  Dans  ce  cas, 
donc,  le  rapport  hyperanliarmonique  donné  est 
décomposé  en  un  rapport  anharmonique  et  un 
autre  hyperanharmonique  ou  anharmonique  de 
2/2  —  4  quantités  ;  ces  deux  rapports  n'ont  aucun 
élément  commun . 

Ann.  de    Matliémat.,  4'  série,  t.  VII.  (  Tévrier  1907.)  O 
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Posons-nous  maintenant  dans  le  cas  p  ^  <t  et  remar- 
quons que  la  première  fraclion  du  second  membre  de 
la  formule  (3)  est  bien  un  rapport  anharmonique 
des  quantités  j^x^  j"),,  y^^  et  j-,y  et  le  second  fac- 
teur   — — ^Q2«-i    est    un    rapport    hyperanharmo- 

nique  ou  anharmonique  de2n  —  2  quantités  (ce  sont  les 
quantités  jka,  etyg^  qui  y  manquent);  ces  deux  rap- 
ports auxquels  se  décompose  R2/,  ont  deux  éléments 
communsj)/)    et^j.  On  a  donc 

R4  désignant  un  rapport  anharmonique.  On  en  déduit 
immédiatement  le  théorème  suivant  :  Tout  rapport 
hyperan harmonique  est  égal  à  un  produit  de 
rapports  anha nnoniques . 

3.  La  réciproque  n'est  pas  vraie  :  un  produit  de 
rapports  anharmoniques  n'est  pas  toujours  un  rapport 
hyperanharmonique,  parce  qu'il  est  possible  que  ce 
produit  soit  égal  à  une  fraction  à  termes  non  linéaires 
par  rapport  à  chacune  des  quantités  j^,.  De  même,  une 
fonction  de  plusieurs  rapports  anharmoniques  ayant  ou 
non  des  élé^ients  communs  n'est  pas  toujours  un  rap- 
port anharmonique  ou  hvperanharmonique,  puis([ue  la 
seule  propriété  qui  subsiste  toujours  est  la  troisième, 
d'après  laquelle  ils  sont  invariants  par  la  substitution 
homographique. 

On  peut  aussi  démontrer  que  les  seules  fonctions  de 
rapports  anharmoniques,  linéaires  (')  par  rapport  à 
toutes    les    quantités    (à    chacune    séparément),    qui 

(')  Ou  plutôt  quotients  de  deux  fonctions  entières  linéaires;  on 
pourrait  dire  aussi  :  homograpkiques par  rapport  à  chacune  des 
quantités. 
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jouissent  des  deux  premières  propriétés  citées  plus 
haut  (n"  1),  sont  les  rapports  hyperanharmoniques. 
Considérons,  en  effet,  une  fonction  f{y\  V-iy-a  •  .  •  JKaw)? 
quotient  de  fonctions  linéaires  par  rapport  à  chacune 
des  quantités  yi  el  ne  dépendant  que  de  rapports 
anharinoniques,  et  supposons  qu'elle  jouisse  de  la 
propriété  suivante  :  Pour  qu'elle  s'annule  ou  devienne 
infinie,  il  faut  que  deux  quantités  y  i  soient  égales. 
La  fonction  f{y\,  Vit  y%i  ''•■,y-2n)  sera  d'abord 
homogène  par  rapport  aux  quantités  j", ,  y2^  •  •  •  >  JK2« 
et  de  degré  zéro,  parce  qu'il  en  est  ainsi  de  chacun  des 
rapports  anharmoniques,  soit  : 

il  est  clair  que  les  quantités  j/  doivent  figurer  dans  les 
deux  termes  (tous  les  deux);  autrement,  la  propriété 
ci-dessus  posée  ne  serait  pas  vérifiée;  si,  par  exemple, 
yi  n'existait  que  dans  le  numérateur,  la  fonction 
donnéey  deviendrait  infinie  pour  j^,  =  »,  quelles  que 
soient  les  autres  quantités. 

Envisageons  à  part  le  numérateury,  (j'iJKaJKs'  •  •JK2«) 
qui  est  de  la  forme  : 

/t  =  Ai(7.,jK3...j2/t;  (71— rr,). 

j^Y^  étant  une  des  autres  quantités  y,  (t  :=:  2,  3, .  .  . ,  in) 
et  la  fonction  A)  ne  contenant  ni  y  y  ni^^,  5  ^^  même, 
l'on  aura 

A.i  =  (72-,/y,)  A2, 

jKy.  étant  diflerent  de  j^,,jK2  6*^ J'y,  6t  A2  ne  contenant 
ni  j'o  "•  JKy, ;  nous  continuons  de  la  même  façon  et 
nous  arrivons  à  la  conclusion  que  le  numérateury,  sera 
de  la  forme 

/i=  Ci(ri-,ry,M72-ry,).--(7«-rïJ-' 
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On  aura  de  même 

Cj  et  Co  étant  deux  constantes.  Tout  cela  n'est  qu'une 
conséquence  immédiate  de  la  condition  ci-dessus 
supposée.  On  aura  donc 

ce  qui  prouve  que  la  fonction  donnée  est,  à  un  facteur 
constant  près,  un  rapport  hjperanharmonique  de 
2/i  quantités. 

Nous  pouvons  même  ajouter  que  l'hjpothèse  d'après 
laquelle  f  dépend  de  rapports  anharmoniques  n'est 
pas  nécessaire,  comme  le  montre  la  démonstration  que 
nous  venons  d'exposer;  cette  hypothèse  est  une  con- 
séquence des  autres.  Nous  avons  donc  la  conclusion 
que  les  deux  propriétés  i°  et  2°  du  n°  1  de  ce  travail 
sont  caracléristi(|ues  pour  nos  rapports  hyperanhar- 
moniques  ou  anharmoniques. 


VAIUÉTÉS. 


UN  JOURNAL  MATHEMATIQUE  EN  ESPERANTO. 

Nous  sommes  heureux  de  pouvoir  annoncer  l'appa- 
rition prochaine  d'un  journal  mathématique,  Gazeto 
MalemaLika  Internacia,  qui  sera  rédigé  entièrement 
en  langue  intcrnalionale  esj)eranto.  Les  Nouvelles 
Annales,  qui  sont  revenues  à  diverses  reprises  sur 
l'intérêt   considérable    que    présente   l'espéranto   pour 
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les    mathématiciens,   salueront  avec   joie  ce   nouveau 
confrère. 

Le  programme  de  Gazeto  Matematika  Internacia 
est  rédigé  en  cinq  langues  (espéranto,  hollandais, 
franrais,  anglais,  allemand).  Nous  mettons  sous  les 
jeux  de  nos  lecteurs  le  texte  français. 


JOURNAL  MATHÉMATIQUE  INTERNATIONAL. 

Nous  avons  formé  le  projet  de  publier  un  périodique  pour 
les  Sciences  mathématiques,  en  espéranto,  donc  accessible 
pour  tous  les  mathématiciens  du  monde. 

On  comprendra  aisément  la  grande  utilité  d'un  tel  pério- 
dique. Le  nombre  des  lecteurs  pourra  être  beaucoup  plus 
grand  que  celui  d'un  périodique  écrit  dans  une  autre  langue; 
donc  nombre  d'études  et  de  communications  intéressantes 
pourront  être  lues  par  tous  les  mathématiciens  de  tous  les 
pays. 

Le  nouveau  périodique  comprendra  tout  ce  qui  se  rapporte 
aux  Sciences  mathématiques,  aussi  bien  la  théorie  que  l'appli- 
cation, la  Mécanique  et  la  théorie  de  la  Physique,  les  grandes 
dissertations  aussi  bien  que  les  petites  communications 
(scientifiques  ou  pédagogiques),  des  problèmes,  une  corres- 
pondance, des  comptes  rendus  de  livres  parus,  une  chronique 
(historique  et  biographique),  et,,  en  outre,  les  traductions 
d'articles  qui  ont  déjà  paru  dans  une  autre  langue.  D'autres 
périodiques  pourront,  avec  l'autorisation  de  l'auteur,  mettre 
ces  traductions  dans  leur  propre  langue. 

Ainsi  on  formera  un  lien  solide  entre  les  périodiques  qui 
existent  déjà,  car,  au  moyen  de  cette  nouvelle  publication, 
une  dissertation  pourra  en  peu  de  temps  être  traduite  en  plu- 
sieurs langues. 

Ce  périodique  ne  prétend  donc  nullement  remplacer  les 
périodiques  qui  existent  déjà;  il  tâchera  seulement  de  leur 
être  un  appui  solide. 

Le  nombre  des  feuilles  et  le  prix  de  cette  nouvelle  publi- 
cation (  Gazeto  Matematika  /n/er/jacta)  dépendront  naturelle- 
ment du  nombre  des  souscripteurs  et  du  nombre  des  articles 
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que  la  rédaction  recevra.  Pour  commencer,  l'abonnement 
pour  l'année  entière  (douze  feuilles,  soit  192  pages)  ne  sur- 
passera pas  12^%  )0.  Quand  le  nombre  des  souscripteurs  le 
permettra,  on  réduira  ce  prix  ou  l'on  augmentera  le  nombre 
des  feuilles. 

Ceux  qui  veulent  souscrire  sont  priés  d'envoyer  leur  nom 
et  leur  adresse,  résidence  et  pays  (bien  lisibles)  à  M.  F.  J» 
Vaes,  Mathenesserlaan,  290,  à  Rotterdam  (Hollande)  ('). 

Ceux  qui  pourront  préparer  quelques  articles  pour  cette 
nouvelle  publication  sont  priés  de  nous  les  communiquer 
aussi  vite  que  possible,  en  en  annonçant  l'étendue  probable... 

En  outre,  chaque  lecteur  est  prié  d'en  faire  part  à  son 
entourage,  et  nous  mettrons  aussi  à  sa  disposition  des  bulle- 
tins de  souscription  pour  distribuer  entre  ses  amis. 


CERTIFICATS  D'ASTKO.\(MIIE. 


Grenoble. 

Epreuve  écrite.  —  Les  éléments  d'une  planète  étant 
connus,  calculer  ses  coordonnées  équatoriales  ai  et  CD  pour 
une  époque  t  donnée. 

Epreuve    pratique.  —  Passage   des   coordonnées  azirnu- 
taies  d'un  astre  à  ses  coordonnées  écliptiques. 
Données  numériques  : 

Azimut A    =       25o°i6'3o".2 

Hauteur '. • h  =  —    46"  58' 23",  8 

Heure  sidérale Hj  =      1 5*" 4 8"' 2% 228 

Latitude  du  lieu X    =        45°  11' 67" 

Obliqui  é w    =        23"27'27", 78 

(jNovembre  1906.) 

Marseille. 

Epreuve  écrite.  —  Aberration  de  la  lumière. 
Aberration  des  fixes.  Lieu  vrai;  lieu  apparent. 

(')  On  est  prié  d'affranchir  les  lettres  avec  un  timbre-poste  de 
25  c,  et  les  cartes  postales  à  10  c. 
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1°  Calcul  de  l'aberration  annuelle  en  ascension  droite 
et  en  déclinaison; 

1°  Calcul  de  l'aberration  annuelle  en  longitude  et  en 
latitude  ; 

3°  Calcul  de  l'aberration  diurne  en  ascension  droite  et 
en  déclinaison. 

Aberration  planétaire. 

Épreuve  pratique.  —  Passages  d'un  astre  de  déclinai- 
son 0  au  premier  vertical  d'un  lieu  dont  la  latitude  est  cp. 

Connaissant  l'ascension  droite  a  de  l'astre  et  le  temps 
sidéral  local  Oy  au  midi  moyen,  qui  précède  le  passage,  on 
demande  de  calculer  : 


1°  L'angle  horaire  h  de  l'astre  au  moment  du  passage; 
i"  L'heure  sidérale  locale  0  de  ce  passage  ; 
3°  L'heure  moyenne  locale  t ,„  de  ce  passage. 
Données  numériques: 

o   =  43°  i8'  17",  5 
ï    =  28°  54' 48",  25 
a   =  7"  19"  3-',  75 
Oo  =   4''^'-'-'"  ''>%73 

Nota.  —  On  rappelle  que  le  premier  vertical  est  le  grand 
ctrcle,  perpendiculaire  au  méridien,  qui  passe  par  le  zé- 
nith et  que  : 

5. m. 

I  heure      sidérale  —  i  heure      moyenne  —  9.8296 
I  minute  "        =  i  minute  »  —  o,(638 

I  seconde  »       =  i  seconde  »         — 0,00x7 
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Solution  de  l'eprelve  pratique  dastronomie. 
cosA  =  langô.cotango 
(on  doit  avoir  (p  >  5  en  valeur  absolue), 
e  =  /i  -f-  a, 

/,„  =  e  -  Oo 

(exprimé  en  temps  moyen). 

Log. 

lang  S T ,  7422025 

cotangcs 0,02371285 

cos  h 7,76791535 

Al  en  arc 54''7'3r,29 

h        m     !<  h       m     s 

Aj  en  temps  ..  .  3. 36. 30,09  Ao  en  temps  .. .  20.23.29,91 

« 7-'9-37,75  3c 7.19.37,75 

6, 10.56.7,84  0, 3.43.7,66 

60 4 -52. 15,75  Oo 4-5'^.i5,75 

6i  —  60 6.   3.52,09  '^2  —  6u....   ...  22. 5o. 51,91 

Temps  moy —  )  .      .  Temps  mov )  -,    , ,   ro 

Temps  sid )  lemps  sid \ 

tm-i 6.    2.52,48  tm—i 22.47-    7,33 

(Novembre  1906.) 

Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  i"  Développement  en  séries  de  l'ano- 
malie excentrique,  de  l'anomalie  vraie  et  du  rayon  vec- 
teur dans  la  théorie  du  Soleil.  On  fera  les  calculs  jusqu'à 
et  y  compris  la  quatrième  puissance  de  l'excentricité. 

1°  Parallaxe  annuelle  des  étoiles. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  mesuré  à  midi  vrai  à  quelques 
Jours  de  distance  du  Soleil  : 

0  =  i6°39'24'',5 
0'=  i7°44'    i",5 

La  différence  des  ascensions  droites  du  Soleil  a  été  me- 
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surée 

M —  A  =  I  J'"32'.  57 

On  demande  de  calculer  Jl',  M  et  l' inclinaison  de  l'é- 
cliptique  sur  l'équateur.  (Juillet  1906.) 

Epreuve  écrite. —  Formules  générales  de  la  parallaxe. 
Développements  en  séries.  Cas  d'une  étoile.  Ellipse  de  pa- 
rallaxe. 

EpRElvE  PRATIQLE.  —  Un  observateur  fixe  observe  une 
étoile  A  df  distance  polaire  0  qui  se  couche  à  Vhorizon 
géométrique,  et  une  autre  étoile  B  de  distance  polaire  8' 
encore  au-dessus  de  l'horizon  et  exactement  dans  le  même 
azimut  que  A. 

La  dijférence  d'ascension  droite  entre  A  et  B  est  a. 

Trouver  la  distance  zénithale  de  B. 

Quelle  erreur  aura-t-on  sur  la  distance  zénithale  de  B 
si  a  est  une  erreur  rfe  ih  i"  ? 

Données  numériques  : 

0  =63°  28' 15" 

a  =  i'''>.5'"  12'. 

Epreuve  écrite.  —   I.  Discussion  de  l'équation 

u  —  e  sin  u  =  m. 

Rayon  de  convergence  du  dévelo/)pement  suivant  les 
puissances  de  e. 

II.  Déduire  des  mesures  de;  axes  du  méridien  les  di- 
mensions de  la  Terre.  (Novembre  lyoG.) 


Poitiers. 

Eprein  e  écrite.  —  Définition  et  mesure  du  temps  :  jours, 
années,  temps  sidéral,  temps  vrai,  temps  moyen.  Temps 
sidéral  a  midi  moyen.  Equation  du  temps;  ses  zéros. 

EpKELVE  pBATiyiE.  —    Sachant   que    le  crépuscule  finit 
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quand  le  Soleil  est  à  i8'  au-dessous  de  l'horizon,  on  de- 
mande : 

\°  Pour  quelle  distance  polaire  de  cet  astre  la  durée  du 
crépuscule  passe-t-elle  à  Poitiers  par  un  minimum; 

2"  Quelle  est  la  durée  de  ce  crépuscule  minimum? 

Latitude  de  Poitiers  46''34'55".  (Novembre  iyo6.  ) 

Toulouse. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Détermination  des  constantes  inS' 
trumentales  de  la  lunette  méridienne. 

II.  En  un  lieu  de  latitude  «p. 

i"  Montrer  que  les  corrections  dues  à  la  réfraction,  de 
l'angle  horaire  H  et  de  la  distance  polaire  P  d'une  étoile 
sont  données  par  les  formules 

_  sinœsinP  —  coscs  cos  P  cos  H 

Ar   =        a  -: — ■ ' — : j 

sinœ  cosP  -+-  coscp  sin  P  cos  II 

,,-         ,  coso  sinH 

AH  =  ±  a  — : : ■ f 

sin  P(sin«p  cos  P  H- costp  sin  P  cos  H  ) 

dans  lesquelles  a  =  57",  3  désigne   la  constante   de    la  ré- 
fraction. 

2°  Déduire  de  là  les  expressions  de 

rf(AP)  ^^(AH) 

— ^^ et  — ^ • 

dU  dli 

3"  Appliquer  ces  dernières  formules  au  calcul  de  la  dif- 
férence de  marche  horaire  qu'il  faut  imposer  au  mouve- 
ment d'horlogerie  sidérale  d'un  équatorial  pour  l'obliger 
à  suivre  exactement,  en  angle  horaire,  malgré  la  réfrac- 
tion, le  mouvement  diurne  d'une  étoile  située  dans  l'équa- 
leur. 

Note.  —  On  suppose  la  réfraction  proportionnelle  à  la 
tangente  trigonométrique  de  la  distance  zénithale. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  les  deux  stations  dé- 
finies par  les  coordonnées  suivantes  : 
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I.  Observatoire  de  Toulouse, 

Altitude 194" 

Latitude 43°  36' 45" 

Longitude o°53'44"  Ouest 

II.  Sommet  du  Canigou, 

Altitude îjSd™ 

Latitude 42°    l'ia" 

Longitude 0°   7'    6"  Est. 

On  demande  : 

i"  L'angle  des  deux  rayons  terrestres  aboutissant  à  ces 
deux  stations; 

2"  Sachant  que  les  distances  du  centre  de  la  Terre  à 
l'Observatoire  de  Toulouse  et  au  sommet  du  Canigou  sont 
respectivement  égales  à 

6367500™         et         6370685", 

d'examiner  si  le  sommet  du  Canigou  sera  visible  de  l 'Ob- 
servatoire de  Toulouse. 

Note.  —  On  fait  abstraction  des  montagnes  situées  entre 
les  deux  stations  et  de  la  réfraction. 

(Novembre  1906.) 


SOLITIONS  IfE  Ql]KSTIO\S  PltOPOSÉES. 


2042. 

(  1906.    p.   336.) 


Soient,  dans  un  plan  vertical,  Ox  une  droite  horizon- 
tale, Oy  une  droite  verticale  dirigée  de  haut  en  bas. 
Construisons  :  1°  une  cardioïde  ayant  son  point  de 
rebroussement  en  O  et  son  axe  dirigé  suivant  Ok;  soit  .K. 
son  second  point  de  rencontre  avec  Ok;  1°  une  lemniscate 
ayant   son  point   double  en  0,   tangente   à  Ox  et  Oy  et 
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située   dans   Vangle  xOy  et  dans   l'angle  opposé  par'  le 
sommet. 

Un  point  matériel  pesant  M  est  abandonné  sans  vitesse 
initiale  en  A  et  assujetti  à  décrire  la  cardioïde  (on  fait 
abstraction  des  résistances  passives  de  toute  nature).  Pour 
chaque  position  du  point  M,  on  construit  la  bissectrice  de 
l'angle  a-OM,  qui  rencontre  la  lemniscate  en  deux  points. 
Démontrer  que  chacun  de  ces  points  décrit  la  lemniscate 
d'un  mouvement  uniforme.  (R.  B.) 


SOLUTION 
Par  M.  G.  F. 

Considérons  un  point  matériel  M  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
ia  courbe  dont  l'équation  est 

{C)  p"  =  a"cosnw; 

€t  supposons  que  ce  point  est  sollicité  par  une  force  F,  per- 
pendiculaire à  l'axe  polaire,  telle  que  l'on  ait 

(l)  -  mv-z=  :  Fy. 

a.  La  courbe  étant  d'abord  quelconque,  divisons  membre  à 
membre  la  relation  des  forces  vives 


d  (-  mv-  j  =  F dy, 


■et  la  relation  (i);  nous  avons 

d.\ogv^=  2(1  —  n}d.\og  y, 


et,  par  suite, 

<V 

V  =  Cj>-«, 

(3) 

F  =  m  X  (i  ~  n)  G^y^-^"; 

il  en  résulte 

<4) 

I    r'   ds 
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Par  la  courbe  (C),  on  a 

p"-i.  dp  =:■  —  rt"  sin  rtio  dui, 
p"-' .  p  diù  =       a"  cos  n  lo  rfco, 

d'où,  par  élévation  au  carré  et  addition, 

p«-i.^s  =  a«rfto; 
on  a  donc 

Si  l'on  fait  n  =  ->  et  si  l'on  remplace  C*  par  2^,  la  courbe 

(C)  est  une  cardioide  placée  comme  l'indique  l'énoncé,  et  l'on 
est  dans  le  cas  d'un  point  matériel  pesant  : 

pour^  =  o,  on  a  bien  v»  =  o,  comme  le  demande  l'énoncé. 

Avec    n^-f   les   formules   (2)  et  (3),  oîi  l'on   fait  y  =  o, 

montrent  que  le  mobile  ne  peut  pas  partir  du  point  A  qui 
correspond  à  la  valeur  w  =  o;  on  prendra  comme  conditions 
initiales  y  =^oi  ^  =  ^0,  aucune  de  ces  deux  quantités  n'étant 
nulle,  et  ces  conditions  déterminant  la  Cfjnstante  G. 

Voici   alors  l'interprétation    exacte  de   la   relation  (r)  :  le 
travail  de  la  force   entre  les  positions   Mq   et  M  est  une 

fraction  parfaitement   déterminée,  — ; >  de  la  diffé- 

'2(1  —  n)  •" 

rence  'F y  —  Fo/o»  lavitesse  v  étant  de  plus  infiniment  petite, 
en  même  temps  que  l'ordonnée  k- 

b.  Considérons  alors  la  courbe  auxiliaire 

-        i        9 
(C)  r"  =  6"sin-. 

On  a  pour  la  différentielle  de  l'arc 

b"  d(i  bd^ 


ds'  = 


pn      '         (  sin  — 


0  \i-" 
n 


et,  par  suite, 


'b=\[ 
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f>      d 


sin  — 
n 


A  chaque  valeur  de  a>  relative  à  la  courbe  (C)  faisons 
correspondre  pour  la  courbe  (C)  une  valeur  de  9  donnée  par 
la  formule 

(6)  e  =  nw; 


nous  aurons 


s'       nC 


^7)  l-^'' 

de  sorte,  que   le  mouvement  du  point  iM'  sur  la  courbe  (C) 
sera  uniforme. 

Pour  n  =  -,  la  courbe  auxiliaire  est  une  lemniscate  placée 

comme  l'indique  l'énoncé,  et  l'on  a  alors  0  =  —  • 
^  2 

Autres  soluticos  par  MM.  Laureaux,  Letierce  et  Parrod. 


QUESTIO\S. 


2^)59.  Soient  A,  B,  C  trois  coniques  homofocales.  Par  un 
point  variable  de  A  on  mène  une  tangente  à  B  et  une  tangente 
à  G.  Démontrer  que  ces  deux  tangentes  font,  avec  la  tan- 
gente à  A  au  point  considéré,  des  angles  dont  les  sinus  ont 
un  rapport  constant.  (Billau.) 

2060.  Les  angles  d'un  pentagone  gauche  ont  chacun  deux 
bissectrices,  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure.  Cinq  bissec- 
trices issues  de  sommets  différents  appartiennent  à  une  même 
congruence  linéaire,  si  les  bissectrices  extérieures  sont  en 
nombre  pair.  (R.  B.  ) 
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'20G1.  Au  lieu  du  pentagone  de  l'énoncé  précédent,  consi- 
dérons un  hexagone.  Six  bissectrices  issues  de  sommets 
dilVérents  apparliennent  à  un  même  complexe  linéaire,  si  les 
bissectrices  extérieures  (ou  intérieures)  sont  en  nombre  pair. 

(Comparer  à  ces  deux  questions  la  question  20S1,  1906, 
p.  480.)  (R.  B.) 

"206^2.   Soit  p  un  nombre  entier  qui  divise  l'un  des  nombres 

2^-1-1,  2^—1, 

et    qui.    écrit    dans    le    système    de    numération     binaire,    a 

■2/'—'  —  I 

n  chiffres.  Le  nombre   j   écrit  dans  le  même  système, 

P 
présente  en  son   centre  n  —  i  chiffres  i  encadrés  de  deux  zé- 
ros, ou  bien  n  —  i  zéros  encadrés  de  deux  chiffres  1. 

(R.  Amsler.) 

.    *                                           "iP-^  —  I 
206;î.  p  étant  premier,  chercher  les  nombres  qui, 

écrits  dans  le  système  de  numéiation  binaire,  présentent  une 
symétrie  parfaite.  (R.  ÂMSLER.) 

2064  (•).  Un  point  G  se  meut  sur  un  cercle  de  rayon  égal 
à  lunité.  Un  autre  point,  situé  originairement  au  centre  0 
du  cercle,  se  meut  avec  la  même  vitesse  que  le  point  C  sur 
une  courbe  dont  la  tangente  passe  constamment  par  ce  point. 
Démontrer  que  le  rayon  de  courbure  en  un  poiat  quelconque 
M  de  cette  courbe  est  égal  au  segment  intercepté  par  le 
rayon  OC  sur  la  normale  en  M.  (D"^  W.  Kapteyn.) 


206.^.  On  considère  le  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe 
dont  il  s'agit  dans  la  question  précédente  comme  fonction  de 
la  distance  p  de  l'origine  à  la  tangente  à  cette  courbe.  For- 
mer l'équation  différentielle  qui  relie  0  à  p. 

(D'  VV.  Kapteyn.) 

(  '  )  Les  questions  2064  à  2073  sont  extraites  des  Wiskundige 
Opgaven  {Nieiuve  opgaven,  Deel  \). 
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2066.  Intégrer  l'équation  différentielle 

où  p,  g,  r,  s  sont  fonctions  de  x,  sachant  que  cette  équation 
admet  l'intégrale  particulière  B  =  —  ;^  • 

(D'  W.  Kapteyn.) 

2067.  Construire  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle 
donné,  sachant  que  ce  quadrilatère  est  circonscriptible  à  un 
cercle  (d'ailleurs  inconnu),  et  connaissant  l'aire  du  quadrila- 
tère ainsi  que  la  longueur  d'une  de  ses  diagonales. 

(W.  Mantel.) 

2068.  Quand  le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  se  confond 
avec  celui  des  six  arêtes  ou  bien  avec  le  centre  de  gravité  de 
la  surface,  les  arêtes  opposées  du  tétraèdre  sont  deux  à  deux 
égales.  (D"-  F.  Schuh.) 

2069.  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface, 
lieu  du  milieu  des  cordes  de  la  courbe  gauche 

x  =  t'',         y  =  t'^-\         z  =  t'^-'^. 

(D'  J.  DE  Vries.) 

2070.  A  quelles  conditions  doit  satisfaire  un  tétraèdre  pour 
que  les  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  centre  du 
cercle  circonscrit  à  la  face  opposée  f  appartiennent  à  un 
même  hyperboloïde?  (D"^  P.  Zeem.w  Gz.  ) 

2071.  Le  tétraèdre  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées 
tétraédriques  {a,  b,  c,  d),  (b,  c,  d,  a),  (c,  d,  a,  b),  (d,  a.  b,  c) 
est,  de  quatre  manières  différentes,  en  relation  hyperbo- 
loïdique  (*)  avec  le  tétraèdre  de  référence. 

(D-^  P.  Zeeman  Gz.) 

(')  Deux  tétraèdres  sont  dits  en  relation  hyperboloïdique  quand 
les  quatre  droites  joignant  les  sommets  de  l'un  aux  sommets  con- 
venablement associés  de  l'autre  sont  quatre  génératrices  de  même 
système  d'un  liyperboloïde. 
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i/ŒivRE  wmm  MMWmi  ; 


1.'  Avec  Amédée  Mannheim  vienL  de  disparaître  un 
des  tnalliémallciens  les  plus  remarquables  que  la  France 
ail  produits  au  xix''  siècle.  Son  talent,  profondément 
original,  lui  fait  une  place  à  part  dans  la  Géométrie 
pure.  Ses  méthodes,  qui  lui  appartiennent  en  propre, 
ont  été  entre  ses  mains  un  instrument  d'une  jtuissance 
singulière,  capable  de  rivaliser  avec  l'Analyse  de  péné- 
tration et  de  fécondité. 

L'œuvre  de  Mannheim  frappe  à  la  fois  par  l'unité  des 
principes  qui  ont  dirigé  ce  savant  dans  toutes  ses  re- 
cherches, et  par  la  diversité  des  applications  qu'il  en  a 
faiies  dans  les  domaines  les  plus  variés.  Aussi  la  lâche 
est-elle  parliculièrement  difdcile  d'exposer  celte  œuvre 
dans  un  ordre  satisfaisant,  il  ne  |)eut  être  question  de 
s'attacher  à  l'ordre  chronologique.  ("iOmme  beaucoup 
d'inventeurs  féconds,  Mannheim  menait  de  front  plu- 
sieurs recherches,  laissant  momentanément  de  côté  un 
sujet  pour  y  revenir  plus  tard,  et  deux  Mémoires  qui  se 
complètent  mutuellement  ont  ainsi  paru  à  des  époques 
différentes.  D'autre  part,  une  classification  établie 
d'après  la  nature  des  sujets  traités  sera  nécessairement 
artificielle  el  cpiclque  peu  défectueuse  :  il  arrive  qu'un 
travail  de  Mannheim,  spécialement  consacre  aux  pro- 
priétés du  déplacement  d'une  figure,  renferme  de  re- 
marquables théorèmes  sur  les  surfaces,  el  (jd'iin  autre 
Mémoire,  relatif  aux  pinceaux  de  droites,  vaut  surtout 
par   le   rôle  qu'y    jouent    les    considérations    cinéma- 

Aiin.  de  MatJiernat.,  !^°  série,  l.  \  11.  (Mars  1907.)  y 
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tiques.  Néanmoins,  il  faut  se  déterminer,  et  j'exami- 
nerai successivement  trois  groupes  de  travaux  en 
lesquels  peut  se  répartir  l'œuvre  principale  de  Mann- 
lieim  :  les  travaux  tie  Géométrie  cinémali(|ue  pure,  les 
travaux  relatifs  à  la  théorie  des  surfaces  et  à  celle  des 
pinceaux,  les  travaux  relatifs  à  la  surface  de  l'onde. 
Ces  derniers,  bien  qu'ils  aient  un  objet  très  particulier, 
m'ont  semblé  mériter  une  mention  toute  spéciale  ;  c'est 
à  leur  occasion  cpie  Maiiuheim  a  peut  être  le  mieux 
donné  la  mesure  de  son  ingéniosité  vraiment  surpre- 
nante, et  manifesté  son  sentiment  si  personnel  de 
l'élégance  géométrique. 

2.  Avant  d'aborder  celte  étude,  il  convient  de  men- 
tionner des  inventions  et  des  travaux  étrangers  à  la 
Géométrie  pure,  à  laquelle  Mannlieiui  a  consacré  la 
meilleure  partie  de  son  existence  :  son  heureuse  modi- 
fication de  la  règle  à  calculs;  son  «  vernier  de  verniei'  » 
qui  permet  de  mesurer  une  longueur  à  —^  près,  par 
exemple,  en  employant  deux  verniers  à  lo  divisions 
au  lieu  d'un  seul  vernier  à  loo  divisions;  sa  contribu- 
tion à  l'étude  des  phénomènes  d'interférence,  pendant 
l'éclipsé  totale  du  iS  juillet  18G0;  des  seivices  in) por- 
tants rendus  à  la  construction  du  matériel  d'artillerie. 
Tous  ces  travaux,  qui  se  rapportent  au  début  de  sa 
cari'ière,  témoignent  d'un  esprit  original  et  inventif, 
dont  l'activité  aurait  pu  s'exercer  dans  d'autres  do- 
maines que  dans  les  Mathématiques  pures. 

Le  premier  travail  géométrique  de  Mannheim  est 
daté  (le  i85i  (l'auteur  avait  alors  vingt  ans)  :  il  est  re- 
latif à  la  transformation  par  polaires  réciprocpies,  et  à 
l'application  de  cette  transformation  aux  propriétés 
métriques.  Son  Mémoire,  paru  à  une  époque  où  la  no- 
tion   de    transformation,    si    nrodiuieu^ement    étendue 
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aujourd'hui,    commençai i    à    peine    à    prendre   corps, 
doit  èlre  considéré  comme  fort  remarquable.  Il  attira 
l'allcntion  de  Sleiner  (jui  discerna  dans  le  jeune  géo- 
mètre un  talent  plein  de  piomesses. 

IViis  Mannlieim  publie  successivement  d'autres  tra- 
vaux, relatifs  soit  au  même  sujet,  qn'il  enrichit  de  dé- 
veloppements nouveaux,  soil  à  diverses  questions  de 
Géométrie  infinitésimale.  Il  serait  impossible  de  si- 
gnaler tous  les  résultats  élégants  qui  abondent  dans 
ces  Mémoires.  Citons,  presque  au  hasard,  les  con- 
structions des  centres  de  courbure  de  diverses  courbes, 
en  paiticulier  de  l'ovale  de  Descartes,  et  des  caustiques 
par  réfiaction  d'une  courbe  donnée;  l'application  de 
l'inversion  à  la  cvclide  de  Dupin  ;  l'étude  des  poly- 
gones inscrits  ou  circonscrits  aux  coniques  et  qui  va- 
rient d'après  certaines  lois;  des  théorènies  curieux  sur 
les  arcs  de  courbes  planes  ou  sphériques  spéciales,  etc. 

Plusieurs  des  résultats  obtenus  au  cours  de  ces  pre- 
mières recherches  se  trouvent  réunis  dans  une  Note 
que  Poncelet  a  tenu  à  ajouter  au  deuxième  cahier  de 
ses  Applications  d'Analyse  et  de  Géométrie  (i865). 

Peu  de  temps  après,  Mannheim  va  prendre  une  haute 
place  dans  la  Science  en  publiant  son  premier  Mémoire 
relatif  à  la  théorie  du  -déplacenrent,  qui  sera  pour  lui 
l'occasion  de  découvertes  d'une  importance  primor- 
diale. 

3.  On  ne  connaissait  ([ue  des  théorèmes  isolés  sur  le 
mouvement  d'une  figure  de  grandeur  invarialile,  quand 
Maunheim  entreprit  1  étude  systématif|ue  de  ce  vaste 
sujet.  Ses  recherches  aboutirent  bienlôt  à  un  Mémoire 
fondamental,  qui  fut,  en  1868,  l'objet  d'un  rapport 
élogieiix  de  Chasles,  et  dont  l'Académie  des  Sciences 
ordonna  l'impression  aux  Mémoires  des  Savants  étran- 
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gers.  La  Géométrie  cinématique,  tel  est  le  nom  que 
Mannheim  devait  donner  à  celle  partie  de  la  Science, 
s'j  trouvait  pour  la  première  fois  constituée  en  corps 
de  doctrine.  Comme  ce  travail  est  d'une  importance 
historique  considérable,  il  convient  de  l'analyser  avec 
quelque  détail. 

Mannheim  étudie  les  propriétés  du  déplacement  infi- 
niment petit  d'une  ligure  assujettie  à  cinq  conditions  et 
résout  divers  problèmes  qu'on  peut  se  poser  au  sujet 
d'un  tel  déplacement  :  construire,  pour  une  position 
donnée,  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement,  le 
pas  du  mouvement  hélicoïdal  infiniment  petit,  le  plan 
normal  à  la  trajectoire  d'un  point,  la  caractéristique 
d'un  plan,  etc.  Ses  solutions  sont  complètes  et  défini- 
tives. 

II  aborde  ensuite  l'étude  du  déplacement  à  deux  ou 
à  trois  paramètres.  Dans  le  premier  cas,  les  normales 
aux  surfaces  trajectoires  forment  une  congrueuce  li- 
néaire, comme  nous  dirions  aujourd'hui.  Dans  le  se- 
cond cas,  les  divers  |)oinls  de  la  figure  ne  décrivent 
pas,  en  général,  à  partir  d'une  position  donnée,  d'élé- 
ments de  surfaces  trajectoires  déterminées.  II  n'y  a 
d'exception  que  pour  les  points  d'un  certain  hjperbo- 
loïde.  Ces  théorèmes  avaient  déjà  été  énoncés  par 
SclifMiemann  en  i855;  mais  le  travail  du  géomèlre  alle- 
mand, qui  avait  jjassé  inaperçu,  était  ignoré  de  Mann- 
heim, dont  la  découverte  est  absolument  indépen- 
dante. 

Ces  généralités  constituent  la  première  partie  du 
Mémoire.  La  seconde  renferme  des  applications  d'une 
haute  importance  à  la  théorie  des  courbes  et  à  celle  des 
surfaces,  à  l'hélicoïde  réglé. 

La  plupart  des  résultats  contenus  dans  ce  travail 
sont  aujourd'hui  classiques  et  forment,  à  l'Ecole  I^oly- 
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leclmiqiie  par  exemple,  la  b;ise  de  l'cnseigneinenl  géo- 
iiiéli'Kpie. 

Dans  ses  liavaiix  iilh-neurs  consacrés  à  la  Géornéirie 
cinématique,  Mannlieim  aliorde  des  problèmes  difficiles 
relalil'saux  propri(^l('s  infinilésimales  du  second  ordre 
des  déplacemenls.  Ces  propriétés  concernent  les  plans 
osciilaleurs  et  les  ravons  de  courbure  des  trajectoires, 
dans  le  cas  du  déplacement  à  5  conditions,  les  rayons 
lie  courbure  principaux  et  les  plans  principaux  des  sur- 
faces trajectoires,  dans  le  cas  du  déplacement  à  4  con- 
ditions. Voici  par  exemple  quelques-uns  des  résultats 
obtenus  au  cours  de  ces  recherches  (jui  exigent  une 
pénétration  singulière  (je  choisis  ceux  qui  se  rapportent 
au  déplacement  à  deux  paramètres)  : 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  des 
surfaces  trajectoires  des  points  d'une  droite  est  une 
courbe  gauche  du  sixième  ordre. 

Le  lieu  des  points  d' une  figure  cjui  sont  points 
paraboliques  sur  leurs  surfaces  trajectoires  est  une 
surface  du  sixième  ordre  qui  contient  ronibilicale. 

Le  lieu  des  points  d'une  figure  dont  les  surfaces 
trajectoires  ont  leurs  rayons  de  courbure  égaux  est 
une  surface  du  huitième  ordre. 

Le  lieu  des  points  d' une  figure  dont  les  surfaces 
trajectoires  ont  leurs  rayons  de  courbure  opposés 
est  une  surface  du  cinquième  ordre. 

C'est  encore  à  l'occasion  du  déplacement  à  deux  pa- 
ramèties  que  Mannhein)  fait  une  élude  apjjrofbndie  du 
I onoïde  de  IMiicker  ou  CNlindroïde  et  découvre  de 
nouvelles  propriété-s  de  cette  remarquable  surface. 

D'autres  travaux  se  rapportent  à  des  sujets  plus  par- 
ticuliers :  il  examine,  par  exemple,  le  cas  spécial  où  la 
figure  mobile  de  grandeur  invariable  est  constituée  par 
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III)  faisceau  de  plans.  Il  mel  en  évidence  les  parlîcula- 
lilés  curieuses  que  présente  le  mouvement  du  double 
cône  employé  dans  les  expériences  de  phjsi(|ue  élé- 
mcnlaire.  Soiivenl,  pour  mieux  illuslrer  la  valeur  de  sa 
méthode,  Mannheim  l'applique  de  préférence  à  des  pro- 
blèmes déjà  résolus  par  d'autres  voies.  Il  estimait  en 
effet  qu'un  résultat  inédit  importe  moins  au  progrès  de 
la  Science  que  la  découverte  dune  théorie  coordonnant 
les  théorèmes  connus,  permettant  d'en  épuiser  les  con- 
séquences et  d'en  saisir  |)lus  intimement  le  sens  et  la 
raison  d'être.  C'est  ainsi  qu'il  approfondit,  après  Hal- 
phen, l'étude  du  mouvement  d'une  droite  dont  tous  les 
points  décrivent  des  coniques.  Il  traite  un  problème 
déjà  résolu  par  M.  Darboux  : 

Déterminer  le  mouvement  le  plus  général  dune 
figure  de  grandeur  invariable  dont  tous  les  points 
décrivent  des  courbes  planes. 

Citons  encore  son  étude  synthétique  de  i'hyperbo- 
loïde  articulé  de  M.  Greenhill,  et  sa  démonstration  du 
théorème  connu  : 

L'herpolhodie  de  Poinsot  n'a  pas  de  points  d'in- 
flexion. 

11  faut  enfin  mentionner  une  intéressante  méthode 
de  transformation  des  propriétés  cinématiques,  par  la 
considération  originale  des  flles  de  sphères.  Pour 
donner  une  idée  des  pro|)ositioiis  auxquelles  conduit 
celte  méthode  de  transformation,  je  ra|)peller;ti  l'un 
des  théorèmes  cités  plus  haut  : 

Dans  un  déplacement  à  deux  paramètres,  le  lieu 
des  centres  de  courbure  principaux  des  surfaces 
trajectoires  des  points  d' une  droite  est  une  courbe 
gauche  du  sixième  ordre. 
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Il  se  Iransfoime  en  celui-ci  : 

Les  siiifaces  auxquelles  les  plans  (V un  faisceau 
de  grandeur  constante  restent  tangents  ont  leurs 
centres  de  courbure  principaux  sur  une  courbe 
gauche  du  sixième  ordre. 

\.  La  niélhode  cinémalique  a  conduit  Mannlieim  à 
considérer  la  théorie  des  surfaces  sous  de  nouveaux 
points  de  vue  et  à  l'enricliir  de  résultats  nombreux  et 
intéressants. 

Un  premier  travail  concerne  la  généralisation  du 
théorème  de  Meusnier;  ce  théorème  célèbre  est  relatif 
à  des  contacts  du  second  ordre.  Le  beau  théorème  dé- 
couvert par  Mannheim  s'énor)ce  ainsi  : 

Lorsque  des  courbes  tracées  sur  une  surface  ont 
entre  elles  un  contact  du  n'''"^^  ordre,  leurs  [n  —  i  yèmes 
polaires  ont  pour  axes  de  courbure  des  droites  pas- 
sant par  un  même  point. 

Si  l'on  fait  n  =  i ,  on  retrouve  le  théorème  de  Meus- 
nier,  en  convenant  que  la  polaire  d'ordre  zéro  d'une 
courbe  gauche  est  cette  courbe  elle-même. 

Mais  la  contribution  la  plus  importante  que  Mann- 
heim ail  apportée  à  la  théorie  des  surfaces  réside, 
semble-t-il,  dans  la  découverte  du  paraboloïde  des 
huit  droites^  dont  je  rappellerai  brièvement  la  défi- 
nition. 

Remarcpions  d'abord  que  tout  déplacement  (fini  ou 
infinitésimal)  d'un  dièdre  de  grandeur  constante  peut 
être  ramené  à  une  rotation  simple  (en  vertu  de  la  faculté 
qu'a  ce  dièdre  de  recevoir  une  translation  sans  cesser 
de  rester  en  coïncidence  avec  lui-même).  Cela  posé, 
considérons,  en  chaque  point  d'une  surface,  le  dièdre 
lormé   par  les   plans    principaux.    Ce   dièdre    peut  eue 
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amené,  à  partir  de  l'une  de  ses  positions,  dans  une  infi- 
nité de  positions  inliuinient  voisines,  et  chacun  des  dé- 
placements correspondants  est  réductible  à  une  rota- 
tion, en  vertu  de  la  remarque  faite  plus  haut.  Le  lieu 
des  axes  autour  desquels  s'effectuent  toutes  ces  ro- 
tations est  un  paraholoïde,  dont  on  |)eut  meitre  en 
évidence  huit  génératrices  (pii  jouent  un  rôle  remar- 
quable par  rapport  à  la  surface  et  par  rapport  à  sa  dé- 
veloppée :  d'où  le  nom  de  paraholoïde  des  huit  droites. 
L'existence  de  ce  paraholoïde  correspond  à  celle 
d'une  relation  entre  les  éléments  de  la  courbure  des 
deux  nappes  de  la  développée  d'une  surface.  Les  résul- 
tats deviennent  particulièrement  intéressants  quand  la 
surface  proposée  a  ses  rayons  de  courbure  principaux 
fonctions  l'un  de  l'autre.  Une  telle  surface  est  ce  que 
l'on  nomme  aujourd'hui  surface  de  IVeingarten. 
Mannlieim  retrouve  aisémeni,  par  l'application  de  ses 
méthodes,  les  théorèmes  fondamentaux  qui  concernent 
ces  surfaces.  Il  étudie  en  particulier  les  cas  où  la  rela- 
tion qui  relie  le  rayon  de  courbure  a  l'une  des  formes 
suivantes  : 

Ridr  F^2=  const.,         RiR2=const., 

R,  I      .     I 

__  =  consl.,  ^-  in  ~-  =  const. 

«2  Ri       R2 

Il  obtient  ainsi,  à  côté  de  théorèmes  démontrés  déjà 
par  Ribaucour  et  par  Halphen,  des  résultats  nouveaux 
et  non  moins  intéressants. 

Un  sujet  plus  difficile  encore  est  l'étude  des  pro- 
priétés qui  dépendent  d'infiniment  pelils  du  troisième 
ordre.  Voici  comment  procède  Mar)nlu:im,  fidèle  à  son 
principe  de  matérialiser,  en  ipielque  sorle,  les  don- 
nées d'une  queslioti  par  des  éléments  r(;présentables. 
l'our    définir    les    éléments    d'ordre    supérieur    d'une 
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courbe  plane,  on  peut  associer  à  un  point  de  celte 
courbe  les  centres  de  courbure  de  ses  développées  suc- 
cessives. D'une  manière  analogue,  Mannheiin  associe 
à  un  point  d'une  surface  les  droites  de  courbure  des 
deux  nappes  de  la  développée,  (^elle  niélbode,  (pii  met 
bien  en  lumière  sa  conceplion  artislicpie  d(î  la  Géomé- 
trie, est  applicpiée  avec  un  plein  succès,  lille  lui  per- 
met de  démontrer  facilement  des  théorèmes  dus  à 
Beltraml,  à  Hibaucour,  à  I^aguerre,  etc.,  et  le  conduit 
à  beaucoup  de  propositions  nouvelles.  Citons  celle-ci, 
par  exemple  : 

Les  centres  de  courbure  des  développées  de  toutes 
les  sections  faites  dans  une  surface  par  des  plans 
passant  par  une  même  tangente  à  cette  surface,  et 
qui  correspondent  au  point  de  contact  de  cette  tan- 
gente, sont  sur  une  conique. 

Enlin,  Mannheim  parvient  à  résoudre  de  plusieurs 
façons  dillérentes  deux  |iroblèmes  qui  pouvaient  sem- 
bler inabordables  : 

Construire  le  rajon  de  cou/bure  de  la  développée 
d'une  section  pdane  d'une  su/ face. 

Construire  le  rayon.de  courbure  de  la  développée 
de  la  courbe  de  contour  apparent  d'une  surface 
qu'on  projette  orthogonalement  sur  un  plan. 

Et,  notons-le,  Mannbeim  ne  se  contente  pas  d'indi- 
quei"  la  possibilité  de  solutions  et  de  les  esquisser. 
Elles  soiil  poussées  jusqu'iiu  bout,  avec  ce  souci  de 
réiéganee  et  de  Véconomie  graphique,  si  l'on  peut 
dire,  que  .Mannheim  apporte  dans  toutes  ses  produc- 
tions. Le  fini  de  ce  travail  fait  penser  à  une  paroh;  de 
(^hasles  que  Mannheim  aimait  à  citer  :  «  il  y  a  une 
dillcrence  très  grande  entre  un  sujet  traité  complète- 
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menl  dans  les  qiieslions  nombreuses  auxquelles  il  peut 
donner  lieu  el  les  questions  paiMelles  el  restreintes  où 
l'on  s'arrêle  à  la  moindre  difficulté.   » 

La  mclhode  (;iiiéniati(|ue,  si  heureusement  adaptée 
à  la  théorie  des  surfaces,  ne  sti  montre  pas  moins 
féconde  pcuir  l'étude  des  coiirhes  gauches.  Mannheim 
l'a  appliquée  en  particulier  aux  courbes  de  Bertrand 
(courbes  dont  les  normales  principales  sont  normales 
d'autres  courbes),  et  là  encore,  en  même  temps  que 
des  démonstialions  nouvelles  de  théorèmes  connus, 
des  propriétés  inédites  se  sont  ofï'ertes. 

Les  travaux  sur  les  surfaces  se  relient  étroitement, 
dans  l'œuvre  de  Mannheim,  aux  recherches  sur  les 
congruences  de  droites,  ou  plutôt  aux  pinceaux,  qui 
sont  les  éléments  infinitésimaux  de  ces  congruences. 
Ces  éludes,  poursuivies  depuis  18^2,  ont  abouti  au 
très  beau  Mémoire  d'Optique  géométrique,  publié 
en  1 884  dans  les  Atti  délia  R.  Accademia  dei  Lincei. 

Le  point  de  départ  est  la  représentation  d'un  élé- 
ment de  surface  réglée  par  un  point,  représentation 
qui  conduit  à  celle,  d'une  simplicité  si  frappante,  d'un 
pinceau  par  un  cercle.  La  considération  de  ce  cercle 
met  immédiatement  en  évidence  l'existence  des  points 
focaux  et  des  points  limites  découverts  par  Rummer. 

Ces  principes,  appliqués  d'abord  à  l'étude  des  no/~ 
malies  (*  ),  en  font  connaître  des  propriétés  élégantes 
et  tout  à  fait  nouvelles,  telles  que  celle-ci  : 

Lorsque  la  directrice  d' une  normalie  est  une  ligne 

(')  Mannlieim  a  donne,  comme  l'on  sait,  le  nom  de  norinalies 
aux  surfaces  réglées,  engendiées  par  les  normales  à  une  surface 
associée  suixanl  une  l(ji  quelconque.  Il  senihlc  avoir  clé  le  pre- 
mier à  leconnaitre  l'importance  considérable  des  normalies  dans  les 
reclierclies  de  GéoméUic  inlinilésimale. 


asyniptntitjne  (V une  surface,  le  produit  des  rayons 
de  courbure  principaux  de  cette  normalie  en  chaque 
point  de  sa  directrice  est  égal  au  produit  analogue 
pour  la  surface,  au  même  point. 

Puis  l'auteur  s'occupe  de  conslruire  les  éléments 
d'un  pinceau  réfracté  suivant  la  loi  de  Descaries. 
A  des  formules  données  par  Bertrand,  et  relatives 
(Tailleurs  au  seul  cas  où  le  pinceau  considéré  est  un 
pinceau  de  normales  (plans  focaux  reclangulaires), 
Mannheim  suhstitue  des  constructions  géométriques 
valables  dans  le  cas  le  plus  général,  et  au  moven  des- 
quelles il  retrouve,  bien  entendu,  les  formules  de  Ber- 
trand dont  l'interprétation  était  difficile. 

domine  je  l'ai  dit,  la  théorie  des  pinceaux  intervient 
souvent,  dans  l'œuvre  de  Mannheim,  à  l'occasion  des 
recherches  sur  les  surfaces,  et  aussi  des  études  sur  le 
déplacement  à  deux  paramètres. 

o.  La  surface  de  l'onde  de  Fresnel  a  toujours  été 
pour  Manniieim  un  sujet  d'études  de  prédilection. 
C'est  aussi,  je  le  r(*pète,  l'un  de  ceux  où  se  manifeste, 
de  la  façon  la  plus  saisissante,  lacuité  de  sa  vision 
géométrique. 

Les  principes  fondamentaux  de  la  Géoniétrie  ciné- 
mati(pie  permettent  de  trouver  rapidement  :  soit  le 
point  de  contact  de  la  surface  avec  l'un  de  ses  plans 
tangents,  dans  le  cas  d  une  définition  langeiitielle  ;  soit 
le  plan  tangent  en  un  point  dans  le  cas  d'une  définition 
ponctuelle.  Manniieim  a  d'ailleurs  introduit  toute  celte 
partie  élémentaire  de  la  théorie  dans  son  enseigne- 
nient.  Mais  la  recherche  des  éléments  de  la  courbure 
présente  plus  de  difficultés.  Manniieim  les  oblietït  par 
les  considérations  suivantes  : 
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Considérons  une  normale  à  un  ellipsoïde  ei  faisons- 
la  tourner  d'un  angle  droit  anloiir  du  centre  de  l'ellip- 
soïde, dans  le  plan  déterminé  par  la  noimale  et  par  le 
centre.  La  droite  ainsi  oliienue  est  normale  à  une  cer- 
taine suifacede  l'onde.  L'ensemble  des  deux  normales 
constitue  une  figure  de  grandeur  invariable,  animée 
d'un  mouvement  à  deux  paramètres,  dont  l'étude  con- 
duit, d'une  manière  naturelle,  à  la  solution  du  pro- 
blème posé. 

Les  énoncés  élégants  se  présentent  en  foule.  Citons 
celui-ci,  par  exemple  : 

Si  l'on  considère  deux  points  correspondants  de 
Veilipsoïde  et  de  la  surface  de  Vonde^  le  cercle  cjui 
passe  par  le  centre  des  deux  surfaces  et  par  les 
centres  de  courbure  principaux  de  V ellipsoïde  au 
point  considéré,  et  le  cercle  analogue  relatif  à  la 
surface  de  Vonde  sont  tangents  entre  eux. 

La  construction  des  centres  de  courbure  de  la  sur- 
face de  l'onde  mène  à  la  détermination  des  huit  om- 
bilics réels  dont  ou  ne  s'était  pas  antérieurement 
occupé. 

Une  partie  également  fort  remarquable  de  l'étude 
de  Mannliein)  concerne  la  surface  de  l'onde  considérée 
comme  .sM/;/«ce  limite.  On  sait  qu'à  tout  complexe  de 
droites  est  atta<;hée  une  certaine  surface,  dite  surface 
de  singularités  ou  surface  limite.  Cette  surface  est, 
en  général,  une  surface  de  Kummer  pour  un  com- 
plexe du  second  ordi-e,  et  se  léduit  à  une  surface  de 
l'onde  dans  le  cas  où  le  complexe  considéré  est  (-onsli- 
tué  par  les  arêtes  des  dièdres  droits  circbnsciits  à  un 
ellipsoïde  (conq)lex(;  de  Painvin).  Ou  voit  donc  appa- 
raître encore  une  ligure  mobile  de  grandeur  constante, 
ei  Ton  conçoit  en  (jiielle  abondance  la  Géoméiiie  ciné- 
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inaliqde  va  fournir  de   nouvelles  propriétés  de  la  sur- 
lace de  l'onde. 

Il  est  impossible  de  séparer  ces  recherches  profondes 
de  celles  que  Mannlieini  a  poursuivies  sur  les  surfaces 
homofocales  du  second  ordre  el  sur  les  éléments  de 
courbure  de  ces  surfaces.  Il  montre,  par  exemple, 
qu'on  peut  définir  une  famille  de  quadriques  homofo- 
cales dont  chacune  coupe  partiellement  une  surface 
de  l'onde  donnée  suivant  une  ligne  sphérique.  Cela 
l'amène  à  un  élégant  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Par  une  tangente  à  une  liane  de  courbure  d'un 
ellipsoïde  on  mène  les  plans  tangents  à  un  ellip- 
soïde honiofocal  à  celui-ci;  le  dièdre  formé  par  ces 
deux  plans  tangents  est  de  grandeur  constante, 
quelle  que  soit  la  tangente  considérée. 

Kn  poursuivant  celte  élude,  il  obtient  des  relations 
remarquables  et  siniples  entre  les  cenires  de  courbure 
principaux  des  trois  quadriques  homofocales  qui  pas- 
sent par  tin  même  point. 

6.  'J\'lle  est,  résumée  bien  incomplèlemenf,  l'œuvre 
principale  de  Mannheim.  J  aurais  pu  mentionner  encore 
(le  noiiibi  eiises  Noies  àt;  Géométrie  élémentaire,  dont 
aucune  n'csl  indifférenle.  Si  simple  que  soit  le  sujet 
irailé,  un  délail  de  démonstration  ingénieux  et  inat- 
tendu vient  toujours  frapper  le  lecteur.  C'est  comme 
le  divertissement  d'un  maître.  J'aurais  pu  rappeler 
aussi  l'iidluence  heureuse  qu'a  eue  Mannheim  sur  l'en- 
seignement de  la  Géométrie  descriptive,  en  retirant  à 
la  ligne  de  terre  son  iinporlance  imniénlée.  Mais  je 
n'ai  voulu  m'atlacher  c|u'aux  grandes  idées  de  ce  géo- 
mètre, à  celles  qui  lui  assurent  dans  la  Science  une 
place  durable. 
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Ce  sont  les  découvertes  dont  j'ai  fait  la  brève  ana- 
lyse qui  ont  servi  de  matériaux  pour  l'imposant  Ouvrage 
que  Mannheini  a  publié  en  1894,  sous  le  litre  de  : 
Principes  et  Développements  de  Géométrie  cinéma- 
tique, et  qui  restera  l'un  des  monuments  de  la  Science 
française  au  xix*^  siècle.  Il  serait  difficile  de  citer  beau- 
coup de  Traités  mathématiques  de  cette  étendue  aussi 
complètement  originaux,  et  dont  la  lecture  soit  aussi 
propre  à  développer  l'esprit  d'invention.  Dans  un  tel 
Livre,  où  tout  est  personnel,  les  idées  semblent  encore 
animées  de  l'activité  qui  leur  a  donné  le  jour.  Elles  y 
gardent  une  chaleur  communicalive  de  vie,  qu'elles 
perdent  dans  un  Ouvrage  de  seconde  main  où,  rangées 
en  bel  ordre  sans  doute,  elles  dorment  glacées  comme 
dans  des  vitrines. 

I>a  Géométrie  pure,  telle  que  la  concevait  Mannheim, 
est  aujourd'hui  un  peu  délaissée,  il  faut  bien  le  recon- 
naître. Les  recherches  de  Géométrie  infinitésimale  se 
font  principalement  dans  la  voie  que  Gauss  a  ouverte 
par  son  ;idmirable  Mémoire  fondamental,  et  qui  n'est 
pas  encore  complètement  exploiée.  La  Géométrie  des 
courbes  et  des  surfaces  algébriques  est  surtout  un 
prétexte  à  des  investigations  analytiques,  et  voit  bien 
souvent  son  rôle  réduit  à  illustrer  les  propriétés  des 
fonctions  transcendantes.  Il  serait  injuste  et  puéril, 
assurément,  de  s'insurger  contre  un  mouvement  qui 
a  conduit  à  de  magnifiques  dé(Ou\ertes.  Mais  faut-il 
en  cf)nclure  que  désormais  la  Géométrie  synthétique 
doit  vi'géter  au  second  plan,  qu'il  lui  est  interdit  de 
contribuer  à  l'édification  de  la  haute  Science?  Je  suis 
fermement  convaincu  du  contraire,  pour  ma  part.  La 
conce|Hi()n  directe  des  êtres  de  l'espace  est  appelée,  je 
le  crois,  à  rendre  encore  d'échitants  services.  Et  le  jour 
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où  les  chercheurs  s'orienteront  dans  ce  sens  (à  cause, 
peut-être,  de  l'épuisement  des  mines  actuellcmenl 
exploitées),  les  travaux  de  Mannlieim  seront  Tori^ino 
de  helles  et  profondes  découvertes.  Il  en  aura  fourni  la 
matière  par  les  nombreux  problèmes  dont  l'énoncé  se 
présente  naturellement  à  la  suite  de  ceux  qu'il  a  consi- 
dérés. Il  aura  montré  la  voie  (|ui  y  mène  par  les  mo- 
dèles qu'il  a  laissés  dans  l'art  d'inventer.  C'est 
ainsi  que  son  œuvre  est  assurée  d'une  vie  durable, 
et  qu'elle  se  relie  à  la  science  de  l'avenir. 

R.    BuiCVUD. 


[R4ao] 

SIK  LA  SOLlil()\  inXE  DIFFICULTÉ  QUI  SE  PKKSËME 
DA\S  LÉKIIIE  DE  L'ÉQLILIItKE  DU  IKEIIL; 

Pak  m.  a.  dk  SAINT-GER.VIAIN. 


On  sait  <pi(;  les  théories  de  la  i\Iécani(|ue  rationnelle, 
appli(|uées  à  des  solides  qu'on  suppose  absolument 
ri>;ides,  peuvent  conduire  à  des  résultats  inadmissibles 
pour  les  solides  naturels. 

Considérons,  par  exemple,  un  solide  en.  é(piilibre 
s'appujant  sur  un  |)lan  fixe  par  plus  de  trois  points  : 
la  Mécanique  rationnelle  conduit  à  ce  paradoxe  (pie 
les  f^randeiirs  des  pressions  aux  points  d'appui  sont 
iii(lélei'min<''es.  l/indéterminalion  disparaît  si  l'on 
suppose  le  solide  et  le  plan  susceptibles  de  légères 
déformations  (jui  provoquent  des  réactions  données 
|»iu-  la  théorie  de  l'Elasticité;  mais,  sans  recourir  ;'i  la 
théorie  générale,  on  a  montré  qu'il  est  facile  de  lever 
l'indélerminaliou  en  admettant,  pour  les  déformations 
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du  solide  el  du  plan,  ainsi  que  pour  les  réactions  élas- 
tiques, des  lois  particulières  et  très  simples;  voir,  par 
exemple,  Appell,  Mécanique,  t.  I,  page  148. 

Une  anomalie  du  même  genre  se  rencontre  quand 
on  étudie  les  conditions  d'équilibre  d'tjn  solide  qui  a 
deux  points  fixes,  A,  B,  et  que  je  désignerai  sous  le 
nom  de  treuil. 

Si  l'on  cherche,  à  l'aide  des  équations  de  la  Méca- 
nique, les  forces  qu'il  faudrait  appliquer  aux  points 
A,  B,  s'ils  étaient  libres,  pour  les  maintenir  fixes,  on 
trouve  que  les  projections  de  ces  forces  sur  AB  sont 
indéterminées  :  leur  somme  seule  est  connue.  Ici 
encore,  le  paradoxe  disparaît  si  l'on  suppose  le  Ireuil 
susceptible  de  légères  déformations  provoquant  des 
réactions  que  fera  connaître  la  théorie  générale  de 
l'Élasticité;  mais  je  ne  sache  pas  qu'on  ait  montré, 
comme  il  a  été  fait  pour  le  cas  précédent,  la  possibilité 
de  lever  très  facilement  l'indétermination  en  faisant 
des  hypothèses  simples  et  bien  acceptables  sur  les 
déformations  du  treuil  et  sur  les  réactions  élastiques 
cjui  en  résultent.  Je  me  propose  de  le  faire  pour  com- 
pléter, dans  une  certaine  mesure,  une  des  théories  les 
plus  élémentaires  de  la  Mécanique. 

.Je  suppose  la  loi  des  déformations  dont  le  Ireuil  est 
susceptible  telle  qu'une  quelconque,  ii,  de  ses  sections 
perpendiculaires  à  AB  ne  puisse  subir  qu'une  trans- 
lation parallèle  à  cette  droite,  et  dont  l'amplitude  soit 
égale  à  a,  comptée  positivement  dans  le  sens  de  AB, 
(juc  je  prends  pour  axe  des  z.  Considérons  les  sec- 
tions ilh,  Î^A+i ,  passant  par  les  points  M/t,  Ma+i  d'appli- 
cation de  deux  forces  extérieures,  dont  les  projections 
sur  OZ  soient  Z^  et  Z^^., ,  et  supposons  qu'aucune  autre 
force  extérieure  n'agisse  sur  la  tranche  du  treuil  com- 
prise entre  les  plans  de  Q/v  et  de  Qa+i.  Celte  tiauche 
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éprouvera,  dans  le  sens  de  OZ,  une  dilalalion  égale  à 
3,.^^,  _  ayt,  le  ;;  du   poinl  IM/;+,  étant  supérieur  à  celui 
de  M*  :  j'admets  (jue  celle  dilalalion  provoquera,  dans 
la  tranche  considérée,  une  tension 

parallèle  à  OZ  :  Q^  est  un  coefficient  donné,  qui 
dépend  de  l'élasticité  et  des  dimensions  de  la  tranche. 
Supposons  le  treuil  sollicité  par  n  forces  exlé- 
rieuies,  appliquées  en  des  points  M,,  Mo,  .  .  .,  M„  et 
ajanl  pour  composantes  suivant  OZ,  Z,,  Z^,...,  Z„. 
Soient  enfin  Zq  el  Z„^,  les  composantes  des  forces 
qu'il  faudrait  appliquer  aux  points  A,  B,  supposés 
libres,  pour  les  maintenir  fixes.  En  admettant  que  ces 
points  soient  aux  deux  extrémités  du  treuil,  nous 
voyons  que  les  deux  portions  de  ce  solide  comprises 
entre  le  point  A  et  le  plan  Q,,  d'une  part,  entre  le 
plan  i2„  et  le  point  B,  d'autre  pai'l,  sont  soumises  à  des 
tensions 

parallèles  à  OZ.  Les  tensions  des  autres  tranches  dans 
lesquelles  on  peut  décomposer  le  treuil  sont  données 
par  la  formule  (  i  ). 

Le  poinl  A  étant  en  équilibre,  on  a  l'équation 

(  VI  )  Zo  -H   p:r-   =  o. 

Envisageons  maintenant  la  portion  du  treuil  com- 
prise entre  le  point  A  et  la  section  Ciff  :  comme  elle  est 
en  équilibre,  la  somme  des  projections  sur  OZ  des 
forces  extérieures  Zo,  Z,,...,  Z;t  et  Ta  est  nulle  : 
remplaçant  T/^  par  sa  valeur  (  i  )  et  faisant  successive- 
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lenl  Â  égal  à  i,  a,  .  .  .,  n,  on  a  n  équations  : 


(3) 


Zo-f-  Z|-+- 

Zo-H  Z,-f-Z.2 


'1 


.    Zo-+- Z,4-..  .— Z„— — ^  =  o. 

On  obtient  une  (n  -+-  2)'''""'  équation  en  égalant  à 
zéro  la  somme  des  projections  de  toutes  les  forces 
extérieures  : 

(4)  Zo^-Z,-t-...+  Z„+Z„_^,  =0. 

Cela  posé,  chassons  les  dénominateurs  (^01  Qn-  •  m 
Q„  dans  les  équations  (2)  et  (3),  et  ajoutons  membre 
à  membre  toutes  les  équations  transformées  ;  on  voit 
que  les  a^  se  détruisent  deux  à  deux,  et  il  reste  l'équa- 
tion : 

j  (Qo+Qi  +  Q2+...+  Q«)Zo 

(5)  -H(Q,-+-Qî  +  ...-^Q„)Zi-^... 

(      -f-(Q„_i-4- Q„)Z„_i+ Q„Z„       =0. 

On  en  déduit  immédiatement  Z^.  Pour  avoir  Z„^i, 
on  multiplie  tous  les  termes  de  l'équation  (4)  par 
Oy  _f- Q, -f-,  ,  .4- Q„,  et  de  l'équation  ainsi  formée  on 
retranche  l'équation  (5)  :  il  reste 

/  QoZ, -i-(Qo-4-Q,)Z2-f-... 

(6)  j      -f-(Qo-+-Qi-<-----H  Q«-i)Z,i 

(       -t-(Qo+ QiH-----hQ«-i +Q/*)Z«+i  =  o; 

on  en  déduit  Z«^,  ;  les  réactions  en  A  et  B  sont  déter- 
minées sans  ambiguïté.  Enfin  les  équations  (2)  et  (3) 
permettront  de  calculer  successivement  les  déplace- 
ments a,,  7.2,  .  .  . ,  y.,i  des  sections  û,,  i2j,...,li«  par 
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rapport  aux  positions  qu'elles  occuperaient  si  le  treuil 
n'était  sollicité  par  aucune  force   extérieure  :  les  ten- 
sions auxquelles  sont  soumises  les  diverses  parties  du 
treuil  sont  alors  déterminées. 

On  pourrait  imaginer  que  les  extrémités  A,  B  du 
treuil  soient  liées  à  des  points  non  pas  absolument 
fixes,  mais  faisant  partie  des  masses  extérieures  et 
susceptibles  de  légers  déplacements.  Les  projections 
2^0)  =^«+1  de  ces  déplacements  sur  OZ  seraient  deux 
nouvelles  inconnues,  mais  on  pourrait  admettre  que 
les  composantes  Zq,  Z„^.(  soient  de  la  forme 

rj      *0  y  '^n+\ 

A  jJ. 

•et  le  problème  resterait  déterminé.  Il  est  facile  de  voir 
comment  se  modifieraient  les  équations  que  j'ai  éta- 
blies; je  me  contenterai  de  dire  que,  dans  les  équa- 
tions (5)  et  (6),  les  coefficients  des  diverses  compo- 
santes Zq,  Z,,...,  Z«,  Zrt^i  qui  j  figurent  seraient 
augmentés  de  À -[-a;  Zo  et  Z„^,  seraient  encore  bien 
déterminées. 


ÉTUDE  DU  TORE  RAPPORTÉ  AUX  CERCLES 
D'YVO\  VILLARCEAU  ;      . 

1*AR  M.  J.   HAAG. 


On  sait  que  tout  plan  bitangent  à  un  tore  le  coupe 
suivant  deux  cercles.  Quand  ce  plan  tourne  autour 
de  l'axe  de  révolution,  les  deux  cercles  en  question 
engendrent  chacun  une  famille  de  cercles.  Nous  nous 
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proposons  d'étudier   le    loie    en    prenant   ces    cercles 
comni£  courbes  coordonnées. 

Calcul  des  coordonnées  d'un  point  quelconque. 
—  Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  de  révolution  et  pour 
axes  des  x  el  des  y  deux  diamètres  rectangulaires  de 

Fig.  I. 


l'équaleur.  Soit  OC  =  «  la  distance  à  l'axe  du  centre 
dn  cercle  générateur.   Soit  a  l'angle  COB,  que  nous 

supposerons  positif  et  plus  petit  que  -•  (Nous  n'étu- 
dierons évidemment  que  les  tores  à  points  coniques 
imaginaires.)  Le  ra}'on  CB  =  R  du  cercle  générateur 
est  égal  à  a  sina. 

Ceci  étant,  le  planyOB  coupe  le  tore  suivant  deux 
cercles  de  ra_)on  commun  a  et  dont  les  centres  sont 
sur  Oy  et  ont  pour  ordonnée  :  le  premier  -f-  R,  le 
second  — R,  comme  on  le  vérifie  sans  difficulté.  Sup- 
posons qu'on  fasse  tourner  le  premier  d'un  angle  u' 
autour  de  O;;  et  le  second  d'un  angle  i''.  On  obtiendra 
deux  nouveaux  cercles  (u)  et  (c)  dont  les  équations 
seront  respectivement 


(tt) 


X  cosu  -\- y  sin  u  —  z  cota  =  o, 

(a:H-  R  sin«')'-i-  (^—  Rcos «')*-!-  «»=«*, 


("7) 
cl 

I  j?  cosi»'-!-/ sinv' — 3cola  =  o,  , 

(v)  { 

I  ( X  —  R  sin  v' )^ -i- ( y ->:- R  cos  i>' )^ -h  z'^  =  a^ . 

On  Iroiive,  par  un  calcul  facile,  cjue  ces  qualre  équa- 
tions sonl  compatibles  et  admettent  les  deux  solutions 
suivantes,  où  nous  avons  posé,  pour  simplifier,  u' =  211. 
♦''=■>,('  : 

cos  (u  -+-  1' ) 


X  =  a  cos^a 
y  =z  a  cos*  a 
3  =  K  cos  a 


sina  sin(  {/  —  c) 
sin(  K  -I-  f  ) 
I  ±  sin  a  sin(i<  —  f) 

cos  (u  —  t'  ) 
I  zh  sina  sin  (  ?<  —  r) 


Il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  points  ainsi  obtenus 
se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  une  inversion  de 
centre  O  et  de  puissance  «•^cos^a.  On  peut  d'ailleurs 
se  borner  à  prendre  le  signe  -f-  par  exemple  dans  les 
formules  précédentes,  comme  on  le  voit,  en  échangeant 
les  valeurs  de  u  et  v.  ÏNous  obtenons  alors  les  formules 
suivantes  : 


•  =  a  cos* a 
(I)  y  z=  a  cos^a 

=  R  cos  a 


cos(  u  -h  v) 


I  -}-  sin  a  sin(;/  —  v  ) 

sin(«  -f-  i^) 
I  -f-  sin  a  sin(  u  —  r  ) 

cos(  u  —  i-  ) 
I  H-  sina  sin  (m  —  «-■  ) 


qui  peuvent   encore   s'écrire,   en  posant  u -h  v  =  h  et 
it  —  t'  =  /, 

[   X  =  a  cos*  a 

(  II  )  i  y  —  a  cos* a 

^  ^  K  cos  a 

I  -i-  SMi  X  sin  < 


cos  6 

1  -H  sina  sin  t 

sinO 

1  -H  sin  a  sin/ 

cos/ 

(  "8  ) 
Ces  formules  (II)  monlrent  que  h  est  l'angle  du 
plan  &0a:  avec  le  plan  ^OM.  Quant  à  l'angle  t,  on 
peut  en  donner  des  inlevprélations  géométriques  di- 
rectes plus  ou  moins  simples,  mais  dont  aucune  ne 
nous  a  paru  intéressante.  En  tous  cas,  les  courbes 
^  1=  consl.  sont  les  méridiens  et  les  courbes  /  =  const. 
sont  les  parallèles. 

Sphère  contenant  les  deux  cercles  (a)  et  (v).  — 
On  trouve,  par  un  calcul  simple,  que  cette  sphère  a 
pour  équation 

i     o  o         .-,        2  a 

\  x^ -\-  y^ -\-  Z^ -\ : 

(i)  '  sin^ 

(     X  (a?sinacos  ^-t-j'sin  asin  /  —  ^cosacos  t)  —  a^cos-a  =  o. 

Elle  est  tangente  au  tore  aux.  deux  points  (0,  t)  et 
(9,  —  ^),  d'après  ce  qui  a  été  vu  plus  haut.  Remar- 
quons en  passant  que  ces  deu\  points  étant  inverses 
l'un  de  l'autre,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  pour 
avoir  l'inverse  d'une  courbe  donnée  par  son  équation 
en  (t,  6),  il  suffit  de  changer  t  en  —  /  dans  celte 
équation.  Si  l'équation  ne  change  pas,  on  aura  une 
courbe  anallagmatlque  par  rapport  à  l'origine. 

L'équation  (i)  nous  permet  d'avoir  simplement 
l'équation  du  plan  tangent  au  tore  au  point  (0,  t).  Il 
suffit  de  prendre  le  plan  langent  en  ce  point  à  la  sphère. 
On  obtient  ainsi 

(  (sina  -f-  siii  O  (^X  cosO  -+-  Y  sinO;  — Z  cosa  cost 
(2)    i 

(  —  a  cos-a  smt  =  o. 

Correspondance  entre  les  points  du  tore  et  les 
droites  du  plan  des  xy.  —  Soit  U  le  point  déduit  du 

centre  du  cercle  [u)  en  le  faisant  tourner  de  —  -  dans 


(   >'9  ) 
le  plan  des  xy.   Soit  de  même  V  le  point  déduit  du 

centre  du   cercle  (i')   par  une  rotation   de   H — '>  Les 

coordonnées  de  U  sont  (R  cos  2  u^  R  sin  2 11^  o)  et  celles 
de  V  sont  (Rcos2t',  Rsin2i',  o).  Nous  allons  faire 
correspondre  au  point  M  [u,  v)  la  droite  D,  obtenue 
en  joignant  les  deux  points  U  et  V.  Cette  droite  a  pour 
équation,  comme  on  le  vérifie  aisément, 

(D)  a*  cos 6  H- j' sin 6  —  Rco«^  =  o. 

Nous  allons  établir  immédiatement  une  propriété  de 
la  correspondance  ainsi  établie. 

Théorème.  —  Le  plan  mené  par  O  perpendicu- 
laire à  OM  coupe  un  plan  fixe  perpendiculaire 
àOz  suivant  une  droite  qui  se  projette  suivant  la 
droite  D  sur  le  plan  des  Xf. 

En  effet,   l'équation   du  plan  perpendiculaire  à  OM 

mené  par  O  est  visiblement 

„  .    .  Rcos/ 

X  cos  a  -f-  V  sin  9  -H  ^ =  o. 

acosa 

Or,  si  dans  ce  plan  on  fait  :;  =  —  a  cos  a,  on  retombe 
sur  l'équation  (D).  Donc  le  théorème  est  démontré  et 
le  plan  fixe  en  queslioii  a  pour  équation  z  =  —  a  cosa. 
C'est  le  plan  parallèle  à  xOy,  au-dessous  de  ce  plan 
et  à  une  distance  égale  à  la  tangente  OB.  Nous  rap[)el- 
lerons  dans  la  suite  le  plan  (II). 

Du  théorème  précédent,  nous  allons  tirer  la  consé- 
quence suivante  : 

Théorème.  —  Si  la  droite  D  enveloppe  une 
courbe  S,  le  point  M  décrit  une  courbe  située  sur 
un  cône  de  sommet  O  et  dont  la  base  dans  le 
plan  (II)  est  polaire  réciproque  de  la  projection  de 
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S  sur  le  même  plan,  par  rapport  à  un  cercle  fixe  V 
de  ce  plan. 

Prenons  en  efiel  pour  plan  de  figure  le  plan  zOM. 

Fig.    3. 


Désignons  par  (II)  el  D  les  iraces  du  plan  (II)  et  de  la 
droite  D.  Soient  E  la  trace  de  OM  sur  (II)  et  I  la  trace 
de  Oz.  On  a  évidemment 


ID'.IE  =  — 01    =— a^cosîa. 

Ceci  suffit  pour  montrer  que  E  décrit  la  polaire  réci- 
proque de  l'enveloppe  de  la  droite  D',  projection  de 
D  sur  (n);  le  cercle  directeur  a^ant  pour  centre  I  el 
un  rajon  imaginaire  égal  à  mcosa.  Si  l'on  voulait  un 
cercle  directeur  réel,  il  suffirait  de  rem[)lacer  le  plan  (II) 
par  son  symétrique  par  rapport  au  pian  des  xy. 

il  résulte  de  ce  ihéorcme  une  manière  très  simple 
de  se  rendre  compte  de  la  forme  d'une  courbe  du  tore 
donnée  par  son  équation  en  l  el  0.  En  mettant  cette 
équation  sous  la  forme  Rcos<  z=y(9),  on  aura  l'équa- 
tion de  la  droite  D  sous  la  forme  canonique.  On  cher- 
cliera  ensuite  la  polaire  réciproque  de  l'enveloppe  de 
cette  droite,  ce  qui  se  fera  immédiatement  en  passant 
en  coordonnées  polaires,  et  l'on  aura  une  perspective 
de  la  courbe  du  tore.  Il  est  bien  évident,  d'ailleurs, 
que  la  droite  D  joue  ici  un  rôle   accessoire;   mais  il 
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peul.  se  faire  cependant  que  sa  délinilion  simple  per- 
nielle  de  Iroiner  immédialemenl  dans  certains  cas  la 
courbe  S,  comme  nous  en  verrons  un  exemple. 

Elément  linéaire.    —    Si    l'on  appelle  /•  le   rajon 
d'un  parallèle,  on  a 


ds-^=  dr'^^dz^-^  r-clH^. 


Or, 


et 


i;  =  R  cosa 


sina  sin  t 
co?.t 


i  ^  sinx  sin^ 
On  en  déduit  aisément 

fis'- =  -. : -(cos'arfOî-h  sin^arf/M 

(  I  -I-  sina  sin^j2 

«-COS- a  ,   ,         ,  „  ,     , 

(  au-  -+-  av-  -+-  2  du  dv  cos  2  a). 


[i  -t-  sina  sin(  u  —  v  )|"^ 


(^etle  formule  montre  rpTon  peut  faire  une  carte  du 
tore  de  façon  à  faire  correspondre  aux  cercles  de  Vil- 
larceau  deux  séries  de  droites  parallèles.  Il  suffira  par 
exemple  de  prendre  deux  axes  de  coordonnées  OX 
et  OY  se  coupant  sous  l'angle  2a,  et  de  poser  X  =  u 
et  Y  =  r.  Les  cercles  u  auront  pour  images  des  paral- 
lèles à  OY  et  les  cercles  p-  des  parallèles  à  OX.  On  en 
déduit  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

Théorémk.  —  Deux  cercles  do  Villarceau  de  fa- 
milles différentes  se  coupent  sous  un  angle  constant 
égal  à  ■>a  (  '  ). 

(  '  )  Ceci  peut  s'établir  géométriquement  en  faisant  une  inversion 
de  centre  situé  à  l'intersection  de  Oz  avec  la  sphère  contenant  les 
deux  cercles  en  question  et  en  considérant  ensuite  deux  cercles 
symétriques  par  rapport  au  plan  des  xy. 
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Dans  le  cas  particulier  où  a  =  ->  les  cercles  de  Vil- 

4 

larceau    forment   un   réseau  orthogonal  et  isotherme. 
De  ce  qui  précède  résulte  immédiatement /'e^Mrt^/o/? 
générale  des  loxodromies  du  tore.  Cette  équation  esl 
de  la  forme 

A«  -H  Bc  -f-  C  =  o, 

A,  B,  G  désignant  des  constantes  quelconques.  Si 
Ton  appelle  V  l'angle  d'une  telle  courbe  avec  le 
cercle  (m)  ('),  on  a  d'ailleurs 

_,  Asin2a 

tangV  = 


B  —  A  cos  5>  a 

et  l'équation  précédente  devient 

M  sin  V  H- t' sin  (  2  a  +  V  j -(- G  =  o. 

Il  esl  facile  de  voir  ce  que  sont  ces  loxodromies  en 
passant  par  Tinlermédiaire  des  droites  (D).  Ces  droites 
coupent  en  effet  le  cercle  (v)  de  centre  O  et  de  rayon  K 
en  des  points  U  et  V  d'angles  polaires  iu  et  iv.  Or 
on  sait  que,  s'il  existe  une  relation  linéaire  quelconque 
entre  ces  angles  polaires,  la  droite  UV  enveloppe  une 
hjpocycloïde  ou  une  épicycloïde.  Si  l'on  appelle  d'ail- 
leurs tu  le  rapport  du  rayon  du  cercle  base  au  rayon 
du  cercle  roulette,  ce  rapport  étant  positif  pour  une 
épicycloïde  et  négatif  pour  une  hypocycloïde,  on  a 

A -H  B  2  cosa  sin(a -+- V) 


sin  (ia  -+•  V) 


(')  Cet  angle  est  compté  positivement  dans  le  sens  dans  lequel 
il  faut  faire  tourner  la  tangente  au  cercle  (m)  de  l'angle  ^a  pour 
l'amener  sur  la  tangente  au  cercle  (^v). 


(   '^3  ) 
d'où  l'on  tire  iiiverseinenl 


tang(a-f-\  )  =  —  langa('). 


Enfm  le  cercle  (  v)  est,  comme  on  sait,  le  cercle  sur 
lequel  roule  en  glissant  le  cercle  roulette.  L'enveloppe 
de  (D)  est  ainsi  parfaitement  définie  pour  une  valeur 
donnée  de  V,  à  une  rotation  près  autour  de  O^.  Nous 
pouvons  dès  lors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  loxodromies  du  love  sont  toutes 
sur  (les  cônes  ayant  pour  bases  des  polaires  réci- 
proques d' hj'pocycloïdes  ou  d'épicycloïdes. 

Comme  vérifications,  on  trouvem  =  o  pour  V=:  —  a, 
ce  qui  donne  les  droites  D  tangentes  à  y  et  par  suite 
les  parallèles  sur  le  tore,  comme  il  est  facile  de  le  voir. 

Pour  V  =  ±  -  —  a,  on  trouve  m  =^  —  2,  ce  qui  donne 

des  droites  D  parallèles  et,  par  suite,  des  méridiens 
sur  le  tore.  Pour  V  ^  o,  on  a  //?  =  —  i ,  ce  qui  donne 
des  droites  D  pour  lesquelles  le  point  U  est  fixe  et, 
par  suite,  les  cercles  (^«).  De  même,  pour  V=  —  2  a, 
m  =  oc;  on  retrouve  les  cercles  (^'). 

Courbure  géodésique  des  cercles  de  Villarceau. 
—  La  forme  simple  de  l'élément  linéaire  donne  l'idée 
de  calculer  la  courbure  géodésique  des  courbes 

u  =  const.         et         p  =  consl. 

On  trouve,  en  appliquant  une  formule  connue, 

(I  a 


(•<I5(»  l'  )  cos/ 


(')  Pour  a  =  -,  on  a  taiig  V  =  —  (m  -)- 1). 


(     '2^    ) 

D'autre  part,  si  l'on  appelle  (o  l'angle  du  plan  tan- 
gent au  tore  avec  le  plan  du  cercle  considéré,  on  a, 
en  se  rappelant  que  le  rajon  d'un  cercle  de  Villarceau 
est  égal  à  «, 


COS  OJ 


ou 


D'où 

COSIO  =  COS/, 
OJ  =    t. 

D'où  le  lliéorème  suivant  : 

Théorème.  —  L'angle  du  plan  tangent  en  un 
point  avec  le  plan  de  chacun  des  deux  cercles  qui  y 
passent  est  égal  au  double  de  l'angle  des  plans  mé- 
ridiens perpendiculaires  aux  plans  des  deux  cercles. 

Lignes  asymptotiques  du  tore.  —  Le  théorème 
précédent  nous  permet  de  calculer  inimédiatemenl 
la  courbure  normale  de  la  surface  en  un  point  M(w,  i- ) 
dans  les  directions  du  =  o  ou  dv  =z  o.  On  trouve  sans 
difficulté 

I  _       sin  / 

en  prenant  comme  sens  positif  sur  la  normale  celui 
qui  va  de  M  au  centre  du  cercle  générateur.  D'autre 
part,  si  (p  désigne  l'angle  de  la  tangente  au  parallèle 
de  M  avec  la  tangente  à  une  courbe  quelconque  passant 
par  M,  on  a,  d'après  la  formule  d"Etilcr, 

-  =  _cos^o ---..„-.. 
En  faisant  -^  =  a,  on  doit  trouver 

a 
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d'où  Ton  lire 

— -  = r-  (sina  -t-  siiW). 

Kl  a  cos'a 

La  fonmilc  d'Euler  devieiil  alors 

-  =  —  sin^u (sin  a  -+-  sinn  cos^o. 

:        R  '        acos*a  ' 

l\)tir  une  ligne  asvmplolique,  on  a  donc 

sin^cp  — (  SI  11  a  -i-sinn  cos^'i  =  o. 

«ma  '        cos-a 

iJ'aiilre  part,  on  a  aisétnenl 

dt 

(i)  taii-'i  =  tanga— . 

D'où  Téquation  des  lignes  asymploliques 

Celle  équation  peiil  être  obtenue  directement  en 
parlant  des  coordonnées  homogènes  d'un  point  ou  d'un 
plan  tangent  quelconque  du  lore  et  applicjuant  la 
formide  connue.  Mais  o«  a  des  calculs  plus  compliqués 
(pie  par  la  méthode  précédente. 

Celle  équation  s'écrit 


V 


sin  t 
sina 


lille  s'intègre  parles  fondions  elliptiques.  On  trouve 
aisémenl  l'équation  suivante 

(5)  dn$cos(^-0-=±sin(^-^), 
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où  l'on  a  posé 

s/i  «in  a 
et  où  le  module  de  la  fonction  dnç  est 

k  =  cos  {-, 1  • 

On  arrive,  comme  on  voit,  à  une  équation  très 
simple,  qui  permet  de  se  rendre  compte  immédiatement 
de  la  forme  de  la  courbe.  En  prenant,  par  exemple, 
60=0  et  prenant  le  signe  -\-  dans  l'équation  (5),  on  a 
la  ligne  asymplolique  qui  passe  par  le  point  le  plus 
haut  de  la  méridienne  de  droite  du  plan  des  zx.  En 
tenant  compte  de  la  formule  (4),  qui  peut  maintenant 
s'écrire 


tangç  =  tangai/  i -t : — , 

'  V  %\n'x 

on  a  en  chaque  point  l'angle  cp  de  la  tangente  à  la 
courbe  avec  le  parallèle,  ce  qui  permet  d'étudier  très 
exactement  la  forme  de  la  courbe.  On  voit  ainsi  qu'elle 
part  tangentiellement  au  parallèle  supérieur,  coupe  le 
parallèle  engendré  par  B  sous  l'angle  a,  puis  arrive  à 
l'équateur,  pour  0  =  ^2)  avec 


J      v^sina  -+-  sint 


Pour  avoir  le  reste  de  la  courbe,  il  suffit  de  faire 
une  symétrie  par  lapport  au  rayon  passant  par  le 
point  (62,  1),  puis  par  rapport  à  tous  les  plans  définis 
par  l'angle  0  =  ikH^-  1-a  courbe  est  tangente  au  paral- 
lèle  supérieur  aux    points    0  =  4/1^2?   et   au    parallèle 


(   '•-^7  ) 
infcMieiir  iiiix  points  0  =  (4  A" -H '^)^2-   La  courbe  ne  se 
("(  rnieia  cjne  si  Oo  est  commensurable  avec  tz. 

Mouvement  dun point  qui  dècriraiL  une  asymplo- 
lique.  —  La  forme  de  celle  combe,  qni  ressemble  à 
celle  d'un  monvemenl  pendulaire,  condiiil  à  penser 
(lu'elle  sera  décrile  par  un  mobile  soumis  à  une  loi  de 
forces  simple.  On  trouve,  en  efTel,  sans  difficullé,  le 
ihéorèmc  suivant  : 

Théouème.  —  Si  un  mobile  glissant  sans  frot- 
tement sur  la  sur/ace  du  tore  est  attiré  par  l'axe 

suivant  la  force  -^,  le  mobile  décrira  une  asrnipto- 

tique,  pourK'u  que  la  vitesse  initiale  satisfasse  aux 
deux  conditions  suivantes  : 

,  , ,      ,  i\  ,  2  X 

A  désigne  une  constante  arbitraire  et  m  la  masse  du 
mobile;  /•  est  sa  dislance  à  l'axe.  On  peut  remarquer 
<|iie  pour  une  même  loi  de  forces  la  vitesse  initiale  ne 
dépend  pas  du  tore;  elle  ne  dépend  que  de  la  distance 
initiale  du  mobile  à  l'axe.  La  constante  des  aires  ne 
dépend  pas,  au  conlra'ire,  de  celte  dislance  initiale; 
elle  ne  dépend  que  de  la  dislance  a  du  centre  du 
cercle  générateur  à  l'axe. 

Longueur  d'un  arc  d'asymptotique.  —  Il  suffit 
de  remplacer  dans  l'élément  linéaire  de  la  surface  dh 
par  sa  valeur  en  fonction  de  t  et  dt.  On  trouve  alors 
qu'en  posant 


-  1    /   ■>■ 
a\    sina 


eljiicnanl  l'origine  des  arcs  sur  le  paiailèlc  du  j)oint  H, 


(   1-^8  ) 


on  a 


:n(j  =  tangf  y ): 


le  module  de  cnir  étant  d'ailleurs  —jz.- 

v/2 


Géodésiques  du  tore.  —   Elles  nous  sont  données 
par  la  formule  de  Clairaul  : 

/•  sin  t  =  B         (  B  =  const.). 

On  en  déduit  aisément  l'équation  suivante,  où  nous 

avons  pose  c  =  n  — : A> 

'  sina 

A  tangai  I -4- sina  sin/)c^< 
«"J  =  —  —  > 

/i  —  A2(i  H- sina  sin  f  )2 

qui  s'intègre  encore  par  les  fonctions  elliptiques.  Indi- 
quons simplement  les  résultats. 


Premier  cas  .*  A  <  : —  Si  ).  désigne  un  pa- 

I  4-  SI  n  a  ^  ^ 

ramètre   variable,    les  équations    paramétriques   de   la 

géodésique  qui  correspond,  à  une  rolalion  près,  à  une 

valeur  donnée  de  A,  sont 


I  -+-  SI 


nasin/  =  —  -^-t-lfr-f-   -j    —  sin^a 


i 

I  •+-  sin  a  -+-  — 

A 

sn'A  -    ^ — 


tan^'a  A^  "^  .ir  J„    sm^a  _ /i^ 

/  •  \'        •    ,     r  I       ^{b~\) 

\,sr  ir  \_\M\ùsn'b       h^J  2sn6sn'6 


avec 


-Wii'H'- 


s  11  6  =  /» . 


I 

«ma  -t-  — 


Les  fonctions  î^  et  t  inlroduiles  dans  le  oroclicl 
sont  les  fonctions  bien  connues  relatives  à  la  fonc- 
tion s  n  A  (|ni  entre  ('ans  ces  équalions  et  dont  le  module 
est 


k  =  7. 


A  [(!.. „,)'-.] 


Second  cas  :  A  >>  -. —  On  a  alors  les  équa- 

I  -T-  sina  ' 

lions  suivantes  : 


r'       dl 

I     $n"-l  —  h' 


ir^X- A'2 


■Uj^i-^in.,  ^^ 


\\'    sina  j/A  «in  a  L       sn6'?-n'6'        A'2/ 

7(6'—  À)' 


rr r77  lO"  n ^ 

9. snè  sn'6       ^p(^'-)-A)J 


avec 


\ 


,,,^ 


\  .\(  sina  —  1)^1 


^nù=h',         k^j 


Cas  intcrniécliaire  :  A=  : —  11  y  a  ylors 

I  -f-  snia  '' 

dégénérchcence.  On  trouve,  dans  ce  cas,   les  équalions 
Ami.  lie   Matlwmat.,  l\'  série,  l.  VU.  (Mars  1907.)  9 


(   i3o  ) 
suivantes,  où  s  désigne  un  paramètre  variable 


cos     — 


T  f\  ,  2 


s  h  -^ 


ta  ni;  a      /i  +  sina  , 
0  =  X  taiiira  -J-  ^ — 1  /  : loj 


S  h 


yo — cp 


en  posant 


s  II 

2 

sli  -^—  =v^sin  a. 


[L^lTd] 
QUASI  DÉVELOPPÉES  DES  SURFACES  DU  SECOIVD  ORDRE  ; 

Par  m.  D.  TABA.GOFF. 


Dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques 
(4®  série,  mars  iQoS,  page  97)  M.  Arthur  Maluski  a 
publié  des  considérations  très  élégantes  sur  les  quasi- 
développées  des  sections  coniques.  En  suivant  sa  mé- 
thode, nous  allons  étendre  ses  recherches  aux  quasi- 
développées  des  surfaces  de  second  ordre.  Pour  définir 
ime  quasi-développée  d'une  surface  (S)  du  second 
ordre  par  rapport  à  une  autre  surface  du  second  ordre 
(S'),  nous  établirons  une  correspondance  univoque 
entre  chaque  plan  langent  à  (S)  avec  un  autre  plan. 
En  efTet,  soit  (a)  le  plan  tangent  en  un  point  (M)  de  (S). 
Ce  point  (M)  a  toujours  un  plan  polaire  (II)  par  rap- 
port à  la  surface  (S').  Appelons  [cl)  la  droite  d'inter- 
section des  deux  plans  (II)  et  (a).  Il  est  évident  qu'on 
peut  mener  par  (M)  seulement   un  plan  (a'),  parallèle 


(  ■•^'  ) 

il  ((/)  el  conjugué  à  (a)  par  rapport  à  la  surface  (S'). 
Il  suit  de  là  que,  si  le  point  (M)  décrit  la  surface  (S), 
le  plan  (a')  ainsi  choisi  envelop[)era  une  surface  (Q) 
f|ue  nous  appellerons  qaasi-déi'eloppée  de  (S)  par 
rapport  à  (S').  En  nous  rappelant  que,  par  définition, 
(a')  passe  par  le  pôle  de  (a)  par  rapport  à  (S'),  et  que 
le  pôle  de  (a')  par  rapport  à  (S')  est  un  point  situé  sur 
le  cône  circonscrit  à  la  surface  (S)  et  ayant  pour  base 
Tintersection  de  (a')  avec  (S),  nous  pouvons  aborder 
l'étude  de  la  surface  en  question. 

L'équation  générale  d'une  suiface  (S)  du  second  de- 
gré en  coordonnées  tétraédriques  est 

-t-  icii^xy-^  laiiorz  -h  lai-.xt 

-t-  2aj3j'2  -+-  la^yt  -+-  la^^  zt  =  o. 

Soit 


(i) 


ur  -T-  vy  -+-  »'z  -\-  rt  =i  o 


ré<|ualion  du  plan  (a'). 

D'autre  part,  l'équation  du  cône  circonscrit  à  la  sur- 
face (S),  et  qui  a  pour  base  le  plan  (a'),  est  la  sui- 
vante : 

(3)         HF(j7.  y,  z,  t)  ■Jrliux  ^  vy -h  «l'z  -+-  rty  =  o, 
où  0  est  le  discriminant  de  F{x^y,  z,  t)  et 

«11  «12  «13  «IV  " 

«21  «22  «23  «2i  '' 

H    =        «;u  «32  «33  «34  <»^ 

«41  «42  «43  «44  '" 

U  V  H'           r  O 


Soit 


<!>(  u.  V.  »',  /•)  =  () 


(  «02  ) 

l'équalion  tangenlielle  de  la  suilace  (S').  D'après  les 
explications  que  nous  avons  données  au  début,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  coordonnées  du  pôle  de  (a)  par  rap- 
port à  (S')  satisfassent  à  l'équation  (3).  Ces  coordon- 
nées sont  données  par  les  relations 

(4)  ^  =  *'„,     j-^*:,,     -  =  *.;.,     t  =  K- 

La  condition  cherchée  sera 

(5)  HF(*;,,  *;,,*,;,,  *;.)-i-.io[*(u.  v,  »>,  /•)]2  =  o. 

11  s'ensuit  que  la  surface  définie  au  comnieticeuient 
est  de  quatrième  classe. 

Remarque.  —  Si  les  deu\  surfaces  sont  tangentes 
en  un  point  (M),  la  surface  (o)  se  décompose  en  un 
point  (M)  et  une  surface  de  troisième  classe.  Si  les 
surfaces  (S)  et  (S')  sont  bilangenles,  la  surface  (5)  se 
décompose  en  deux  points  et  une  surface  de  seconde 
classe.  Enfin,  si  les  surfaces  (S)  et  (S')  se  coupent, 
il  est  clair  que  la  courbe  d'intersection  appartiendra  à 
la  surface  (5). 

Rapportons  maintenant  les  surfaces  (S)  et  (S')  à 
leur  tétraèdre  conjugué  commun,  de  façon  qu'on  ait 

¥ix.y,z,   t)^ax^    -+- i>y-   -i- cz'^    -\- df^     =0, 
<ï>(  II,  V.  IV,  /•  )  =:  a,  «2  -+-  6|  ('2  -f-  C|  «'2  -f-  </j  /-î  =  o. 

Dans  ce  cas,  nous  avons 

4>u  =  v>  rt  1  w ,        *[,  =  ■>.  h  1  »•.        i>,',.  =  •>. c,  »'.        ^',.  —  i.  di  /•, 
F(  *'„.  '!>;,,  *,;.,  <ï>;,)  =  4  \aa\  n^  -+-  l>h]  v'^  -t-  ce]  «v»  ■+-  (fd\  /•>], 


H=: 


a 

0 

0 

0 

u 

0 

b 

0 

0 

c 

0 

0 

c 

0 

IC 

0 

0 

0 

d 

/■ 

li 

t^ 

w 

r 

0 

=  —  abc/'^  —  abdw- —  acdv^  —  bcdu^, 


l    '33  ) 


et 


8  = 


a  o  (>  o 
0600 
00  c  o 
00      o     d 


=  abcd. 


Après  la  siibslilulion  de  ces  valeurs  dans  léqua- 
lion  (5),  nous  obtiendrons  l'étjuation  tangenlielle  de 
la  surface  quasi-développée.  Son  équation  sera 

I    cd{aai  —  IjÙi  )-  it'-v--+-  bd{  aax  —  cci  y  a-  w- 
V)   <        -hbciadi  —  ddi  }-u- r-^  ad{bbi  —  cci)-v-iv- 

'       +  aci  bbi  —  ddi  )-('*/---t-  ab{cci  —  ddif  w-r-  =0 


(V)  A  f/"-t'--4-  H</-iv-  — Gh- /'--^  D^'■-  w--i-Ep-r-  -t-F  »•"-  r- 


en  posant 


A  =  ry/(  rtrti  —  661  )"-, 
G  =  bc( acti  —  ddi  )-, 
E  =  acibbi  —  dd,  )^ 


B  =  bdi  aai  —  cti  )-, 
D  =  adi  bbi  —  ccx  )-, 
¥  =  ab  (  cci  —  ddi  )- 


CERTIFICATS  DE  CALCIt  DIFFEKE\TIEL  ET  l\TÉGHAL. 


Bordeaux. 

Épreuve  théorique.  —  On  donne  les  deux  paraboles  qui, 
dans  un  système  d'axes  rectangulaires,  ont  pour  équa- 
tions 

(z  —  a  y-  —  •j.px  —  o,         {z  —  bf—?.qy  =  o, 
j  =  o:  ^  =  0. 

Les  droites  s'appurant  sur  ces  courbes  dépendent  de  deux 
paramètres.  Si  l'on  établit  entre  ces  paramètres  une  re- 


(  '^4  ) 

lation  convenable,  les  droites  considérées  engendrent  une 
surface  développable. 

i°  Déterminer  les  surfaces  développables  ainsi  obtenues; 

2"  //  existe  une  de  ces  surfaces  développables  qui  ne  se 
réduit  pas,  en  général,  à  un  cône.  Soient  S  cette  surface, 
M  un  point  de  l'arête  de  rebrousse  ment  de  cette  surface,  P  le 
point  où  le  plan  osculateur  en  M  à  l'arête  de  rebrousse- 
ment  rencontre  l'axe  Oz.  Si  t  désigne  la  troisième  coor- 
donnée z  du  point  P,  exprimer  les  coordonnées  du  point  M 
en  fonction  de  t. 

3°  Le  plan  osculateur  en  M  à  l'arête  de  rebroussement 
de  la  surface  S  coupe  le  plan  xOy  suivant  une  droite  A 
qui  a  une  enveloppe  C.  Soit  N  le  point  où  la  droite  A  touche 
son  enveloppe  G.  Exprimer  les  coordonnées  de  N  en  fonc- 
tion de  t. 

4°   Que  devient  la  développable  S  lorsque  a  =  b? 

Epreuve  phatique.  —  Calculer  l'intégrale  triple 
I  I  I  (îx  -{-  3y-h6zy  dx  dy  dz, 

prise  à  l'intérieur  du  volume  limité  par  l'ellipsoïde  qui, 
dans  un  système  d'axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

h-  ^  -+-s«  —  I  =  o. 

9  » 

(Juillet  igof)  ) 

Epreuve  théorique.  —  Soit  le  paraboloïde  S  dont  les 
coordonnées  d'un  point  variable  s'expriment  en  fonction 
des  deux  paramètres  X  e/  <f  par  les  formules 

X  =  i\p  COS(p, 
y  =  i\q  sin«p, 
z  =  iX^ip  cos^ep  -f-  q  sin*(f), 

p,  q  désignant  des  constantes  données. 

1°  Quelle  relation  faut-il  établir  entre  X  et  <p  pour  que 
la  courbe  correspondante  C,  tracée  sur  la  surface  S,  soit 
telle  que  le  plan  tangent  à  la  surface  S  le  long  de  cette 
courbe  fasse  un  angle  constant  avec  le  plan  des  xy! 


(   '35  ) 

2°  Soit  G  /'une  de  ces  courbes;  le  plan  tancent  à  S  le 
lonff  de  G  engendre  une  surface  dé\'eloppable  S.  Montrer 
que  les  génératrices  de  cette  développable  font  un  angle 
constant  avec  Os.  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point 
de  l'arête  de  rebrousse  ment  en  fonction  du  paramètre  o. 

3"  Déterminer  sur  la  développable  S  les  courbes  qui,  en 
chaque  point,  sont  normales  à  la  génératrice  (de  £)  pas- 
sant par  ce  point.  Montrer  que  ces  courbes  sont  planes  et 
que  leurs  projections  sur  le  plan  des  xy  ont  pour  déve- 
loppée la  projection  sur  ce  même  plan  de  l'arête  de  re- 
brousse ment  de  S. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 

f~^*      x{\-\-x)dx 
^^         {\-^  IX  -^■i.x'^)^' 

Epreuve  théorique.  —  I.  Énoncer  et  démontrer  le  théo- 
rème des  résidus  relatif  à  l'intégrale  j  f{z)  dz,  prise  le 

long  d'un  contour  fermé,  à  l'intérieur  duquel  f(z)  est 
uniforme  et  n'admet  que  des  singularités  isolées.  Appli- 
cation à  l'intégrale 


f 


dz 


(  -  —  I  )M  -  —  •■i  f  y/^  -f-  5 


prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon  \  ayant  pour  centre 
l'origine. 

II.   Un  plan  a  pour  équation  en  coordonnées   rectangu- 
laires 

X  cos6  coscp  -i-  Y  cosO  siriîp  -i-  Z  sinO  =y(  0), 

où  0  et  cp  sont  deux  paramètres  variables  indépendants,  et 
/(6)  une  fonction  donnée  du  seul  paramètre  0.  Déter- 
miner en  fonction  de  0  et  <p  les  coordonnées  d'un  point  de 
contact  de  ce  plan  avec  son  enveloppe,  et  trouver  les  lignes 
de  courbure  de  cette  surface  enveloppe. 

Epreuve  pratique. —  On  considère  l'ellipse  qui,  dans  un 
système  d'axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

x^  -+-  3/»  ^  ùy, 


(   '36  ) 

et  la  droite  A  qid.  dans  le  même  système  d'axes,  a  pour 
équation 

X  =  y. 

La  droite  A  dii'ise  l'aire  de  l'ellipse  en  deux  aires  par- 
tielles, A  et  B,  dont  on  demande  de  calculer  le  rapport  —  • 

(Novembre  1906.) 

Grenoble. 

Épreuve  théorique.  —  Recherche  générale  des  dévelop- 
pées d'une  courbe  S  donnée. 

Développées  d'une  courbe  plane  :  leur  nature. 
Développées  d'une  parabole. 

ÉpRKUVK  PRVTIQUE.  —   i"  Intégrer  l'équation 

y  :=  'i.xy' -\- y'^. 

Trouver  une  courbe  intégrale  passant  par  un  point  donné 
dans  le  plan  ;  condition  de  possibilité. 

Solution  singulière. 

1"  Intégrer  l'équation 

px  -H  qy  =  /.  ^x-^^y'^. 

Montrer  que  toute  sur/ace  intégrale  est  engendrée  par 
une  droite  qui  se  meut  en  rencontrant  l'are  Oz  et  en  fai- 
sant un  angle  constant  avec  cet  axe. 

Trouver  une  surface  intégrale  passant  par  une  hélice 
circulaire  ayant  O  z  pour  axe. 

Quelle  valeur  faut-il  donner  à  K  pour  que  Vhélicoïde  à 
plan  directeur  soit  une  surface  intégrale"! 

(Novembre  i<)or>.) 

Lille. 

Epreuve  théorique.  —  r  Série  à  double  entrée.  Énoncer 
et  démontrer  le  théorème  relatif  à  la  convergence  d'une 
pareille  série,  quand  les  modules  des  termes  forment  une 
série  double  convergente,  pour  un  mode  particulier  de 
sommation.  Appliquer  ce  théorème  au  calcul  du  produit 


(  i3-  ) 

de  deux  séries  linéaires,  toutes  deux  absolument  conver- 
gentes. 

■f."  Déterminer  dans  un  plan  une  courbe  telle  que  la  tan- 
gente et  la  normale  en  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
interceptent  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  point  fixe  O 

sur  le   rayon    vecteur  OM   une    longueur  égale  à  , 

a 

a  désignant  une  longueur  donnée. 

Construire  et  rectifier  une  de  ces  courbes. 


(iXoveinbre  1906.) 


Marseille. 


Éi'nEL'VK  THÉORioii!:.  —  r"  Etant  donnée  la  surface  de  ré- 
volution autour  de  l'axe  des  z  définie  par  les  équations 

X  =  l  COS'i  cosO, 

y  ■=  l  sin»  cos6, 
z  =  l  log  lang  /  — 1-  "7  1  —  /  sinO, 

OM  l  est  une  constante  donnée,  calculer  les  cosinus  des 
angles  a,  b,  c  que  fait  avec  les  axes  de  coordonnées  la 
normale  à  la  surface  en  un  point  défini  par  les  valeurs 
des  deux  paramètres  variables  6  et  «p. 

:>."  Sur  cette  surface  on  considère  toutes  les  courbes  sa- 
tisfaisant à  la  relation  différentielle 

rf'i  _  s/'c  sin  0 

^^'         cos^  6  v//2cos2  0  —  c  ' 

où  c  est  une  constante  quelconque.  Calculer,  pour  l'une 
de  ces  courbes  : 

Le  ds^  ; 

Les  cosinus  des  angles  x,  3,  •(  que  fait  la  tangente  en  un 
point  avec  les  ares; 

Les  différentielles  r/cosa,  rfcos3,  û^cosy; 

Le  rayon  de  courbure  R  de  la  courbe  ; 

Et  enfin  les  cosinus  des  angles  $,  r^,  ^  que  fait  la  nor- 
male principale  à  la  courbe  avec  les  axes. 

5"  Démontrer,  en  comparant  cos^,  cosv,,  cos^  aux  résul- 


.      (  «-^s  ) 

tats  trouvés  dans  la  première  partie,  que  les  h\ir/ies  consi- 
dérées sont  les  lignes  géodésiqiies  de  la  surface. 

Solution. 

Voir  la  Solution  de  la  question  d'Analyse  du  Concours 
d'agrégation  de  igoj  par  M.  Sicard  dans  le  numéro  de  dé- 
cembre 1905. 

Epreuve  pratique.  —  i"  Les  coordonnées  étant  rectan- 
gulaires, on  détermine,  sur  le  paraholoïde  dont  l'équa- 
tion est 

X 

une  aire  quadrilatère  limitée  par  quatre  génératrices. 
Deux  de  ces  génératrices  sont  des  axes  de  coordonnées  ; 
les  deux  autres  sont  situées  respective metit  dans  les  plans 
dont  les  équations  sont 

X  =1  i         et         c  =  2. 

Calculer,  en  fonction  de  K,  le  volume  du  cylindre  com- 
pris entre  le  quadrilatère  et  sa  projection  sur  le  plan 
des  yz. 

%"  Calculer  K  et  achever  le  calcul  numérique  sachant 
que  le  paraholoïde  se  raccorde  le  long  de  Vaxe  des  z  avec 
les  surfaces  définies  par  les  équations 

X  —  f^{\   -\-  Ui)  z  -{-  t    (l  -h  «2  )) 

^  =   <   (  2  -+-  «3  )  5  -h   <2  (  I  -i-  «i  ), 

OÙ  Ui,  U2,  «3,  M;  sont  des  fonctions  uniformes  du  para- 
mètre variable  t  qui  s'annulent  pour  <  =  o. 

Solution. 


\  =  —    I    X  dx    I    z  dz, 


K=-,  V  =  2. 

2 


(  Novembre  1906.) 


(   «39  ) 


Montpellier. 

Epreuve  théokiqle.  —  On  donne  trois  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires  Ox,  Oy^  O  z. 

1°  Trouver  une  surface  S  telle  que,  M  étant  un  point 
quelconque  de  S,  P  la  projection  de  M  sur  le  plan  des  xy, 
Q  la  projection  de  AI  sur  Oz,  le  plan  tangent  en  AI  à  S 
soit  parallèle  à  la  droite  PQ. 

1°  Chercher  si,  parmi  les  surfaces  S  obtenues,  il  y  en  a 
qui  sont  de  révolution  autour  de  Os. 

3°  Trouver,  parmi  les  surfaces  S  obtenues,  une  surface 
passant  par  la  courbe  ayant  pour  équations 

z  =  I,         y  =^  X  Lx. 

4°  Trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  qui 
vient  d'être  obtenue  au  3°. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  en  coordonnées  rec- 
tangulaires la  surface 

I     ^ 
z  =  -  e'-. 

X 

Évaluer,  «  o,ooi  près,  le  volume  compris  entre  cette  sur- 
face, le  plan  des  xy,  le  plan  des  xz.,  le  plan  y  =  ix  et  le 
plan  x  =  3oo.  (Juillet  1906.) 

EpRELVE  théorique.  —  I.  Etant  donnés  deux  axes  rectan- 
gulaires Ox,  Oj^,  trouver  une  courbe  telle  que,  M  étant 
un  point  de  cette  courbe,  P  la  projection  de  M  sur  Ox, 
Q  rintersectioti  de  la  tangente  en  M  avec  Ot,  on  ait 

ÔP.PM  =  PQ2. 

II.  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Oj",  O^, 
trouver  une  courbe  telle  que,  M  étant  un  point  quelconque 
de  cette  courbe,  P  la  projection  de  M  sur  Oa*.  N  l'inter- 
section de  la  normale  en  M  avec  Oa^,  C  le  centre  de  cour- 
bure correspondant  à  M,  G  la  projection  de  G  sur  0.r, 
on  ait 

GN  =  PM. 


{  i4o  ) 

Ki'RKLVK  PR\riQL'K.  —  Evaluer,  à  o.  r  près,  la  valeur  de 
l'intégrale 

clx  cl  y 


ff^s 


étendue  à  la  portion  de  l'ellipse 

comprise  entre  les  droites 

X  =  i,         .r  =  2. 

(Novembre  1906.) 

Eprevvk  THÉORiQt'E.  —  Une  fonction  analytique  de  la 
variable  z  ■=  x  -hyi  étant  représentée  par  f{z )  ^  P  -i-  Qi  : 

Démontrer  qu'il  existe  une  /onction  analytique  qui  vé- 
ri fie  la  relation 

cosj" ->- sin.r  —  e~y 

r  —  Q  =  > 

2  cos^  —  ey  —  e-y 

et  qui  s'annule  pour  z  ■=  -  • 

i 

Déterminer  les  fonctions  V  et  Q  des  variables  x  et  y.  et 

la  fonction  f{  z  1. 

Calculer  l'intégrale 

et  déterminer  les  diverses  valeurs  qu'elle  prend  quand  la 
variable  varie  de  o  à  z  par  un  contour  arbitraire. 

KpREUVE  PRATIQUE.  —  Déterminer  l'intégrale  générale 
de  l'équation  différentielle 


(Novembre  1906.  ) 


x'^  -r-r  -+■  -ix^  -~-  —  X-  -^  -h  xy  =  (  .r  —  a) 
dx^  dx^  dx  -^ 


(  «i»  ) 

Toulouse. 
Kpreivf,  THÉORIQIE.  —  I.   On  considère  l 'expression 

dans  laquelle  z  désigne  une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  x  et  y,  et  u  le  résultat /'{z  —  x  )  de  la  sub- 
stitution de  z  —  X  à  t  dans  la  dérivée  fi  t  )  d'une  fonction 
donnée  f{  t  )  de  la  lettre  t. 

i"  Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 
que  doit  vérifier  z  pour  que  V expression  (i;  soit  une  dif- 
férentielle exacte. 

•1°  Déterminer  l'intégrale  de  cette  équation  aux  déri- 
vées partielles  qui,  pour  x  =^  o,  se  réduit  à  y-\  montrer 
qu'elle  est  indépendante  de  la  fonction  f,  et  intégrer  la 
ilijféientielle  obtenue  en  la  substituant  à  la  place  de  z  dans 
l 'expression  (i). 

II.  Déterminer  l'aire  de  la  portion  de  la  surface,  re- 
l>résentée  en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  par 
l'équation 

qui  se  projette  sur  le  plan  des  xy  à  l  intérieur  du  triangle 
dont  les  trois  côtés  ont  respectivement  pour  équations 

X  =  o,  y  =  o.         .r  ^j'  =  3. 

Éi'REi  VK  l'RATiQLE.  —  Calculer,  à  l'aide  de  la  théorie  des 
résidus,  l'intégrale  •... 


5 dx. 

(  Ni)\(iiiliio   MjuG.  I 
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CKItriPICATS  DE  GëOMëTRIË  SirÉRIEURE. 


Lille. 


Épreuve  écrite.  —  Première  qukstion.  —  Définition  et 
propriété  de  la  torsion  géodésique ;  faire  voir  que  l'angle 
de  torsion  géodésique  est  égal  à  celuisous  lequel  se  coupent 
deux  sphères  infiniment  voisines  ;  démontrer  que  les  lignes 
de  courbure  se  conservent  dans  les  transformations  par 
Inversion. 

Deuxième  question.  —  i"  Démontrer  que  les  équations 

.r=(^cosi^,         y  =  vsinu,         z  =  (f(  u)  ~  v<\i(u) 

définissent  la  surface  réglée  S  la  plus  générale,  ayant 
une  direction  rectiligne;  donner  le  sens  géométrique  des 
fonctions  <p,  <h. 

•i"  Former  et  intégrer  Véq nation  des  trajectoires  ortho- 
gonales des  génératrices  ;  peut-on  disposer  des  fonctions 
(f,  ^  de  telle  sorte  que  ces  trajectoires  se  projettent,  sur  le 
plan  XOY,  suivant  les  conchoïdes  d'une  même  courbe,  G? 
{le  pôle  étant  au  point  O). 

3"  Former  l'équation  des  lignes  asyniptotiques  de  S; 
montrer,  a  priori,  que  cette  équation  s'intègre  par  deux 
quadratures  ;  achever  l'intégration  dans  le  cas  particulier 
où  la  fonction  tj/  est  de  la  forme 

■i^  r=  a  cos  u  -i-  b  sin  u 

{a  et  b  étant  constants);  dans  ce  cas  particulier,  peut-on 
disposer  de  la  fonction  cp  de  telle  sorte  que  les  asympto- 
tiques  se  projettent  sur  XOY  suivant  des  cercles  passant 
par  le  point  O?  (Juillet  1906.) 

Épreuve  écrite.  —  i"  Propriétés  des  lignes  tracées  sur 
une  su/ face  développable,  considérée  comme  lieu  des  tan- 
gentes à  une  ligne  à  double  courbure. 

•>°  Chercher  la  relation  qui  existe,  le  long  de  toute  ligne 
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f^éodésique  tracée  sur  une  surface  déieloppable,  entre  la 
courbure,  la  torsion  et  l'inclinaison  sur  la  génératrice 
recliligne.  (Novembre  igoG.) 


CERTIFICATS  DE  MÉCANIQUE  API'LIOIIÉE. 


Lille. 


ÉpREliVE  THKOKiQiK.  —  I.  Déterminer  la  position  d'équi- 
libre relatif  du  châssis  d'une  automobile  dans  le  cas  d'une 
accélération  constante  en  palier. 

II.  Etudier  les  variations  de  la  tension  dans  une  trans- 
mission par  courroie  entre  deux  arb/es  parallèles. 

Epreuve  pratique. —  I.  Dans  l'étude  des  oscillations  ver- 
ticales du  centre  de  gravité  du  châssis,  établir  les  for- 
mules gui  donnent  la  durée  de  ces  oscillations  et  la  loi  de 
leurs  amplitudes  successii'es. 

II.  Sachant  que,  dans  une  automobile,  le  poids  sus- 
pendu P'  est  de  800''=,  que  les  flèches  spécifiques  des  res- 
sorts à  l'avant  et  à  l'arrière  sont  respectivement  aj  =2'^"','j 
et  az=  1"'",-  pour  100''^,  et  que  la  durée  des  oscillations  ver- 
ticales montantes  est  t  =  ^  de  seconde,  on  demande  de  dé- 
terminer  pour  cette  voiture  le  coefficient  de  frottement 
propre  des  ressorts. 

Fil.  Déterminer  pour  cette  même  voiture  quelle  doit  être 
la  valeur  limite  de  l'écart  initial  OMq  du  centre  de  gra- 
vité, relativement  à  sa  position  d'équilibre  O  :  \"  pour  que 
le  mouvement  oscillatoire  s'arrête  à  la  fin  de  la  première 
montée  ^lç)Mi;  1"  pour  que  ce  mouvement  s'arrête  après 
une  montée  MoMj  et  une  descente  MjMs. 

(Novein!)ie  igoO.) 


{  lU  ) 
SOLITIOXS  DE  QIESTIONS  PUOPOSÉES. 


2044. 

(190(1,   p.  :i8'i.| 


On  donne  une  ellipse  inscrite  à  un  triangle  ABC  et  un 
point  0  sur  cette  courbe.  Les  droites  OB,  OC  interceptent, 
sur  une  parallèle  à  la  tangente  en  O,  un  segment  de 
grandeur  constante  lorsque  BC  est  déplacé  en  restant 
tangent  à  l'ellipse.  {Canon.) 

SOLITION 
Par  M.   Letikrck. 

Quand  BG  se  déplace  comme  il  est  indiqué,  les  droites  OB 
et  OC  engendrent  deux  faisceaux  hoinograpliiques  ayant  un 
seul  rayon  double  suivant  la  tangente  en  0  à  la  conique; 
donc  ces  deux  faisceaux  déterminent,  sur  une  parallèle  à  celte 
tangente,  deux  divisions  homographiques  ayant  un  seul  point 
<loul)le  à  l'infini,  par  suite,  le  segment  compris  entre  deux 
points  correspondants  quelconques  est  constant.      c.  Q.   F.   i). 

Solutions  semblables  de  MM.  J.  Uose  et  Valkisk  >!aks. 


OIESTIOXS. 


2072.  Construire  un  quadrilatère,  connaissant  les  centres 
de  gravité  des  quatre  triangles  formés  par  trois  sommets  du 
quadrilatère.  (D'^  J.  dk  Vries.) 

207;].  <_)n  donne  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  deux 
points  1*1  et  1*2.  Sur  BC  on  détermine  un  point  A'  tel  que 
A'P|  et  A'P2  soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à 
A'A  et  BC.  On  détermine  d'une  façon  analogue  les  points  B' 
et  C  sur  CA  et  sur  AB.  Démontrer  que  les  droites  AA',  BB', 
ce  sont  conciMiranles.  (  D'    J.   dk   Vries.) 
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[I20a] 

SUR  H  COMPOSITIO\  DES  FOUMES  OIADKATIOIIES; 

Par  m.  t.  LALESGO. 


1 .  Je  désignerai  dans  cette  Note  par 
(a,  b,  c) 
la  forme  quadratique  binaire  à  coefficients  entiers 
ax-~r-  bxy  -f-  cy-. 

Le  déterminant  de  cette  forme  est  D  =  Z>^  —  4  <^'C. 

La  tliéoiie  de  la  composition  des  formes  quadra- 
tiques binaires  repose  sur  quelques  principes  que  je 
rappellerai  tout  d'abord. 

Soient  («4,  ^1,  C)),  («2,  ^25  Ca)  deux  formes  de 
même  déterminant  D;  on  dit  qu'elles  sonl  camp  o  sable  s 

•    I  1  bv  -r-  bi  .  , 

SI  les  nombres  a,,   «2   et  sont  premiers   dans 

leur  ensemble.  On  peut,  dans  ce  cas,  trouver  d'une 
infinité  de  manières  deux  entiers  13  et  C  tels  que 

(«I,  *i,  c,)^(a,,  B,  rtoG)       et       (aa,  62,  c.)  ><  («,,  B,  a,G), 

le  signe  ^  désignant  l'équivalence  de  deux  formes. 
Le  nombre  B  satisfait  visiblement  aux  congruences 

B  =  6i(mod '2  ai),     B  ^  ^^(inod  2  «2),     B-^  D  (niod  4  «1  «2). 

Les  formes  («,,  B,  a^C)  cl  (a.^  B,  rt|C),  telles  que 
le  dernier  coeflicient  de  chacune  soit  divisible  par  le 
premier  cocflicient  de  l'autre,  sont  dites  immédia- 
te nient  composables,  et  la  forme 

(ai,a2,  BG) 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  Vil.  (  \viii  lyo;.)  lO 


(  «46  ) 
est  dite  leur  forme  composée.  C'est  aussi  luie  forme 
composée   des   deux   formes   initiales   (ai,   6,,   c^)   et 
(«2,    62,   Co).   Toutes  les  formes    composées   de   deux 
formes  composables  sont  équivalentes  entre  elles. 

L'intérêt  de  ces  considérations  résulte  du  fait  que,  si 
deux  nombres  sont  représentables  respectivement  par 
les  formes  (a,,  6),  C\)  et  («25  t>ii  ^2),  leur  produit  est 
représentable  par  la  forme  composée  (a,,  «o?  BG).  Cela 
résulte  d'une  identité  due  à  Gauss,  et  qui  généralise 
l'identité  suivante  de  Lagrange  : 

{x^-ir-  ky-){x''^-\-  Xy^)=  {xx' -\-  Kyy'Y-\-  i\{xy — ^'y)-- 

Pour  toutes  ces  généralités,  je  renvoie  le  lecteur  au 
X*^  Supplément  des  Vorlesungen  ilber  Zahlentheorie 
de  Dirichlet-Dedekind.  La  terminologie  dont  il  est  fait 
usage  ici  est  empruntée  au  Cours  professé  au  Collège 
de  France  en  1906-190^  par  M.  G.  Humbert  sur  les 
applications  de  l'Analyse  à  la  Théorie  des  nombres. 

2.  Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  de  la 
composition  est  le  suivant  : 

Toutes  les  formes  composables  qui  sont  respecti- 
vement équivalentes  à  deux  formes  fixes  ont  pour 
composées  des  formes  équivalentes  à  une  forme  fixe. 

La  démonstration  de  cette  proposition,  telle  qu'on 
la  présente  d'ordinaire,  exige  des  calculs  longs  et  fas- 
tidieux. Le  but  de  celte  JNote  est  de  montrer  (ju'on 
peut  l'établir  simplement  en  s'appuyant  sur  le  lemmc 
suivant  : 

Deux  formes  («,,  ^, ,  c,)  et(a2i  b-i,  Ca)  composables 
et  qui  sont  équivalentes  jouissent  de  la  propriété 
caractéristique  suivante  : 
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//  existe  deux  entiers  x  et  y  qui  satisfont  à  la  fois 
aux  conditions 

(l)  I    x-\-bty^o         (mod2ai), 

l    X  —  b^y  ^  o         (mod2a2): 

D  étant  le  déterminant  commun  des  deux  formes. 

Mettons  en  effet  les  deux  formes  sous  la  forme  im- 
médiatement composable  et  écrivons  qu'elles  sont 
équivalentes;  nous  obtenons 

ia,  =  a20i--r-  Bay  -h  «iCy^, 
B  =  2  «î  ap  -+-  B  (ao  +  ^7)  +  2  «1  678, 
ajC  =  a.2?'^-HBpo-+-«iGo2, 

où  a,  |îi,  Y  et  ô  sont  des  entiers  satisfaisant  à  la  relation 

(3)  ^o-Py  =  i. 

Multiplions  la  première  égalité  par  [3,  la  seconde 
par  a  et  retranchons;  nous  obtenons,  en  tenant  compte 
de  (3),  la  relation 

(4)  GY  +  [i  =  o 

et  celle-ci   réduit   les   trois    égalités  (2)  à  la  relation 
unique 

(j)  ajoc-^By  —  aiô  =  o, 

et  (3)  à 

(6)  20-^072  =  1. 

Des  égalités  (5  )  et  (6)  on  déduit 

i2rtio=      By±  V  4 <*!«''-*- t) Y", 
, '- 
2a.j.y.  =  —  ]i'{  ±  v/4rt,a2-T-  DyS 

les  signes  se  corre.s|)Ondant  dans  ces  formules.   On  ;» 
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donc,    puisque    a    el    o    sont    enliers.    et    en    posant 

(8)  •  BY-i-i(      i^o         (mod2«i), 
(    — B'{~\-u      ^o         (mod^ao). 

Les  relations  (i)sont  ainsi  établies,  earon  a.  comme 
il  est  bien  connu  : 

(9)  B^bi       (inod'2  0i)         et         B  ss  6-2       (mod2a2). 

Réciproquement,  prenons  deux  formes  (a,,  6,,  c,) 
et  («21  ^2î  C2)  composables  et  de  même  déterminant  D, 
et  supposons  les  relations  (i)  vérifiées  pour  des  valeurs 
entières  de  x  ety.  Les  formes  étant  composables,  nous 
pourrons  déterminer  le  nombre  B  de  manière  à  satis- 
faire aux  congruences  (9);  les  relations  (i)  entraînent 
alors  les  relations  (8).  Les  congruences  (8)  écrites 
comme  égalités  reviennent  à  (7)  et  celles-ci  par  sous- 
traction et  multiplication  nous  donnent  les  rela- 
tions (5)  et  (6)  ;  si  maintenant  nous  déterminons  fj  par 
la  relation  (4),  on  en  déduira  les  relations  (2),  ce  qui 
prouve  bien  que  les  («,,  6),  C|)  et  (ao,  Z>o,  Co  )  sont 
équivalentes. 

3.  Le  tbéorème  fondamental  de  la  composiiion  des 
formes  s'en  déduit  facilement. 

Soient  (<7,,  ^,,  C()  et  (/«,,  «i ,  /,)  deux  formes  d'une 
classe  K,,  et  (aj,  ^2,  C2)  et  (/«a»  ''25  ^2)  deux  formes 
d'une  classe  K2,  les  classes  K,  et  Ko  étant  primitives. 

Supposons  les  formes  («,,  6,,  c^)  et  («21  b-2,  c-i) 
composables  et  soit  (at,  a■2,}^,C)  la  forme  composée 
et  de  même  soit  {ni{,  m^-,  N,  L)  la  forme  composée  de 
(wî,,  «,,  /,)    et  (mo,  Tii,  I2).    Il    s'agit    de    démontrer 
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que  les  deux  formes  ((7, , «2>  B, G)  et  (nii,  m2, N,  L)  so/it 
a  us  si  éq  u  iva  len  les . 

On  peut  (l'abord  supposer  les  nombres  a^  et  r/o 
premiers  à  m,  et  nio.  En  effet,  puisque  les  classes  R( 
et  Ko  soiil  priinilives,  on  pourra  déterminer  dans  la 
premit-re  classe  une  forme  (a),  ^j,  Y()  et  dans  la  se- 
conde classe  la  forme  (a^,  ^21  Y2)  de  manière  que  a, 
et  ao  soient  j)rcniiers  entre  eux  et  premiers  aux 
nombres  «,,  a-2,  wi),  m2,  et  il  suffira  évidemment  de 
démontrer  que  la  composée  de  ce  dernier  couple  ap- 
partient à  la  même  classe  que  chacune  des  deux  formes 
composées  que  nous  avons  considérées. 

Dans  ces  conditions,  les  formes  (<7,,  ^1,  c,)  et 
(^1,  /!,,  /,  )  sont  donc  composables  et  équivalentes, 
ainsi  que  les  formes  («o?  tf-2-,  c-i)  et  (m^,  n-^,  I2)',  nous 
aurons  donc  les  relations 

/  rj— Dv'î  =  iaioi,,  a?|— Dj|   =4052^2, 

(a)     '   a-i  +  61  )i  =  o     (mod'2ai),  x^-i- bzy2  =0     (mod2«2), 

'  Xi  —  «,1,^0     (modi/ni),         X2  —  n^Xi^o     (inod2/«2)- 

D'autre  part,  les  formes  composées  («,,  «2,  1^,  G)  et 
(m,, /??2?  ^1  L.)  sont  aussi  composables,  puisque  les 
nombres  a,  «0  ^^  '^*i  ''^2  sont  premiers  entre  eux.  Donc, 
d'après  la  réciproque  du  théorème  précédent,  ces 
formes  seront  é(piivalcntes  si  les  relations 

1    \- — DY^  =  4  rti  a2/»i /«2) 
(^)  ■    X  -r- BY    ^o         (mod  2aia2)) 

'   \   — NY  ^o         (  mod 2  m i  m i) 

sont  salisfiiilcs  pour  des   valeurs  entières  de   \   et   Y. 
Or,  en  multij)liant  les  deux  égalités  (a),  on  obtient 

(  .^  )     -    D  (  )      =4«l«2"!l'"2- 


(    '^o  ) 
Les  expressions 

TiXo  -T-D  Vi  y. 2 


X 

et 

Y 


riKa-f-a-oy, 


sont  des  nombres  entiers  ainsi  que  cela  résulte  immé- 
diatement des  égalités  (a). 

Démontrons  que  ces  valeurs  satisfont  aussi  aux  con- 
gruences  (^).  La  première  congruence  s'écrira  succes- 
sivement 

Tix-,  -i-  Djija-^  B(^iJKi  -T-yiXi)  =  o         (mod4ai«2), 
Xi{a-2-^  By^)    -+-ji(Ba?2 -f- Dj'a)  =0         (mod4aiaj), 

ou,  puisque  B^  ^  D  (mod4«t  «2)? 

(371+ BjKi)(^2-+-Bj2)  =  o         (mod4oia2), 

et  cette  congruence  est  évidente,  d'après  les  con- 
gruences  (a). 

On  vérifie  tout  aussi  aisément  le  seconde  congruence  ; 
on  aura 

a-, 0-2  -I-  Dyiji  —  '^(co^yi  -i-yîXi)~  o         (mod4mim2), 
a-2(a7i— N^i)    _j2(Na7i  —  Dj,)  =0         (mod4/n,m2), 

et,  puisque  N^^  D  (mod4/^î)  '^^2)» 

(^1  —  N^i)  (X2 —  ^\>'2)  ^  O         (mod4  niinit) 

qui  résulte  de  la  multiplication  des  dernières  con- 
gruences  (a).  Le  théorème  est  ainsi  complètement 
établi. 
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[K13a] 
»ÉMO\S  rilA  riO\  DT\  THÉORÈME  ATTRIBUÉ  A  LEIBNIZ  ; 

Par  m.  a.  HILAIRE. 


Dans  une  Note  insérée  au  numéro  de  décembre  1906 
(p.  553)  j'ai  rappelé,  en  vue  d'un  problème  spécial, 
l'exislence  de  ce  théorème.  Il  se  présente  sous  deux 
formes  difFérentes  que  j'ai  citées  l'une  après  l'autre. 
La  deuxième  seule  est  énoncée  et  démontrée  partout; 
quant  à  la  première,  elle  est  rarement  énoncée  et  je 
n'en  connais  aucune  démonstration  courante.  Il  m'a 
paru  intéressant  de  lui  appliquer  le  procédé  d'élimina- 
tion très  symétrique  et  très  élégant  dont  M.  Guichard 
s'est  servi  pour  l'autre  (yo//'son  Traité  de  Géométrie, 
t.  II,  p.  179). 

Je  reproduis  l'énoncé  de  la  première  forme. 

A,  B,  . . .,  K,  L  étant  n  points,  avec  les  coelficients  a, 
P,  .  . . ,  X,  À,  T  le  centre  des  distances  proportionnelles 
pour  le  système  et  t  là  somme  a  +  j3  -h. . .-}-  x  -|-  X, 

n  n 

1  1 

Je  traite  d'abord  le  cas  de  deux  points. 

Soit  Tt  le  centre  des  distances  projîortionnelles  pour 
les  deux  points  A  et  B,  avec  les  coeflicients  a  et  [i; 
j'applique  dans  le  triangle  MAB,  pour  le  point  ï,, 
l'égalité  de  Slewart  : 

^^Â^TlB-+-MB^T,A  =  MT[\aB-+-  AB.T,A.T,B: 
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i'v  T'eniplace   Ti  A  et  T,B   par   leurs   valeurs-^ r  et 

aAB 

(a -4-  (î)faMÂ^+pMB^  )  =  (a -^  Pj^MT^' -4- a|3ÂB\ 

Je  vais  faire  voir  mainlenanl  que,  si  le  théorème  est 
vrai  pour  n  —  i  points,  il  l'est  encore  pour/j  points. 

A,  B,  .  ,  .,  K  étant  les  n  —  i  premiers  points,  avec 
les  coefficients  a,  [j,  .  . . ,  x,  T'  le  centre  des  distances 
proportionnelles  pour  le  système  et  -'  la  somme 

a  -+-  [î  -+-.,.-+-  y. 
(de  sorte  que  t'+X^  t),  j'ai,  par  hypothèse, 

/i  —  1  n  —  1 

(i)  .      t' V  aMÂ'  =  T'2MT''  +  'V  a^ÂB^; 

1  1 

T  étant,  par  définition,  le  centre  des  distances  propor- 
tionnelles pour  les  deux  points  T'  et  L  avec  les  coeffi- 
cients t'  et  X,  j'applique  l'égalité  pour  le  cas  de  deux 
points  : 

(t'+  À)  (-^'^t'^  X  iÛL^  )  =  (t'+  X)2Mt'  +  -u'xrT", 

ou,  en  développant, 


(2) 


=  (I'-+-À)2MT"-^-x'A'^L^ 


je  récris  l'égalité  (i),  en  la  multipliant  par  ;;^: 

n—i  n—l 

(3)  X  y  aMÂ'  =  T'XMT''^- -^  y  apÂB^ 

1  1 

je  récris  l'égalité  (3),  en  y  remplaçant  le  point  variable 
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M  par  !<■  point  Tj  el  en  la  lenversanl  : 

n  —  l  /i  —  1 

1  1 

j'ajoute    membre    à   membre  les  égalités  (i),  (a),  (3) 
et  ( /j),  et  je  lénluis  : 

/  "-'    .,         , 

(t'-^/ij    V-MA+XiMl/ 
1 

n-  1 

=  (-'-H  X)2MT"-f-  Val^AH'-^  A  "V  al^'; 
1  I 

finalemeni,  et  remplaçant-:'-!-),  par-:  : 

C.     Q.    F.    D. 


[K13a] 

XOTE  SIR  L'ARTICLE  PRÉCÉDEiXT  ; 

Par  m.  R.  B. 


Les  deux  formules  signalées  par  M.    Hilaire  s'éta- 
blissent simplement  par  l'emploi  du  calcul  vectoriel. 
1"  On  a 

(i)  M  — A  =  M  —  T  — (T- A). 

Comme  d'habitude,  désignons  })ar  U|V  le  |)r()iluil 
interne  des  deux  vecleiirs  U  et  V,  el  posons  pour 
abréger 

U  1  U  =  U2. 


(  i54  ) 

On  tire  de  la  relation  (i) 

(2)  (M  — A)2=(M  — T)2+(T  — A)2  — ^(T  -  A)|(M  — T), 

d'où,  en  multipliant  par  a  les  deux  membres  de  la  rela- 
tion (2),  et  en  ajoutant  membre  à  membre  toutes  les 
relations  analogues, 

(3)  ^o^iM-\y  =  ^{M-Tr-+^a{T-\y- 

-22«<T-A)|(M-T). 

Le  troisième  terme  du  second  membre  est  nul,  car 


on  a 


La   formule  (3)  exprime   le   premier  des  tbéorèmes 
rappelés  par  M.  Hilaire. 
2°  On  a  identiquement 

d'où  l'on  tire 

(4)  x2(M  —  or-  -^^a^m  —  A  )"  +  2y  a^(  M  —  A) |(M  —  B), 

la  seconde  somme  étant  étendue  à  toutes  les  combi- 
naisons deux  à  deux  des  points  A,  B,  ...,  L.  On  a 
d'autre  part 

A  —  B  =  (  M  —  B  )  -  (  M  —  A  ), 
d'où 

(A  — Bj2=z(M-  A)2-|-(M  -  B)2— 2(M  —  A)|(M  —  B) 

ou 

•î(M  — A)1(M-  B)  =(M  — A)2-t-rM-B)2-(A-B)2, 
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el 

•^2ai(M-A)|(M-B) 

la  relation  (4)  peut  donc  s'écrire 

^y  a,£[(M-A)2-4-(M— Bl'-l-^aîi^A  — 3)2. 

Le  coefficient  de  (M  — A)^  dans  le  second  membre 
est 

a2  -1-  a!î  -+-  ay  -4- .  .  .  -t-  otX  =  iz. 

On  arrive  donc  finalement  à  la  formule 

T;2(M_G)2=Tya(M  — A)2— 2]a3rA  — B)2, 

qui  est   bien   celle  démontrée  d  une   autre   façon   par 
M.  Hilaire. 


[K2e,  K13c] 

SIR  LA  SIMIÈftE  PÉDALE  ET  LE  CERCLE  PÉDAL ; 

Par  m.  a.  PELLET. 


1.  En  transformant  par  polaires  réciproques,  relati- 
vement à  une  spbère  (à  un  cercle),  le  fait  que  la  spbère 
(le  cercle)  circonscrite  à  un  tétraèdre  autopolaire  par 
rapport  à  une  quadrique  (à  un  triangle  autopolaire 
par  rapport  à  une  conique)  coupe  ortbogonalenient  la 
sphère   de  Monge   de    cette    quadrique  (le   cercle    de 
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Monge  de  cette  conique),  on  obtient  le  théorème  sui- 
vant : 

Les  sphères  pédales  {cercles  pédaux)  dUin  point 
relathement  aux  téLraèdres  autopolaires  dUine 
quadrique  {triangles  autopolaires  d^ une  conique) 
coupent  orthogonale  ment  une  sphère  {un  cercle). 
{NouK'elles  Annales,  iS^S,  p.  68  et  69.) 

X^  Y'  -3^ 

Soient —-+ "Ç- H —  I  =  o  l'équation  de   la  ciua- 

a^         t)^         c^  '  ' 

drique  rapportée  à  ses  axes;  a,  ^3,  v  les  coordonnées  du 

point.  La  sphère  a  son  centre  dans  le  plan  qui  passe 

par  les  pieds  de  ces  trois  coordonnées  : 

X  V         z 

l-'-^-H 2=0 

a         p        Y 

et  coupe  orthogonalement  les  sphères  qui  passent  par 
le  point  a,  j3,  y  et  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  ce  point  sur  son  plan  polaire,  qui  a  pour  équa- 
tions : 

X  — -a        y  —  jB        z  —  y 


b^  c'- 


On  a  donc 


a,  =  a  (  I 
avec 


^.).     P.=K'-è)-    r,=r(.-i;) 


''^^TT^-^h 


et,  pour  l'équation  de  la  sphère, 

x--^ y'^-\-  z^ —  2ai.r  —  2^1  r  —  271^ 

-^ r — ^  -+-  TT — ^  -+-  -ir — ^ /  =  o. 

a-~K        b^ — X        C-— A 


(  '5:  ) 

Si  —  +  j:;  H — ;  =  o,  aii(|(iel  cas  la  quadrique   est 

un  hvperboloïde   équilalère  et  A  iiilini,  celte  sphère  se 
réduit  au  plan 


■}.  i-i  X 


a-^        62        c2 

parallèle  au  pian  polaire  du  point  a,  ,3,  y  et  passant 
par  le  milieu  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  son  ])lan  polaire. 

Remplaçant  --  parc,  on  a  les  valeurs  correspondant 

à  la  conique  —\-\~-n,  —  i  =  o.  On  en  déduit  aisément, 
^       a^        b-  ' 

pour  le  paraboloïde i •  —  ix  =  o, 

r  V  p         <] 

ai=a-i — ,  ^,  =  — ■ — ,  Yi  =  

p-^q  p-^-q  p~  q 

j'  -^  q        p-^-q 

et,  pour  la  parabole, ^-=:  zpx, 

o, 

T'^  ■+- y^ —  s^a  -^ p)  a:-  -!-  a-  =  o  =  y- —  ipx  -h  {x  —  a  ;-  =  o, 

équation  d'un  cercle  bilangenl  à  la  parabole,  la  corde 
de  contact  étant  la  parallèle  à  la  directrice  menée  par 
le  point  a,  |3. 

2.  Etant  donné  un  triangle  ABC,  les  points  inverses 
par  ra])porl  à  ce  triangle  situés  sur  une  droite  sont  les 
points  de  contact  des  hyperboles  équilatères  conju- 
guées relativement  au  triangle,  lesquelles  passent  par 


(  '58  ) 
les  centres  des  cercles  inscrits  et  exinscrits,   et  tan- 
gentes à  la  droite. 

Soient  S  un  point  du  plan  du  triangle  ABC,  S'  son 
inverse,  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle ABC.  Le  cercle  pédal  des  points  S,  S'  passe  par  les 
foversdes  paraboles  conjuguées  au  triangle  ayant  pour 
directrices  OS,  OS',  lesquels  sont  situés  sur  le  cercle  des 
neuf  points  et  sont  séparés  par  un  arc  correspondant  à 

un  angle  au  centre  double  de  SOS',  et  coupe  orthogo- 
nalement  le  cercle  bitangent  à  la  parabole,  ayant  pour 
directrice  la  parallèle  à  SS'  menée  par  O,  conjuguée 
au  triangle  ABC,  la  corde  de  contact  étant  SS'.  [Voir 
dans  les  Nouvelles  Annales  (iqod,  1906)  les  articles 
de  MM.  Fontené  et  Bouvaist  sur  le  cercle  pédal  et  le 
théorème  de  Feuerbacli.] 


[K2e,  K2c] 

m\  LE  TIIÉOIIÈME  DE  FELERBACH  ; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  Dans  le  Volume  des  Nouvelles  Annales  pour 
i85o,  M.  Mention  a  fait  observer  qu'une  construction 
donnée  parCaucliy  (lorsqu'il  était  élève  à  l'École  Poly- 
technique) pour  le  problème  du  cercle  tangent  à  deux 
cercles  cl  passant  par  un  point  donné.  M,  se  simplifie 
singulièrement  lorsque  le  point  M  appartient  à  l'axe 
radical  des  deux  cercles  :  on  voit  alors  apparaître  une 
tangente  commune  à  ces  deux  cercles;  et  il  a  eu 
l'idée  très  heureuse  de  rattacher  à  cette  construction  le 
théorème  de  Feuerbacli.  La  démonstration  aujourd'hui 
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classique  de  ce  théorème  par  l'inversion  (')  fait  préci- 
sément intervenir  la  tangente  commune  dont  se  sert 
M.  Mention. 

Il  m'a  paru  intéressant  de  reprendre  cette  démons- 
tration avec  les  ressources  de  la  théorie  actuelle  des 
cercles  tangents  à  deux  cercles;  j'ai  d'ailleurs  considéré 
les  cercles  F  cl  {'"  exinscrits  dans  les  angles  B  et  C, 
afin  d'avoir  une  figure  très  claire,  mais  il  va  sans  dire 
qu'un  raisonnement  analogue  est  applicable  au  cercle 
inscrit  I  et  au  cercle  F  exinscrit  dans  l'angle  A. 

2.    Considérons  (Jig .   i)  deux  cercles  I"  et  V',   un 


cercle  iî  qui  leur  est  tangent,  les  contacts  étant  de 
même  espèce,  un  cercle  (J  «jui  leur  est  également  tan- 
gent dans  les  mêmes  conditions;  soient  K."  et  K'"  les 
|)oints  (le  contact  pour  le  cercle  Q,  L"  et  L'"  les  points 


(' )  De  qui  est  celle  démoaslration?  Je  croyais  l'avoir  vue  dans 
les  Aotn-eiles  Annales,  mais  je  n'ai  pas  pu  la  retrouver. 


(  i6o 
de  contact  pour  le  cercle  C.  D'une  part,  le  point  d"in- 
terseclion  S'  des  droites  R"R'"  et  L"L"'  est  le  centre  de 
similitude  directe  des  cercles  l"  et  I'",  et  la  puissance 
de  ce  point  relativement  à  chacun  des  deux  cercles  Q 
et  C  est  égale  à  la  puissance  d'inversion  des  cercles  I" 
et  F",  de  sorte  que  le  point  S'  appartient  à  l'axe  radical 
des  cercles  Q  et  C.  D'autre  part,  et  d'une  manière 
analogue,  le  point  d'intersection  iM  des  droites  K"L" 
et  ¥J"L,"'  est  un  centre  de  similitude  (directe  dans  le 
cas  de  la  figure)  pour  les  cercles  Q  et  C,  et  ce  point 
appartient  à  l'axe  radical  des  cercles  1"  et  1"'. 

Si  l'on  substitue  au  cercle  C  une  tangente  commune 
extérieure  relative  aux  cercles  1"  et  J",  le  point  M, 
toujours  situé  sur  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles,  se 
trouve  sur  le  cercle  Q  puisqu'il  est  pôle  d'inversion  de 
ce  cercle  et  de  la  tangente  commune,  et  la  tangente  en 
ce  point  est  parallèle  à  la  tangente  commune  L"L".  On 
arrive  à  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Les  cercles  tangents  à  deux  cercles 
I"  et  V",  les  contacts  étant  de  même  espèce,  peuvent 
être  caractérisés  comme  il  suit  : 

1°  La  puissance  du  point  S',  centre  de  similitude 
directe  des  cercles  Y  et  I'",  par  rapport  aux  cercles 
considérés,  est  égale  à  la  puissance  d'inversion  des 
deux  cercles  Y  et  Y"  ; 

2"  Aux  deux  points  d' intersection  de  l'u/i  des 
cercles  considérés  avec  V axe  radical  des  cercles  1" 
et  1'",  les  tangentes  sont  parallèles  aux  tangentes 
communes  extérieures  relatives  à  ces  deux  cercles 
(condition  simple). 

3.  Corollaire.  —  Le  cercle  des  neuf  points  d'un 
triangle  ABC  est  tangent  au  cercle  inscrit  et  aux 
trois  cercles  exinscrits. 
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Ce  cercle   peut,   en  edct,  êlre  caractérisé  comme  il 
suit  (y/iT-  2)  : 


Fie.  2. 


D"'     B  M     oc         C      D" 


1"  ]l  passe  au  milieu  M  du  côlé  BC,  point  qui  appar- 
tient à  l'axe  radical  des  deux  cercles  exinscrits  l"  et  I'", 
et  la  tangente  en  ce  point  est  antiparallèle  à  BC  par 
rapport  à  l'angle  A,  ou  parallèle  à  la  seconde  tangente 
commune  extérieure  L"L'"  relative  à  ces  deux  cercles; 

2°  Ce  cercle  passe  au  pied  de  la  hauteur  Aa,  et,  si 
!  on  désigne  par  S'  le  pied  de  la  bissectrice  de  l'angle 
extérieur  en  A  (centre  de  similitude  directe  des  cer- 
cles r  et  ï"),  par  D"  et  D'"  les  points  de  contact  des 
cercles  1"  et  ï"  avec  le  côté  BC,  le  point  a  est  le  conju- 
gué liarmoiiic|ue  du  point  S'  par  rapport  aux  points  D" 
et  \y";  celte  division  harmonique  peut  être  traduite  par 
la  relation 


S'Mx  S'a=  S'D"x  S'D'", 

qui  exprime  que  la  puissance  du  point  S'  par  rapj)ort 
au  cercle  des  neuf  points  est  égale  à  la  puissance  d'in- 
version des  deux  cercles  I"  et  1'". 

Le  cercle  des  neuf  points  est  donc  tangent  aux  cer- 
cles exinscrits  dans  les  angles  B  et  C. 

Ann.  de  Mathcmal.,  V  série,  l.  VII.  (  \vril  KJ07.)  Il 
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Les  points  de  contact  K"  et  ¥J"  sont  situés  sur  les 
di-oilesML"etML'". 

4.  L'axe  radical  des  deux  cercles  1"  et  \"'  est  la  bis- 
sectrice de  l'angle  en  M  du  triangle  MNP,  en  appelant 
M,  N,  P  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC.  Le 
second  point  de  rencontre  de  cet  axe  radical  avec  le 
cercle  des  neuf  points  est  le  milieu  X'  de  l'arc  supé- 
rieur Ma,  et  la  tangente  en  ce  point  est  [)arallèle  à  la 
tangente  commune  extérieure  BC  Les  points  de  con- 
tact K"  et  lv"'sont  situés  sur  les  droites  X'D"  el  X'D'". 

o.  Si,  revenant  au  cas  général,  on  envisage  la  figure 
formée  par  le  cercle  Q,  le  cercle  C  ou  la  tangente  com- 
mune \J'\J",  le  cercle  1"  qui  touche  le  cercle  ù  au 
point  K"  et  le  cercle  C  ou  la  tangente  commune  au 
point  L",  le  cercle  \"  qui  les  touche  aux  points  K'" 
et  L'",  on  voit  que  celle  figure  est  sa  propre  inverse 
relativement  au  |)oint  M. 

En  ce  (|ui  concerne  le  ihéorème  de  Feuerhach,  la 
démonstralion  classique  de  ce  théorème  par  l'inver- 
sion résulte  immédiatement  de  la  détermination  don- 
née plus  haut  pour  le  cercle  des  neuf  points  :  il  faut 
seulement  traduire  la  division  harmonique  par  la  re- 
lation 


MD"   =  MD"   =  MS'x  Ma. 

(Le  point  X'  est  de  même  un  pôle  d'inversion  pour 
le  cercle  Q  et  la  droite  B(^,  la  puissance  d'inversion 
élant  la  |)uissunce  de  ce  point  jiar  rapport  au  cercle  1" 
ou  au  cercle  1'";  il  suit  de  là  que  les  longueurs  égales 
X'M  el  X'a  sent  égales  à  la  longueur  de  la  langenle 
menée  de  X'  au  cercle  l"  ou  au  cercle  V" .  Cette  pro- 
priété a  élé  indiquée  par  M.  Mannheim,  dans  le  cas  du 
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point  X  milieu   de  l'arc  inférieur  Mael  des  cercles  I 

et  r.) 

6.  Les  six  axes  radicaux  des  cercles  I,  I',  I",  l'"  con- 
sidérés deux  à  deux  sont  les  six  bisseclrices  relatives 
au  Iriaogle  MINP,  de  sorte  que  les  centres  radicaux  de 
ces  cercles  considérés  trois  à  trois  sont  les  centres  des 
cercles  tangents  aux  trois  côtés  de  ce  même  triangle  ; 
ces  quatre  points  forment  un  quadrangle  orthogonal 
dont  le  cercle  des  neuf  points  est  le  cercle  MNP,  les 
milieux  des  six  côtés  du  quadrangle  étant  d'ailleurs  les 
points  X  cl  X',  Y  et  Y',  Z  et  Z'. 


[R7b] 


m\  LES  FORCES  CENTRALES  MILTII ORMES; 

Par  m.  Georges  REMOUNDOS. 


1.   D'a[)rès  une  formule  classique,  l'intensité  d'une 
force  centrale  est  donnée  par  l'expression  suivante  : 


(•) 


F  =  —  m 


7^  L'-  "^  ~fî^. 


où  /•  et  0  désignent  les  coordonnées  polaires,  le  centre 
de  la  force  étant  pris  comme  pôle,  m  désigne  la  masse 
du  mobile  et  c  la  constante  des  aires. 

Celte  formule  nous  montre  que  la  force  F  s'exprime 
rationnellement  par  le  rayon  |)olaire  r  et  ses  dérivées 
(première  el  seconde)  par  rapport  à  l'angle  polaire  0; 
c'est  là  un  fait  (|ui  entraîne  des  conséquences  intéres- 
santes concernant  la  position  des  trajectoires  dans  le 
cas  où  la  force  F  est  donnée  par  une  fonction  mulli- 
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forme  de  la  position  du  mobile,  que  je  me  propose  de 
faire  coniiailre  dans  celte  Note. 

2.  Donnons-nous  des  conditions  initiales  déterminées 
et  considérons  la  trajectoire  correspondante  T.  H  est 
facile  de  voir  que  sur  celte  trajectoire  le  rayon  polaire  r 

et  les  dérivées  -^  et  -^  ne  dépendent  que  de  la  posi- 
tion du  mobile  sur  la  trajectoire,  pourvu  que  celle 
position  ne  soit  pas  un  point  multiple  de  la  courbe. 
Nous  avons,  en  efifet,  les  formules 


(2) 


r/0  ~  laneo'  '   "     -,  dr^  d^  r 


z>  désignant  l'angle  de  la  tangente  de  la  trajectoire  avec 
le  rayon  polaire  et  p  le  ravon  de  courbure  de  la  trajec- 
toire; ces  formules  montrent  bien  notre  lemme,  parce 
qu'il  n'y  figure  que  des  fonctions  trigonométriques  de 
l'angle  o.  On  s'en  rend  mieux  compte  par  une  facile 
élimination  enlre  les  formules  (  i  ),  (2)  et  celle  qui 
dorine  la  vitesse  V  du  mobile  sollicité  par  la  force  cen- 
trale en  coordonnées  polaires;  cette  élimination  nous 
conduit  à  l'expression  suivante  de  l'intensité  de  la  force 
centrale  (')  : 

m  /■V» 

(3)  F= , 

qui  prend  aussi  la  forme  suivante  : 

(4)  ï'='"'^'^' 


(')   Voir  une    Note  de  Resai  (Comptes  rendus,  i.   XC,  p.   769) 
cuntenanl  un  théorème  relatif  à  cette  formule  (3). 
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si  nous  tenons  compte  de  la  formule  classique 
l'V  =  c, 

où  P  désigne  la  distance  du  pôle  (centre  de  force)  à  la 
tangente  de  la  Irajecloire.  Cette  formule  nous  montre 
d'une  façon  immédiate  le  fait  que  l'intensité  ne  dépend 
sur  une  trajectoire  fixe  (|uc  de  la  position  du  mobile, 
pourvu  que  celte  position  ne  soit  pas  un  point  multiple 
de  la  courbe  de  la  trajectoire. 

L'exclusion  des  points  multiples  est  bien  naturelle, 
parce  qu'en  ces  points  les  quantités  géométriques  p 
et  P  pourraient  bien  avoir  plusieurs  valeurs. 

3.  Le  lemme  ci-dessus  indiqué,  si  simple  et  si  facile 
à  rendre  visible,  est  suscej)tible  d'applications  impor- 
tantes, dans  le  cas  où  la  force  F  est  donnée  par  une 
fonction  midtiforme  de  la  position  du  mobile,  concer- 
nant l'allure  et  la  position  de  la  trajectoire.  Supposons, 
par  exemple,  que  la  force  F  soit  donnée  par  la  fonction 

suivante  : 

F  =/('•,  0), 

admettant  un  point  criticjue  (/'ojOo)  et  un  seul.  Nous 
avons,  alors,  le  fait  intéressant  suivant:  Aucune  trajec- 
toire du  mobile  ne  saurait  renfermer  le  point  (ro?  ^o)- 

Nous  nous  bornerons  à  citer  lesapplicationssuivantes, 
qui  découlent  immédiatement  de  la  proposition  ci- 
dessus  conclue  : 

Si  la  fonction  f{r,  0)  n'est  pas  périodique  par 
rajtport  à  0  «rec  une  période  égale  àiTz,  aucune  tra- 
jectoire fermée  ne  saurait  entourer  le  pôle  [centre 
de  la  force).  En  elTet,  dans  le  cas  contraire,  la  force 
ne  dépendrait  pas  seulement  de  la  position  du  mobile 
sur  chaf|uc  trajectoire,  puis(jue  à  charpie  position 
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la  force  aurait  plusieurs  valeurs  données  par  la  formule 

/(/•,  O-+-9.K7:), 

et  correspondaut  aux  diverses  valeurs  de  l'entier  K; 
la  force  [^rendrait  ces  valeurs  dans  les  divers  passages 
du  mobile  par  une  certaine  position  de  la  trajectoire. 
Supposons  aussi  que  la  force  F  soit  donnée  par  une 
fonction  ci(x^y)  harmonique  par  rapport  aux  coor- 
données X  ely  et  désignons  par  fj{z)  +  C  l'ensemble 
des  fonctions  analytiques  formées  par  la  combinaison 
de  la  fonction  'j(x,y)  avec  ses  conjuguées.  Si  la  fonc- 
tion '^(x,'}  )  admet  des  points  singuliers  (pii  soient  des 
points  critiques  des  fonctions  analytiques  5-(i)  +  c, 
aucune  trajectoire  ne  saurait  entourer  un  point  (un 
seul)  critique  commun  des  fonctions  '^(z-)  et  (s(x.,y), 
parce  que  la  permutation  des  déterminations  de  la 
fonction  analvtique  <y{z)  -\-  c  entraînerait  celle  des  dé- 
terminations de  la  fonction  '^i^jc,  y),  c'est-à-dire  de  la 
force  F. 

Je  ne  me  suis  servi  de  la  ionclion  7[z)  que  pour 
donner  une  expression  plus  claire  du  résullal.  Nous 
pourrions  bien  dire  aussi  qu'aucune  trajecloire  ne  sau- 
rait renfermer  un  point  critique  unique  de  la  fonction 
o(x^y),  en  entendant  par  point  critique  un  point 
autour  duipiel  la  fonction  'j(^.r,  j)  change  de  déter- 
mination. 

En  général,  la  connaissance  des  singularités  de  la 
fonction  donnant  la  force  centrale  nous  permet  de 
conclure  l'impossibilité  de  quelques  courbes  comme 
trajectoire,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales. 


(  ^^K  ) 
[Pla] 

Divisioxs  iioMO(;KAi'iii()Li:s  suit  \m  CO^IQIIK; 

r.wi  M.  A.   LAURKAUX. 


Cetîo  queslion  faisant  partie  de  certains  programmes, 
il  m'a  sernblt-  utile  de  démontrer élémentairement,  c'est- 
à-dire  en  introduisant  le  moins  possible  les  imaginaires, 
le  théorème  fondamenlal  :  /a  droite  joignant  les 
points  Iiomologiies  enveloppe  une  conique. 

On  sait  (pie  devw  points  ni^  ni'  décrivent  sur  une  co- 
nicpie  Y  des  divisions  lioniographiques  si  en  les  joignant 


à  un  point  fixe  O  les  faisceaux  0/«,  O/n'  sont  homogra- 
phiques, 

lien  résulte  que,  si  l'on  remplace  O  parO'Ja  propriété 
subsiste.  De  même  Om,  O' m'  sont  homograpliiques. 

Je  dis  que  mm'  enveloppe  une  eonicpie  bitangenle 

(^onslruisuns  les  raj(jns  doid)les.  Pour  cela,  nous  con- 
sidérons trois  coiqjles  de  rayons  bomologues  {Jig.  2)  : 
oaoa\  obob\  ococ' ;  ah'  coupe  a' 0  en  e,  ac'  coupe  a'c 
en  /.  ef  coupe  y  aux  points  doubles  clicrcliés  (cons- 
Iruclion  classicpic  ). 
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1°  ef  ne   coupe    pas   y.    Projetons   en    prenant   un 
centre   S   sur  un    plan    parallèle    au    plan    Se/".    Nous 

Fie.  2. 


obtenons  une  conique  y'  ne  coupant  pas  la  droite  de 
l'infini,  c'est-à-dire  une  ellipse  que  nous  projetons 
cylindrique  ment  suivant  un  cercle  F. 

Soient (yi^-.  3)  A,  B,  C,  A',  B',  C  les  points  qui  cor- 
respondent à  «,  6,  c,  rt',  y ,  c';  A  B',  A'  B,  A  C,  A'  C 
sont  parallèles,  d'où 

AOA'=  BOIJ'  =  GOC 
I. 'homographie  est  déterminée  par  un  angle  constant 


de  sommet  O;  les  droites  AA',  BB'  .  .  .  enveloppent  un 
cercle  concentrique. 

2"  e/coupey  en  toto'.  Projetons  encore  ef  à  l'infini, 
nous  obtenons  une  hyperbole  d'asymptotes  IQ,  10'.  A 
deux  points  homologues  m,  m'  correspondent  M,  M'; 
MM'  coiq^e  les  asymptotes  en  P,  P'. 

Menons  les  parallèles  aux  asymptotes  par  MM'. 


(  1^9  ) 
M',3'  et  Ma  sonl  liomographiques  et  se  coupent  en  N 
(|iii  clécril  nne  livpcrhole  avant  les  mêmes  asymptotes, 


tl  Où 


la.  là  =  K,  Ia.l3  =  la'.IV=  K'. 

Les  triangles  ^PM  et  a'M'P'  sont  égaux,  d'où 


t'M'r=  l'i-^IS' 


K- 


IIMP'  =  (  1.3^  I^')  (la  -^  la')  =  .>.K'  +  K-h  -^  =  const. 

K. 

P,  P'  décrivent  deux  divisions  liomographiques  et  PP' 
enveloppe  une  conique  tangente  à  I  ti  et  10',  visiblement 
à  l'infini. 


(  '-'>  ) 

VAIUETES. 


ASSOCIATION  SCIENTIFIQUE   INTERNATIONALE 
ESPÉRANTISTE. 

Les  lioiiiines  de  Science  ont  élé  les  premiers  à  com- 
prendre l'utilité  d'une  langue  auxiliaire  internationale, 
et  ils  ont  été  les  premiers  à  propager  en  tous  j)tiys 
l'Espéranto,  (pu  fatalement  devait  les  séduire  par  sa 
logique  et  sa  précision. 

Ceux,  peu  nombreux,  qui  pourraient  encore  douter 
des  merveilleuses  qualités  de  cette  langue  seconde 
n'auront  qu'à  lire,  pour  se  convaincre,  la  belle  tra- 
duction de  l'ouvrage  de  M.  E.-V.  Huntington,  La 
Kontinuo,  dont  nous  rendons  compte  par  ailleurs. 

Il  j  a  trois  ans  déjà  (janvier  i  ()o4  )  apparaissait  la 
première  Revue  scientifique  mensuelle  rédigée  entiè- 
rement en  Es|)eranto,  Inlernacia  Scienca  Revuo, 
honorée  d'un  patronage  qui  comprenait  des  savants 
éminents  de  tous  pays. 

Depuis,  l'Espéranto  a  fait  des  progrès  considérables, 
parliculièrement  en  Grande-Bretagne,  en  Allemagne 
et  aux  Etats-Unis,  progrès  qui,  dans  ces  deux  derniers 
pajs,  sont  dus  en  grande  partie  à  l'active  propagande 
de  l'éniineMl  physicien,  le  professeur  W.  Ostvvald. 

Pendant  le  second  Congrès  espérantiste,  qui  eut  lieu 
à  Genève  en  août  1906  et  (pii  eut  le  succès  que  l'on 
sait,  quelques  amis  des  Scienc«^s  venus  à  ce  Congrès 
se  réuniront  le  3i  août  pour  jetfM"  les  bases  d'une  asso- 
ciation Scienti(i(pie  inleinalionale  Espérantiste,  Inler- 
nacia Scienca  A.socio  Esperaniisla,  destinée  à  rap- 
procher tous  les  hommes  de  Science  amis  de  l'Espé- 
ranto. 


(  •:•  ) 

L'Assenihlée,  |)résidée  par  M.  le  Général  H.  Sebert, 
mernhre  de  riiislitiit,  se  contenla  d'émellrc  un  vole  de 
prineipc  et  d'accepler  à  l'iinaniinilé  la  déclaration  sui- 
vante, présentée  par  M.  Carlo   Uoiiilcl  : 


Texlc  urii^inal. 

La  siibskribintoj ,  scienc- 
uloj,  sci(Mici*toj  aîi  sciencam- 
aiiloj,  opiriianle,  ke  la  enkon- 
(luko  (le  la  konstanla  iizado 
(le  la  lingvo  inlernacia  Espér- 
anto en  la  Sciencon  nuiliege 
iitilus  por  faciligi  la  inlerri- 
hitojn  (le  Sciencnloj  (li\eisna- 
ciaj  kaj  ankau  la  légation  de 
la  scieneaj  gazetoj,  esprinias 
la  (leziron,  ke  : 

i"  La  scieiiciildj  konstante 
iizii  la  lingvun  Espéranto 
dum  siaj  kongies(jj. 

i'  La  gravaj  inlernacie  dis- 
vastigitaj  scieneaj  gazetoj 
akceplu  arlikolojn  redakt- 
ilajn  en  Es|)eranto  kaj  plie 
aldonu  al  (*iii  ai  tikolo  redakt- 
ila  en  nacia  lingvo  reîunion 
en  Espéranto  montrantan 
gian  enliavon. 

La  subskribinloj  promesas 
lieipi,  ciu  laû  siaj  fortoj.  al 
la  efektivigo  de   tiuj  deziroj. 

Ili  perniesas  al  ciu  ajn  pu- 
i)likigi  tiiin  de  ili  suhskrilj- 
ilan  deridon. 


'/'/adiirtion. 

Les  soussignt's,  savants, 
hommes  de  Science  ou  amis 
des  Sciences,  étant  d'avis  que 
l'introduction  de  l'usage  con- 
stant de  la  langue  internatio- 
nale Espéranto  dans  la  Science 
serait  extr(^mement  utile  pour 
faciliter  les  relations  entre 
savants  de  diverses  nations 
ainsi  que  la  lecture  des  jour- 
naux scientifiques,  expriment 
le  vœu  : 

i"  Une  les  savants  fassent 
un  usage  constant  de  la  lan- 
gue Espéranto  pendant  leurs 
Congrès. 

•i"  Que  les  journaux  scien- 
tifiques importants,  ré[)andus 
en  tous  pays,  acceptent  des 
articles  rédigés  en  Espéranto 
et  de  plus  fasseat  suivre  tout 
article  rédigé  en  une  langue 
nationale  d'un  résumé  en  Es- 
péranto faisant  connaître  sou 
contenu. 

Les  soussignés  |)romettent 
d'aider,  chacun  selon  ses 
forces,   à  la  réalisation  de  ces 

VCIMIX. 

Ils  peinicltcnt  ;i  u'inipoite 
(jui  de  puhliei"  cctti'  déclara- 
tion avec  leur  si-rnature. 


L'Association    Scientifique    internationale   espéran- 
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liste  se    coinpose   provisoirement    des   personnes,   des 
Sociétés  et  des  journaux  scientifiques  (|ui  adhérent  à 
la  précédente  déclaration. 

Cette  adhésion  purement  morale  est  absolument 
gratuite,  aucune  cotisation  n'étant  exigée  des  adhé- 
rents. 

Ils  seront  convoqués  à  une  Assemblée  générale 
qui  se  tiendra  probablement  à  Cambridge,  du  lo  au 
i^  août  190".  Cette  Assemblée  pourra  arrêter,  s'il  y  a 
lieu,  les  statuts  de  l'Association  et  nommer  un  bureau 
définitif. 

En  attendant,  M.  René  de  Saussure,  privat-docent  à 
l'Université  de  Genève,  a,  avec  le  concours  d'une  ving- 
taine de  professeurs  de  cette  Université,  fondé  un  Bu- 
reau scientifique  Espéranlisle  international,  Inteniacia 
Esperantista  Scienca  Oficejo,  qui,  d'accord  avec  le 
bureau  provisoire  de  l'Association,  se  charge  de  re- 
cueillir les  adhésions  et  de  les  publier  dans  Vlnter- 
nacia  Scienca  Revuo  dont  il  a  pris  la  rédaction  en 
main!?. 

Nous  prions  instamment  tous  ceux  des  lecteurs  des 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  qui  s'inté- 
ressent à  l'Espéranto  et  qui  approuvent  la  déclaration 
ci-dessus,  de  vouloir  bien  remplir  et  signer  le  bulletin 
d'adhésion  encarté  dans  le  présent  numéro  et  de 
l'adresser  à  Vlnternacia  Scienca  Oficejo,  8,  rue 
Bovy-Ljsberg,  à  Genève  (Suisse). 

Le  Secrétaire  provisoire 

de  la  Internacia  Scienca  Asocio  Esperantista, 

Cari.o  BOURLET. 

Nota.  —  Nos  lecteurs,  connaissant  depuis  longtemps 
les  sentiments  favorables  à  l'Espéranto  des  trois  Rédac- 
teurs et  de  l'Editeur  des  Nouvelles  Annales,  ne  seront 
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pas  t' tonnés  d'apprendre  (jiie  les  Nouvelles  Annales 
onl  adhéré  à  l'Associalion.  D'ailleurs,  depuis  trois  ans 
déjà,  nous  avons  décidé  d'accepter  les  articles  rédigés 
en  Espéranto,  C.  B. 


CORRESPONDANCE. 


M.  M.  d  Ocagne.  —  L'énoncé  de  la  question  2004  a  subi 
une  altération  manifeste.  Il  faut,  dans  les  deux  dernières 
lignes,  permuter  «  par  »  et  «  sur  »  et  lire  :  «...  égal  au  seg- 
ment intercepté  sur  le  rayon  OC  par  la  normale  en  !M  ». 

La  proposition  ainsi  rectifiée  est  d'ailleurs  à  peu  près  évi- 
dente. Si,  en  effet,  N  est  le  point  où  la  normale  en  iM  ren- 
contre OC.  m  le  rentre  de  courbure  répondant  au  point  M, 
0  l'angle  que  fait  MG  avec  un  axe  fixe  quelconque  du  plan, 
on  a.  pour  les  diflérentielles  des  arcs  décrits  simultanément 
par  les  points  M  et  C, 

rf(M)  =  Mw.rfO,         rf(G)  =  C\.^0, 

d'où,  par  suite  de  l'é-gaiité  des  vitesses, 

M  ni  =  CN.  c.   Q.   F.   D. 

Le  résultat  est  presque  aussi  simple,  ainsi  que  je  l'ai  fait  re- 
marquer jadis  {Bull,  de  la  Soc.  math.,  t.  XI,  i883,  p.  i34), 
lorsqu'on  suppose  quelconques  et  la  courbe  que  décrit  le 
point  C  et  le  rapport  des  vitesses.  Il  s'énonce  alors  ainsi  : 

Les  perpendiculaires  menées  par  chacun  des  points  M 
et  C  sur  la  vitesse  de  Vautre  et  la  perpendiculaire  menée 
du  centre  de  courbure  m  sur  la  résultante  de  ces  deux  vi- 
tesses passent  par  un  même  point. 
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ItlKLIOGUAIMIIE. 


La  RoiNTiJNUo,  elcmcnta  (eorio  slarigila  sur  la 
ideode  ordo,  kun  aldono pritransjinitaj  nombroj {^)^ 
de  Ednard  V .  IJuntington,  el  la  angla  lingvo  Iradiik- 
ila  de  Raoul,  Bricard.  —  i  vol.  in-8,  laa-paga.  Paris, 
Gaulhler-Villars,  1907.  Prezo  :  2''', 'j5. 

S°  Edward  \.  Ilunlington  estas  l)onega  maleaialikislo  kaj 
Icrla  piofesoro,  kiu  scias  ordigi  malfacilan  tcmon  kaj  klarigi 
l)lej  abstiaklajn  tezojn.  Lia  bêla  veiko  la  Kontinuo  estas 
veie  niajslra  verko,  kaj  pio  tio  gi  ncpie  inerilis  esli  tiadukita 
en  nian  lielpan  lingvon  internacian,  por  liamaniere  rapide 
diskonigi. 

Kiel  diris  S"  Bricard  en  sia  aiitaîipaiolo,  «  tiu  voliimo 
prezentas  sub  fornio,  kiu  sajnas  definitiva,  la  rezullalojn  de 
gravaj  esploroj  de  la  plej  eminentaj  malemalikistoj,  kaj  pro 
perfekta  rigoreco,  pro  lerta  kaj  konciza  redaklado  gi  estas 
inda  farigi  klasika.   » 

Kiam,  antaù  prcskau  kxarona  jarcento,  Georgo  Gaiilor  pu- 
blikigis  siajn  iinuaju  arlikolojn  pri  la  de  II  iiove  fondila  teorio 
de  la  klasoj  {Menge,  ensemble,  class),  oui  pcivis  kredi,  ke  liu 
veiko  estas  nur  iu  filozofia  malematikajo,  kiu  pli  helpos  la 
filozofojn  ol  la  malematikistojn.  Kun  granda  miro  la  scienc- 
uloj  iom  post  ioni  konslalis,  ke  tiu  sajne  nielafizika  el|»ensitajo 
entenis  kernon  de  fruktodona  vero  kaj  geimon  de  plej  funda- 
nienlaj  studoj.  Nuntempe  la  Cantor'a  teorio,  almenaii  gia 
elementa  parto,  enrniksigas  en  la  tntan  Analilikon,  kaj  ne 
estas  eble  esplori  iun  cl  la  profundajoj  de  la  teorio  de  Ifunk- 
cioj  sen  lielpo  de  tiu  gvidilo  kaj  lumilo. 

Scd  la  Cantor'aj  originalaj  artikulnj  estas  nialfacile  legeblaj, 
la  diversaj  aliaj  laboroj  estas  disaj  en  la  niultaj  matenialikaj 
gazetoj,  kaj  konipreneble  la  vidpunktoj  de  la  inalsaniaj  aùtoroj 

(')  Cet  ouvrage  étant  rédige  en  langue  espéranto,  il  nous  semble 
tout  naturel  d'en  faire  le  compte  rendu  dans  la  même  langue. 
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diferencas.  S"  E.-\'.  Ilunlington  plenumis  do  la  nefacilan 
tasknn  verki  unuformau  pcdagogian  redaklon  de  liu  malsiin- 
pla  tenid.  por  facilis'  'a  ellernon  de  la  fundamenla  elemenla 
parlo  de  la  leorio  de  l'unijoble  oïdigitaj  klasoj  au  serioj. 

Tri  ccfaj  lipoj  povas  esli  dislingilaj  en  la  seiioj  : 

I*  l.a  disaj  serioj,  en  kiuj  ciu  elemento  (  krom  la  uiuia  au 
lasla)  h.ivas  tujan  sekvanlon  kaj  tujan  antauanton,  kaj  kiuj 
plie  verigas  la  Dcdekind  an  postulaton. 

Ili  liverai<  la  unuan  lipon  de  kompiilcblaj  serioj,  kies  teftipo 
estas  la  «erio  m  de  l'naluraj  enljeroj. 

■>*  La  densaj  serioj  koinputeblaj,  en  kiuj  neniu  elemento 
liavas  tujan  sekvanlon  au  tujan  antauanton,  tiei  ke  oui  povas 
(liii,  ke  ciu  eleinenlo  liavas  infinité  nuiltajn  najbarojn. 

Tiuj  serioj  ne  vorigas  la  Dedekiu'l'an  postulaton. 

3'  La  liniaj  kontinuaj  serioj.  kiuj  estas  densaj  kaj  plie 
verigas  la  Dedekind'an  postulaton. 

Ciu  speco  de  scrio  estas  do  klare  difinita  per  kelkaj  postu- 
laloj  kaj  la  aùtoro  zorge  pruvas  ciufoje,  ke  la  proponilaj  di- 
finanlaj  pnstulatoj  estas  inter  si  sende|)endaj. 

Gra\e  estas  rimarki,  ke  la  postulatoj  eleklitaj  de  S"  Hun- 
tington  por  la  difino  de  l'kontinua  serio  ne  estas  tiuj,  kiujn 
proponis  mem  Gantor;  kaj  ni  opinias,  ke  li  estas  prava,  car  la 
Dedckinda  postulato  estas  pli  simetria  kaj  ankau  pli  konforma 
je  la  nun  cie  akceptila  difino  de  l'neracionaloj.  La  aûloro  tiel 
enrnelis  giandan  regulecon  kaj  unuforniecon  en  sian  redakton, 
kiu  prezontiga*  kiel  eleganta  Iristupa  suprenirejo,  en  kiu  ciu 
slupo  sublenas  la  sekvantan. 

En  aldono  la  verkinto  résume  klarigis  la  cefajn  ideojn  de 
Gantor  pri  transfinitaj  noinbroj.  Li  prave  montras  la  senpre- 
ci/.econ  kaj  sonccriecon  de  tiu  nune  iiur  filo/.ofia  klasifiko,  pri 
kiu  la  niatematikistoj  senfine.  kaj  ankau  iouj  sencele,  diskut- 
adas. 

Gu  la  diver>aj  Alefoj  estas  duope  malekvivalentaj,  eu  la 
kardinala  nombro  de  la  kontinuo  estas  la  dua  Alef?  k.  t.  p. 
Jen  deniandoj  kuriozaj,  sed  pri  kies  solvoj  sin  intercsos  nur 
la  filozofoj.  Tiel  longe,  kiani  tiuj  dcmandoj  restos  en  la  i)ure 
idea  kanipD,  tiel  longe,  kiam  oni  ne  reale  renkoiitos  tipojn  de 
liaj  transfinitaj  klasoj,  la  solvo  eslos  tre  duba,  kaj  versajne  la 
diskulado  konservos  tiun  nietafizikan  fornion,  kiun  la  mate- 
matiklistoj  (levas  zorge  evili. 

Lble  iani  renkoiitigos  cfektivaj  ckzcniploj,  eble  iani  Irovigos 
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analitikaj  (Icmandoj,  kiuj  alportos  al  ni  materialun;  tiani  per 
iinu  sola  bato  la  luta  afero  estos  klarigila.  Gis  liam  ni  sekvu 
la  sagan  ekzeniplon  de  S"  Huntinglon,  kaj  pacience  ni  atendu. 
Mi  espéras,  ke  tiuj  mallongaj  noteloj  instigos  miajn  leganl- 
ojn  al  legado  de  liu  boncga  instiuiga  laùdinda  verko.  Celere 
ili  trovos  plezuion  ne  nur  en  la  matematika  parto,  sed  ankaû 
en  la  Esperanta  traduko.  Efektive  S"  Bricard,  kia  estas  la 
aCitoro  de  tiu  bona  matematika  teiminaro,  kiu  ebligis  la  unu- 
forman  skribon  de  matematika]  verkoj  en  Espéranto,  plej 
lerte  faris  tiun  tradukon.  Lia  traduko  estas  la  unua  grava 
tiaspeca  volumo;  li  montris  al  ni  irindan  vojon,  kaj  ni  espéras, 
ke  multaj  nun  sekvos  lian  ekzemplon.  Al  S°  Huntington,  kiu 
nun  diskonigas  Esperaiiton  en  Ameriko,  al  S"  R.  Bricard, 
kiu  liel  kurage  eniris  la  vojon  de  praklika  scienca  uzado  de 
la  helpa  lingvo,  al  nia  bonega  eldonisto  S"  Gauthier-Villars, 
kiu  sentime  helpas  nian  entreprenon,  la  tuta  Ësperantistaro 
kaj  la  luta  liomaro  suidas  grandan  dankon.  La  balalo  kontraû 
la  malprudenlaj  antaùjugoj,  la  malsaga  rutino  kaj  nesancelebla 
inerteco  de  l'homaro  iiun  komcncigis,  kaj,  se  ni  liavos  niuUajn 
tiajn  fervorajn  kunmilitantojn,  neniu  povos  ec  dubeti  pri  la 
flna  sukceso  de  nia  sciencama  penado.  G.  B. 


CERTIFICATS  DE  CALCIL  IMFFEKEXTIEI.  ET  IVTEGIIAL. 


Besançon. 

Éi'RELVi-:  TiiiiolUQiK.  —  O/i  considère  tous  les  cercles  G 
passant  par  deux  points  fixes  placés  sur  Os  symétrique- 
ment par  rapport  à  0.  Leurs  équations  générales  sont 

y-  'xx=o, 

xi -i-  yi -~  z"^  — -i^  X  —  a^  =  o, 

n.  et  ^  étant  deux  paramètres  arbitraires. 

Supposant  ^=f(a.): 

i"  Démontrer  que  les  cercles  G  de  la  famille  ainsi  déter- 
minée sont  les  caractéristiques  (au  sens  de  la  théorie  des 
enveloppes)  d'une  famille  de  sphères  S.  Equation  générale 
de  ces   sphères  S.    Il  y  a  exception  pour  certaines  fonc- 
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(ions/.  Kxpression  générale  de  ces  fonctions  f  exception- 
nelles. 

2°  Supposant  que  f  ne  soit  pas  une  de  ces  fonctions 
exceptionnelles,  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  engendrée  par  la  famille  de  cercles  G. 

3"  Déterminer  f  de  façon  que  le  lieu  des  centres  des 
sphères  S  soit  la  courbe  x  =^¥  (y)  du  plan  des  xy.  Appli- 
quer au  cas  particulier  x  =  y-. 

Solution. 
l"  Les  sphères  sont 

Xl^y-i^  -*— 2(|3  — a^')j'  — 2^'^'  —  «2=  o, 
dfit) 


ft'  = 


dx 


11  y  a  exception  quand  8  est  linéaire  en  a. 
2°  Les  lignes  de  courbure  sont  les  cercles  et  leurs  trajec- 
toires orthogonales. 

3"  On  est  conduit  à  l'équation  de  Glairaut  : 

dont  il  faut  prendre  la  solution   singulière   qui  est,  dans  le 
cas  particulier, 

x2 

Epreuve  pratique.  —  Oxy  étant  deux  axes  rectangu- 
laires et  A  la  droite  ayant  pour  équation  x  =  i,  on  con- 
sidère toutes  les  paraboles  P  tangentes  en  O  à  Ox  et  ayant 
Oy  pour  axe.  Chaque  parabole  P  rencontre  A  en  un 
point  M. 

Délcriiilner  les  paraboles  V  pour  lesquelles  l'intégrale 
curviligne 

/■    r   K  (./■  — 2)2(-î"^-H  2J:-—  -2)  -f-ar2(a"-1-  [j2    y  1 

/        " : -■> r^ — 7. ; : o  'og  V     dx 

6jr''  —  -24. r''  -u  2\x--^  I 


•2X  (x  —  2  )- 


^/>- 


étendue  à  l'arc  OM  de  la  parabole  P  est  maxima  ou  mi- 
nima.  (Juin  igof).) 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  ML  (Avili  1907.)  12 
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Lyon. 

Épreuve  théorique. —  I  (Fonctions  elliptiques  ). 
i"  Soient  : 

pu  la  fonction  de  Weierstrass  ; 

loi  et  2U)'  les  deux  périodes,  telles  que  2oi  et  — —  soient  des 

quantités  positives  ; 
u  un  argument  réel  et  positif; 
€1  —  ptû,  63=  pw',  «2=  P  (w  -4-  w'),  «1  =  I  +  es; 

=  la  racine  carrée  arithmétique  de  pu  —  e^. 

snu 

Exprimer  gj,  621  ^3  à  l'aide  du  module  k  relatif  à  snu; 
exprimer  \/pu  —  e^  et  y  pu  —  Cj  en  fonction  de  snif,  cnu, 
ànu.  ~ 

9.0  Soit  la  courbe  G  définie  par  les  équations  {coordon- 
nées rectangulaires) 

IX  =  p  {u  -^  a)  -\-  p  { u  —  a) 


a  =  réel. 
iy  =  p{u-\-a)  —  p{u  —  a] 

Quel  est  le  degré  de  Ci  à  quelle  condition  les  quatre 
points  Ui,  «2,  U3,  Ui  de  G  sont-ils  sur  une  même  circonfé- 
rence de  cercle  ? 

Nommons  : 

M  un  point  de  G  ; 

Et,  E2,  E3  les  trois  points 

X  =  eu      y  =  o;  X  =  e.2,      y  =  o;         x  =  e»,      y  =  o; 

^i,  ''21  ^3  l^s  trois  distances  MEi,  ME,,  MEi. 

Exprimer  ri,  /-j,  r^  à  l'aide  de  snu,  cnu,  dnw,  et  montrer 
que  Tj  et  r^  sont  liées  par  une  relation  linéaire. 

II.  Calculer  l'aire  convexe  de  l'ellipsoïde  de  révolution 

III.  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Oz  dz 

pq  =  x-^y,  p=^,  q  =  -^' 
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Donner  une  méthode  pour  obtenir  celles  des  surfaces 
intégrales  qui  passent  par  l'origine  des  coordonnées. 

ÉpnEUVE  PRATIQL'K.  —  Soit,  en  coordonnées  rectangu- 
laires, la  surface  S  : 


X  =  i/  u'^-^ —  cosç', 
y  =  4  /  M» H sinp, 


i"  Construire  les  courbes  <J,  t'  =f(u),  telles  que  la  tan- 
gente fasse  avec  l'axe  des  z  un  angle  constant  a, 

tanga  =  ^i. 

1°  Par  un  point  M  de  S  passent  deux  courbes  G.  Cal- 
culer les  cosinus  directeurs  des  deux  normales  principales 
et  leurs  angles  avec  la  surface. 

3°  Calculer  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  pour  la 
courbe  C. 

Solution. 

Les  problèmes  I,    II,    III  sont  des  applications  inimédiales 
du  cours.  Passons  à  l'épreuve  pratique. 
L'équation  des  courbes  C  est 


1 


au. 


On  est  ramené  à  une  quadrature  très  simple  en  posant 
I  -T-  «*=  (m  -t-  w)*,  puis  w^—  t.  La  surface  S  est  un  hyperbo- 
foïde  de  révolution  autour  de  l'axe  des  «  et  à  une  nappe. 

(Juillet  1906.) 

Epreuve  théorique.—  I.  Calculer  l'intégrale  {z  =  x-^iy) 
i'  «-  dz 


!■■ 


prise  le  long  d'une  circonférence  de  rayon  2,  avec  le  centre 
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à  l'origine  et  dans  le  sens    direct.  Résidu  de  la  fonction 
sous  le  signe  1  pour  z  —  oc. 

II.  Calculer,  par  la  théorie  des  résidus,  l'intégrale 
(x  réel) 

r^"    dx 

et  en  déduire  la  valeur  de  1 — -dx. 

J^  2  (  l  -f-  COS2  X  ) 

III.  Soient  : 

z  une  variable  complexe  ; 
)>(5)  une  fonction  rationnelle; 

\i{z)=:  f   \{z)dz;  u(z)  =  I     e\>-'^^dz; 

5  =  a  un  pôle  de  /  (  z ). 

i"  Quand  a  est-il,  pour  u(z),  un  point  ordinaire,  un 
pôle,  un  point  singulier  logarithmique  {mais  non  un  point 
singulier  essentiel)? 

•1°  Quand  z  =  x  est-il,  pour  u(z),  un  point  ordinaire  ? 

II.    1°  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

O  =PiiXi-^  Xo)  -hp-iiXi-^  Xi)  -h  p-i{X3+  X:,)  -i-  p^X,,. 

■2"  La  circonférence  (coordonnées  rectangulaires) 

y  =  o,         z'--^{x  —  i)^=_\ 

tourne  autour  de  l'axe  des  z  et  engendre  un  tore.   Cal- 
culer l'aire  convexe  et  le  volume  du  tore. 

Épreuve  pratiqie.  —  Soient  (coordonnées  rectangu- 
laires) u  et  V  deux  paramètres,  et  a  une  longueur  fixe 
donnée; 

S  la  surface  ' 

3'=e<cos(',         >'  =  «siai',         z  —  av 
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i»  Trouver  les  lignes  asymptotiques  de  S. 
2°  Calculer,  pour  la  courbe  u  =  av  de  S,  la  courbure, 
la  torsion,  le  trièdre  de  Serret,  en  un  point. 

(Novembre  1906.  j 

Nancy. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  deux  fonctions  de  deux  variables  indé- 
pendantes soient  liées  par  une  relation. 

II.  Etant  donnée  l'équation  différentielle 

dy       y'^  —  x^  y  —  ix 
dx  I  —  x"^ 

1"  Déterminer  une  solution  particulière  de  la  forme 
y  =  ax'-; 

ï"  Intégrer  l'équation  : 

3"  Trouver  les  solutions  particulières  de  la  forme 

y  =  ax  -k-  b., 
et  retrouver  en  partant  de  là  la  solution  générale. 

III.  On  considère  les  droites  D  représentées  par  les  équa- 
tions 

t^ 
x^tz-hp,         y=pz  —  ~; 

\°  t  et p  étant  indépendants,  combien  de  droites  D  réelles 
passent  par  un  point  de  l'espace  ? 

1°  Comment  doit-on  choisir  p  en  fonction  de  t  pour  que 
les  droites  D  ainsi  déterminées  aient  une  enveloppe  ? 
Trouver  pour  une  solution  quelconque  l'arête  de  rebrous- 
sement  et  la  trace  sur  le  plan  xOy  de  la  surface  formée 
par  ces  droites.  Lieu  des  arêtes  de  rebroussement. 

Solutions. 

I.  L'équation  est  une  équation  de  Riccati;  elle  a  la  solution 

I  —  cx^ 

particulière^  =  —  x^,  et  sa  solution  générale  csly  =  ; 
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les  solutions  du  premier  degré  sont  y  =  00^7 -f-w*,  o>  étant 
une  racine  cubique  de  l'unité.  l-.a  propriété  du  rapport  anhar- 
monique  de  quatre  solutions  de  l'équation  fournit  la  solution 
générale. 

II.  F*ar  un  point  ix,y,  z)  passent  trois  droites  qui  sont 
toutes  trois  réelles  si  y  est  extérieur  aux  ordonnées  des  deux 
surfaces  (F) 

3  (xz  —  y)±  -iz^  =  o. 

Pour  que  les  droites  aient  une  enveloppe,  il  faut  prendre  p 

égal    à h  c,    £   étant   d=  i  ;    la    trace   de    la  surface   est   la 

g 
courbe  >-2=-(.r  —  c)';    son  arête  de    rebroussement   est  la 

9 
cubique 

—  zt^  t^ 

z  =  — ^  £  /,         :r  = h  c,         y  =  —  cs.t  —  — ; 

le  lieu  de  ces  arêtes  est  la  surface  focale  dont  les  deux  nappes 
ont  les  équations  (F).  (Juillet  1906.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  On  considère  l'équatioti  aux 
dérivées  partielles 

dz  dz 

àx       ■'    Oy  -^  ' 

déterminer  la  solution  z  de  cette  équation  qui  se  réduit 
pour  ar  =  1  à  une  fonction  donnée  f  (y)  dey.  La  solution 
dépend    de    la    fonction  f(u),    où    u    désigne     le    rap- 

y 

port—;  comment  faut-il  choisir  la  fonction  f{u)  pour  que 
z  satisfasse  à  V équation  proposée  et  à  l'équation 

dz        y        I    /  ùz 


.  \o^x 

Ox        X        -i  \  Oy 

II.   Centre  et  rayon  de  courbure  d'une  courbe  gauche. 
On  donne  la  courbe  représentée  par  les  équations 

a7  =  asin2/,         y  =  a^'int  ccist ,         3  =  acosf, 
où  a  est  un  nombre  fixe  et  t  un  paramètre  variable;  le 
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plan  normal  passe  constamment  par  l'origine  ;  déterminer 
et  construire  le  lieu  des  parallèles  menées  par  l'origine 
aux  tangentes  à  la  courbe.  C  Octobre  1906.) 


CERTIFICATS  DE  MÉCAMQUE  RATIO.\i\ELLE. 


Besançon. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Potentiel  de  volume.  Propriétés 
caractéristiques. 

II.  Discussion  du  roulement  de  deux  roues  avec  bielle 
sur  un  plan  incliné.  (Juin  1906.) 

Épreuve  théoriqi  e.  —  I.  Définition  des  lignes  de  tour- 
billon dans  un  milieu  continu  en  mouvement.  Leurs  pro- 
priétés lorsqu'il  existe  une  fonction  des  accélérations. 

II.  Un  solide  mobile  autour  d'un  axe  est  soumis  :  1°  à 
une  force  dont  le  moment  est  proportionnel  à  l'écart  an- 
gulaire u  qui  e.riste  entre  la  position  actuelle  du  corps  et 
sa  position  d'équilibre  et  de  sens  contraire  au  sens  de  cet 
écart  ;  2°  à  une  résistance  dont  le  moment  est  propor- 
tionnel à  la  vitesse  angulaire  ;  3"  à  une  force  fonction  du 
temps  t,  soit  F(t)  cette  fonction  continue  et  périodique  de 
période  6. 

On  demande  les  conditions  que  doivent  remplir  l'écart 
initial  Uq  et  la  vitesse  angulaire  initiale  wq  pour  que  le 
mouvement  du  solide  soit  rigoureusement  périodique. 

On  étudiera  en  particulier  les  cas  suivants. 

Premier  cas  : 


F(  t)  =  Asin(  -iT.j^ 


Deuxième  cas 


F(f)  =  B         pour         —  e  <  ^  < -f- e, 

F(0=o         pour         —  0  <  ^  <  —  e  et  £  <  <  <  e, 

.\  et  B  étant   deux  constantes    non   nulles  et  e  une   con- 
stante moindre  que  0.  (Novembre  1906.) 
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Épreuve  pratiqve.  —  On  considère  un  mouvement  pen- 
dulaire troublé  simultanément  : 

1°  Par  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  ; 

1°  Par  un  frottement  constant. 

Lorsque  la  première  résistance  agit  seule,  on  observe  un 
mouvement  oscillatoire  amorti  dans  lequel  l'amplitude 
tliminue  de  moitié  après  36oo  oscillations  simples. 

Lorsque  la  deuxième  résistance  agit  seule,  on  sait  que 
la  demi- amplitude  diminue  à  chaque  demi-oscillation 
d'une  quantité  constante  if. 

Les  deux  résistances  agissant  simultanément,  le  mobile 
est  écarté  de  sa  position  d'équilibre  d'un  écart  initial  «o 
tel  que 

f   ^         I 

Wo  lOOOOOO 

On  demande  de  calculer  le  nombre  n  d'oscillations 
simples  qui  seront  exécutées  jusqu'à  l'extinction  du  mou- 
vement. (Novembre  (906.) 

Lyon. 

Epreuve  théorique.  —  Un  ellipsoïde  E  de  révolution  se 
déforme  de  la  façon  suivante  :  1°  l'axe  ne  change  ni  en 
grandeur,  ni  en  direction,  ni  en  position  ;  2"  le  rayon  de 
l'équateur  croit  proportionnellement  au  temps;  3"  chaque 
point  de  la  surface  de  E  reste  dans  un  méridien  fixe  et  à 
une  distance  invariable  du  plan  de  l'équateur. 

Un  point  I\I,  de  masse  m,  i"  est  astreint  de  glisser  sans 
frottement  sur  la  surface  E,  2"  est  repoussé  par  l'axe 
suivant  une  force  perpendiculaire  à  cet  axe  et  propor- 
tionnelle à  la  distance  de  M  à  l'axe. 

Etudier  le  mouvement  de  M.  Cas  particulier  où  la  vitesse 
initiale  est  tangente  au  méridien  initial. 

Épreuve  pratique.  —  Soient  : 

H,  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  /évolution; 

M,  un  point  qui  se  meut  sur  H,  de  façon  que  l'arc  s  de  H, 
compté  jusqu  'en  M  à  partir  d'un  point  fixe  Mo,  soit  égal 
au  temps  t,  compté  à  partir  d'un  certain  instant  initial, 
s  =  t; 
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MX,  la  tangente  en  M  à  II,  dirigée  dans  le  sens  des  arcs 
croissants  ; 

I\1Y,  la  normale  principale,  dirigée  vers  le  centre  de  cour- 
bure; 

MZ,  la  binormale; 

C,  un  corps  solide,  invariablement  lié  au  trièdre  trirec- 
taagle  MXYZ. 

i"  Quel  est  l'axe  instantané  I  de  rotation  et  de  glisse- 
ment? comment  se  comporte  I  vis-à-vis  d'un  spectateur 
entraîné  dans  le  mouvement?  à  quoi  se  réduit,  pour  un 
pareil  spectateur,  le  mouvement  ? 

•j>,"  Quel  est  le  lieu  T  des  points  de  C  dont  la  vitesse 
passe  par  M  ? 

3"  Un  point  P  se  meut  dans  Vespace  de  façon  que  sa 
vitesse  absolue  soit  un  vecteur  équipollent  au  vecteur  co, 
qui  représente  la  rotation  instantanée  de  C,  au  même 
instant.  On  donne  la  position  initiale  Po  de  P.  Quelle 
courbe  y  est  décrite  par  P  dans  C  ? 

4°  Il  existe  des  points  de  C  pour  lesquels  l'accélération 
d'entraînement  est  nulle.  Que  devient  v  quand  Po  est  un 
pareil  point  ?  Lieu  da  points  de  C  pour  lesquels  l'accélé- 
ration a  une  grandeur  donnée  fixe. 

5°  Etendre  les  problèmes  i"  et  2"  au  cas  où  H  est  tracée 
sur  un  cylindre  quelconque.  (Juillet  1906.) 

Ki"iu;i'VK  THÉORIQUE.  —  On  a  une  roue,  de  rayon  a,  for- 
mée par  une  circonférence  solide,  pesante,  homogène, 
d'épaisseur  {section)  négligeable  et  de  densité  linéaire  K. 
La  circonférence  est  reliée  au  centre  O  par  des  rayons 
rigides  de  masse  négligeable.  Un  poids  Çl  =  mg  est  ap- 
pliqué au  centre  O. 

Au  début  du  mouvement,  la  roue  est  lancée  de  manière 
à  remonter,  en  roulant  sans  glisser,  le  long  de  la  ligne 
de  plus  grande  pente  d'un  plan,  incliné  sur  l'horizon 
d'un  angle  a. 

A  partir  de  ce  moment,  on  applique,  à  un  point  déter- 
miné iMi  de  la  roue,  une  force  F,  d'intensité  constante, 
mais  dirigée  dans  le  sens  du  mouvement  et  suivant  la  tan- 
gente en  Ml  à  la  roue. 

On  suppose  que  la  roue  ne  peut  jamais,  par  rapport  au 
plan,  que  rouler  sans  glisser. 

Etudier  le  mouvement. 


(   i86  ) 
Epreuve  pratcque.  —  Dans  un  plan  fixe  II,  un  cercle  de 
rayon  a  roule  sans  glisser  sur  une  droite  indéfinie  OX.  Le 


0, 


X, 


cercle  tourne  autour  de  son  centre  avec  une  vitesse  angu- 
laire égale  à  i. 

Le  cercle  entraîne  dans  le  mouvement  son  plan  II,, 
lequel,  par  suite,  glisse  sur  le  plan  fixe  II. 

Un  point  P  se  meut  dans  le  plan  mobile  Hj. 

Quelle  courbe  doit  décrire  P  dans  U^  pour  que  la  vitesse 
absolue  de  P  soit  un  vecteur  égal  et  directement  opposé 
au  vecteur,  qui  est  la  vitesse  d'entraînement  du  même 
point  P  ?  On  cherchera  les  coordonnées  relatives  de  P  en 
fonction  :  i°  du  temps  t,  2°  des  coordonnées  relatives  initiales 
a  et  p,  pour  t  =  o. 

Quelle  courbe  décrit  alors  P  dans  le  plan  U  ? 

On  vérifiera  que,  si  Q  est  un  second  point,  qui  se  meut 
d'après  une  loi  analogue  à  celle  pour  P,  la  distance  PQ 
reste  constante.  Il  en  résulte  que  P,  Q,  ...  sont  les  différents 
points  d'un  plan  U-i  qui  glisse  sur  Ilj  et,  par  suite,  aussi 
sur  U. 

Dans  le  mouvement  de  II2  sur  II,  quelles  sont  les  rou- 
lettes ? 

On  suppose  que,  pour  t  =  0,  les  axes  fixes  X,  O,  Y  et  mo- 
biles Xi,  Oi,  Yi  sont  disposés  comme  l'indique  la  figure. 

(Novembre  1906.) 

Nancy. 

Épreuve  théorique.  —  Un  ellipsoïde  homogène  de  révo- 
lution se  meut  dans  un  fiuide  incompressible  homogène 
indéfini  en  repos  à  l'infini;  à  l'instant  initial,  on  lui  a 
imprimé  une  rotation  autour  de  son  axe  de  révolution  Oz 
et  une  translation  le  long  de  ce  même  axe  Oz\  les  forces 
données  se  réduisent  à  zéro. 


(   «8;  ) 
On  demande   d'étudier   le   mouvement   du  centre   O  de 
l'ellipsoïde  et  le  mouvement  de  l'ellipsoïde  autour  de  son 
centre.  (Juin  1906.) 

Rennes. 

Éprei've  thkorique.  —  I.  A]>plication  du  principe  de 
d'Alembert  à  la  théorie  des  percussions. 

II.  Problèmk.  —  Un  corps  solide  pesant  est  assujetti  à 
se  mouvoir  d'un  mouvement  hélicoïdal  de  pas  donné  2/7:, 
dont  l'axe  est  vertical. 

Étudier  l'effet  d'une  percussion  sur  ce  corps.  Calculer 
en  fonction  de  la  percussion  considérée  :  \°  l'accroissement 
de  la  vitesse  angulaire  ;  2°  les  percussions  de  liaisons. 

On  suppose  le  corps  primitivement  au  repos,  et  la  vitesse 
résultant  de  la  percussion  dirigée  de  telle  façon  que  le 
corps  s'élève.  Étudier  le  mouvement  continu  subséquent  et 
déterminer  la  hauteur  à  laquelle  le  corps  montera. 

On  néglige  le  frottement. 

Application  au  cas  où  le  corps  considéré  est  un  cylindre 
de  révolution  homogène,  creux,  ayant  pour  axe  de  figure 
l'axe  du  mouvement. 

Épreuve  pratique.  —  D'une  origine  O  on  veut  lancer 
un  mobile  pesant  de  manière  à  atteindre  un  point  A  dé- 
terminé par  son  abscisse  a{horizontale)  et  sa  cote  b  (ver- 
ticale) rapportées  à  l'origine  O.  Déterminer  la  vitesse 
initiale  minima  nécessaire  et  l'angle  de  cette  xjitesse  avec 
l'horizontale. 
Application  : 

a  =:  4"'. 
b  =  3"", 
g  —  9'",  81   par  seconde. 

Nota.  —   On  néglige  toutes  résistances  de  milieu. 

(Novembre  1906.  ) 


(   '88  ) 
SOLLTIO^S  DE  OIESIIO\S  IMIOPOSÉKS. 


1898. 

(1900,  p.  575.) 


Soient  ABGD  un  quadrilatère;  A',  B',  C,  D'  les  centres 
des  cercles  inscrits  aux  triangles  BGD,  GDA,  DAB,  ABC 
respectivement  ;  a,  p,  y,  o  ^^s  périmètres  de  ces  triangles. 
Démontrer  que  le  centre  de  gravité  des  poids  a,  p,  yi  ^ 
placés  en  A,  B,  C,  D  est  le  même  que  celui  des  mêmes 
poids  placés  en  A',  B',  G',  D'  respectivement. 

C.-A.  Laisant. 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Représentons  par  (a;'y')  les  coordonnées  de  A,  ( a?" ^")  celles 
de  B  et  c;  par  a,  6,  c,  rf,  m  et  n  les  longueurs  AB,  BG,  CD, 
DA,  BD  et  AG. 

Le  centre  de  gravité  des  4  sommets  chargés  des  poids  a, 
P,  y,  S  aura  pour  abscisse 

OLX'  -^  S  37"  -h  Y  x'"  -\-  ôa""' 

T  =   - 


et  de  même  pour  y. 

L'abscisse  de  A'  est,  d'après  une  formule  connue, 

c  x"  H-  m  x'"  -h  bx"        c  x"  -+-  m  x'"  -+-  bx"'' 
6  -+-  C  -H  »?  a 

Le   centre   de  gravité   des  4    points  A',  B',   G',  D'   chargés 
des  poids  a,  p»,  y,  o  aura  donc  pour  abscisse 

ycx" -\-  mx'" -\-  bx^" 
a 


a  -H  ^  -4-  Y  -+-  5 
_  a"'  (m  -f-  c  -+-  6)  H-  a;" (c  -1-  o?-t-  n)  -+-  a^'" (a  -H  <■/-(-  //?  )  -r-  .r"'  (a-^b-^  n 

a-+-p-HY-t-0 
_  aa:'-i-  ^ a-" -h  Y  ^"' -+- 5 ■r" 
~  a-f-pi-f-Y-i-o 

qui  est  bien  la  valeur  trouvée  plus  haut. 


(    '89  ) 

Note.  —  On  sait  que  A'  est  le  centre  de  gravité  des 
poids  (CD),  (DB),  (BC),  placés  en  B,  C,  D  respectivement.  En 
répétant  la  même  observation  sur  B',  C,  D',  on  voit  qu'on 
obtiendra  le  centre  de  gravité  de  ces  quatre  points  alïectés 
de  poids  égaux  aux  périmètres  des  triangles  correspondants, 
en  plaçant  en  A  les  trois  poids  (BG),  (CD),  (DB),  et  de  même 
pour  B,  G,  D,'ce  qui  démontre  la  proposition. 

Celle-ci  s'étend  à  un  système  de  5  points  dans  l'espace.  A, 
B,  C,  D,  E,  en  considérant  les  centres  A',  . . .  des  sphères  in- 
scrites aux  tétraèdres  BGDE,  ...  et  en  remplaçant  les  péri- 
mètres des  triangles  de  l'énoncé  par  les  aires  extérieures 
des  tétraèdres  considérés.  G.- A.  L. 

2028. 

'1903.   p.  57S.) 

Dans  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R,  soient  AB, 
BC,  CD  trois  côtés  consécutifs  du  polygone  régulier  ins- 
crit de  i.i  côtés.  On  projette  D  sur  OA,  OB,  OG,  respecti- 
vement en  E,  F,  G.  Démontrer  la  relation 

DE-+-DF  — DG=  ^-^' 

(E.-N.  Barisien.) 


PREMIERE    SOLUTION 
Par  M.  Letikrce, 

Une  circonférence  de  rayon  i  étant  partagée  en  sept  parties 
égales,  et  wi,  u^,  z^a  désignant  les  côtés  des  polygones  obtenus 
en  joignant  les  points  de  division  de  i  en  i,  de  i  en  2,  de 
3  en  3,  on  voit  que  la  relation  proposée  revient  à  la  suivante  : 

(i)  «2-+-  "s—  "1=  /y- 

Or  {voir  Trigonométrie,  Polygones  réguliers),  u\.,  u\,  «3 
sont  racines  de  l'équation  en  u 

u^  —  7  «2  -I-  1 4  "  —  7  —  0, 
donc 

u\  -H  ul  -+-  m|  =  7, 


(  190  ) 

et,  par  suite, 

{U-2-+-  U3—  M,)2  =  7  -f-a  (U2U3—  "1  "2—  "1  "3)- 

Le  théorème  de  Ptolémée,  appliqué  au  quadrilatère  inscrit 
de  côtés  successifs  «i,  Mi,  «2)  ihi  montre  que  l'expression 
entre  parenthèses  dans  le  second  membre  est  nulle  ;  donc  la 
relation  (1)  est  démontrée. 

SECONDli     SOLUTION 
Par  M.  Plakhowo. 
On  a 

DE  4-  DF  —  DG  =  R  (  sin  —  -^  sin  '—  —  sin  - 

7  7  7 


„  /    .     271  .     4tt  .     87r\ 

=  n  (  sin 1-  sin h  sin  —  ) 

\         7  7  7  / 

/     .       I  .  a  TT  .       2  .  2  TC  .       4  •  2  7t  \ 

(  Sin 1-  sin h  sin • 

\  7  7  7     / 


=  Rf  sin 

Les  nombres  i,  2,  4  sont  les  résidus  quadratiques  de  7.  Or, 
lorsque  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4" +  3,  on  a 


2^"   ■    =tV>- 


La  somme  S  s'étendant  à  tous  les  nombres  a  qui  sont 
résidus  quadratiques  de  p.  (Le  premier  membre  est  ce  qu'on 
appelle  une  somme  de  Gauss.) 

On  tire  de  là 

.      2  71  .  2  71  .       ,  27T  J 1 

Sin h  sin  2 f-  sin  4  —  =  -^-^  > 

7  7  7  2 

ce  qui  donne  la  formule  à  démontrer. 
Autre  solution  par  M.  Droz-Farny. 

2030. 

(  1905,  |).  r.76.) 

L'antipodaire  d'une  ellipse  par  rapport  à  un  des  som- 
mets du  grand  axe  est  une  quartique ;  l'antipodaire  de  la 
même  ellipse  par  rapport  à  un  des  sommets  du  petit  axe 


(     H)'     ) 

est  une  autre  quartique.  Montrer  que  ces  deux  quartiques 
ont  même  aire,  équivalente  aux  \  de  l  aire  de  la  déve- 
loppée de  l'ellipse.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  Letierce. 
Soient 

l'équation  de  l'ellipse,  M(acos(p,  ôsinip)  un  point  de  celle 
courbe  et  A  le  sommet  situé  sur  les  x  positifs. 

L'anlipodaire  par  rapport  à  A  est  l'enveloppe  de  la  perpen- 
diculaire MN  élevée  en  M  à  la  droite  AM,  enveloppe  définie 
par 

(éq.  de  MN)  by  sino  —  a(a  -+-  x){i  —  coscp)  -+-  c*  sin^cp  =  o, 
(éq.  dérivée)   by  costp  —  a{a  -^  x)  sintp  -\-  •ic'^  sintp  costp  =  o, 

d'où 

/  a{a-\-x) 

\    T2 =         COStp(H-COSCp), 

ï  f^y  •     / 

f   -y  =— sincf(i —  COSCPj. 

L'anlipodaire  cherchée  est  donc  une  courbe  unicursale  du 
quatrième  degré. 

L'aire  est  donnée  par 

ic''    C'^ 
S= — j    I      sin2:p(i  —  cos(f  )(i-4- 2  cos<p)  cfç 

=  — j-   I      (2sin*cp  —  sin^(f)df-\ j-    1      sin^cpcosçrfcp. 

La  première  intégrale  est  égale  à  -  >  la  seconde  est  nulle  ;  donc 

■I 

S  —  -  — 
2  ab 


(     '92    ) 

3  71    c'*' 
Or  l'aire  S'  de  la  développée  est  égale  à  — j-;  par  suite, 

o      CIO 

S  —  i  S' 

L'antipodaire,  par  rapport  au  sommet  du  petit  axe  situé  sur 
les  jK  positifs,  s'obtient  en  remplaçant  dans  les  expressions  (i) 

a  par  b,  x  par  y^  cp  par  ( cp  j  et  inversement;  l'aire  est 

donnée  par 

— j-    I  cos^cpd  —  sintp)  (i -I- 2  sino)  rfty 

qui  est  égale  à  S. 

QUESTIOXS. 


2074.  On  donne  un  quadrilatère  complet;  les  couples  de  som- 
mets sont  A  et  A',  B  et  B',  G  et  G',  les  sommets  A',  B',  G'  appar- 
tenant à  un  même  côté.  Des  points  A,  B,  G  comme  centres  on 
décrit  trois  circonférences  (A),  (B),  (G),  qui  se  coupent  deux 
à  deux  aux  points  A,  et  Ao,  Bj  et  B2,  Gj  et  C^',  on  trace  alors 
la  circonférence  (A')  qui  a  pour  centre  le  point  A'  et  qui  passe 
aux  points  Aj  et  A2;  on  trace  de  même  les  circonférences  ana- 
logues (B')  et  (G'). 

i"  Les  trois  circonférences  (A'),  (B'),  (G)  ont  deux  points 
communs  Dj  et  D2,  de  sorte  que  les  trois  couples  de  circonfé- 
rences forment  un  système  symétrique. 

2"  Si  les  circonférences  (A)  et  (A')  sont  orthogonales,  ainsi 
que  les  circonférences  (B)  et  (B'),  il  en  est  de  même  (*)  des 
circonférences  (G)  et  (G').  Le  système  des  circonférences  dé- 
pend alors  d'un  paramètre,  et  le  lieu  des  points  Aj  et  Aj,  par 
exemple,  est  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  la  droite 
A'BG  et  passant  par  les  points  communs  aux  trois  circonfé- 
rences qui  ont  pour  diamètres  les  diagonales  du  quadrilatère 
complet.  (G".  Fontené.) 

(')  Celte  propriété  a  été  indiquée  par  Pliickcr  (A'o««'.  Ann.,  i852, 
p.  .398). 


(  ip^i  ) 


[Al  a] 

SUR  LA  niVISIBILITÉ  DES  POLYNOMES  ENTIERS 
A   PLLSIEtRS   VARIARLES; 

Par  m.  Ch.  MÉRAY. 


1.  Avant  été  ramené  à  cette  théorie,  il  j  a  une  ving- 
taine d'années,  par  le  besoin  accidentel  de  l'un  de  ses 
points  [le  théorème  du  n°  10,  III  (m/.)],  je  ne  l'ai 
vue  nulle  part  traitée  d'une  manière  tout  à  fait  satis- 
faisante, et  j'ai  aperçu  le  principe  de  l'exposition  que 
j'en  vais  présenter. 

On  saisira  facilement  l'esprit  général  de  la  méthode 
en  remarquant  à  chaque  pas,  qu'elle  consiste  dans  la 
combinaison  des  procédés  propres  au  cas  d'une 
seule  variable,  opérée  par  voie  de  récurrence,  c'est- 
à-dire  par  la  réduction  d'un  cas  quelconque  à  un 
autre  où  le  degré  d\ine  variable  au  moins  s'est 
abaissé  dans  l'un  au  moins  des  polynômes  à  manier, 
sans  s' élever  dans  les  autres. 

Je  représenterai  par 

(0  5,     t,      ...,     V,     X,     y,      ,..,     w 

les  variables  indépendantes  qui,  en  nombre  fixe  A, 
seront  exclusivement  engagées,  en  totalité  ou  en  par- 
lie  seulement,  dans  les  polynômes  dont  je  parlerai,  et 
je  commence  par  rappeler  et  préciser  certains  faits 
préliminaires. 

I.    Un  monôme   (entier)  en  (i)   est   une  expression 
lormée  en   prenant  quelque  produit  de  puissances  de 
.\nn.  de  Mathemat.,  V  série,  t.  VII.  (Mai  1907.)  l3 


(   '94  ) 
ces  variables,  à  exposants  entiers,  positifs  ou  nuls, 

s'^  ('  .  .  .  vt:  x'^y^i  .  .  .  w'i', 

puis  celui 

c  s'^  t'  .  .  .  t^ar^jj'O  .  .  .  w'P 

du  précédent,  par  quelque  coefficient  constnnt  c. 

On  ordonne  ce  monôme  pai^  rapport  à  un  groupe 
donné  de  ses  variables, 

(•2  )  OC,       Y.       •  ■  . ,       't', 

dites  alors  ordonnatrices,  en  l'écrivant 

(  c  s'^  t'  .  .  .  «'r)  -t^y^i  •  ■  •  t*"'^, 

c'est-à-dire  en  le  considérant  comme  lormé  par  la 
multiplication  de  ses  facteurs  en  (2)  seulement  et  du 
produit  de  son  coefficient  par  ceux  en 

(3)  s,     t.     ..:,     V 

seulement,  produit  qui,  à  ce  point  de  vue,  lui  cons- 
titue un  nouveau  coefficient  ne  dépendant  plus  des 
variables  ordonnatrices. 

Par  rapport  aux  variables  (2),  deux  monômes 
sont  semblables  si,  dans  l'un  et  dans  l'autre,  elles 
portent  des  exposants  respectivement  égaux.  Autre- 
ment, ils  sont  dissemblables. 

Quand  le  groupe  (2)  comprend  la  totalité  (i)  des 
variables  de  la  question,  la  relativité  de  celte  simi- 
litude n'est  pas  mentionnée. 

II.  Ln  polynôme  (entier)  en  (i)  se  forme  en  pre- 
nant un  seul  monôme  à  la  rigueur,  ou,  habituellement, 
la  somme  de  plusieurs  dissemblables  deux  à  deux  (I), 
qui  soit  ses  ternies,  et  dont  les  coefficients  gardent  ce 
uom  pour  celte  nouvelle  expression. 


(  '9^  ) 
On  ordonne  un  polynôme  par  rapport  aux  va- 
riables d'un  groupe  tel  que  (2),  en  ordonnant  ainsi  ses 
divers  termes  (1);  en  sommant,  avec  chacun  d'eux, 
tous  ceux  qui  lui  sont  semblables  relativement  au 
même  groupe,  puis  en  faisant  l'addition  de  toutes  ces 
sommes.  On  obtient  ainsi  un  polynôme  en  (2),  avant 
pour  noineaux  coefficients  des  polynômes  en  (3),  et, 
dans  leur  ensemble,  les  coefficients  proprement  dits 
de  ces  derniers  polynômes  se  confondent  avec  ceux 
mêmes  du  proposé. 

III.  Par  rapport  à  un  groupe  de  variables  tel 
que  (2),  le  degré  apparent  d'un  polynôme  est  le 
nombre  obtenu  en  formant,  pour  chaque  terme,  la 
somme  des  exposants  |)ortés  par  ces  variables  seule- 
ment, et  prenant  la  plus  grande  valeur  de  ces  diverses 
sommes. 

Son  degré  effectif  est  le  résultat  de  la  même  opé- 
ration exécutée  sur  ceu\  seulement  de  ses  termes  dont 
les  coefficients  sont  ^  o.  C'est  lui  que  désigne  tou- 
jours le  mot  degré  employé  seul,  sauf  mention  qu'il 
s'agit  de  l'autre. 

Quand  le  degré  (effectif)  est  nul,  le  polynôme,  sans 
cesser  de  dépendre  nominalement  des  variables  (2), 
n'en  dépend  pas  en  réalité;  car,  affectées  des  expo- 
sants 0,0,  ...,  o  dans  les  termes  à  coefficients  ^  o, 
ces  variables  n'y  introduisent  que  les  facteurs  con- 
stants I,  I,  ...,  I,  et  les  autres  termes  ont  la  valeur 
constante  o,  quelles  que  soient  celles  d«'s  leurs.  Nous 
dirons  alors  que  le  polynôme  est  déchevêtré  des  va- 
riables (2j  en  question. 

Il  en  est  enchevêtré  si  chacune  d'elles  porte  un 
exposant  >  o  dans  quelque  terme  pourvu  d'un  coef- 
ficient p=  o. 

bans    ces    diverses    dénominations,    la   mention   de 
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relalivité  s'omet  habiluellenient,  quand  le  groupe  con- 
sidéré   embrasse    la    lolalilé   (i)   des    variables   de    la 
(juestion. 

IV.  Un  polynôme  est  identiquement  nul,  on  non, 
selon  que  ses  coefficients  sont,  numériquement,  tous 
nuls,  ou  non. 

Si  tous  les  coefficients  sont  nuls,  il  est  évident  que 
le  polynôme  n'a  jamais  que  la  valeur  o. 

Sinon,  soient  un  polynôme  enchevêtré  de  la  seule 
variable  x  (IH)  et  c^x^  son  terme  de  moindre  degré  u. 
parmi  ceux  dont  les  coefficients  sont  ^  o.  La  valeur 
du  polynôme  pouvant  s'écrire  (c^-H- s)  :ci^,  où  celle 
de  £  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  le  veut,  raoven- 
nant  l'attribution  à  ce  d'une  valeur  suffisamment  petite 
quoique  non  nulle,  on  peut  ainsi  rendre  £  numéri- 
quement <  ijxi  rendre  non  nulles  en  conséquence  les 
valeurs  des  deux  facteurs  et  cette  expression,  simulla- 
nément,  celle  par  suite  de  leur  produit,  c'est-à-dire  de 
l'expression  elle-même.  Le  polynôme  considéré  n'est 
donc  pas  nul  idenliquement. 

S'il  s'agit  d'un  polynôme  enchevêtré  de  deux  va- 
riables x,y  seulement,  soit  c^^^^x^-y^  un  de  ses  termes 
à  coefficient  ^zé  o,  et  (.  .  .  +  ca,\X^-\-. .  .)y'^  son  terme 
en  jv^  dans  le  résultat  de  son  ordination  par  rapport 
à  y  (II).  D'après  ce  qui  vient  d'être  constaté,  et, 
comme  le  polynôme  en  x  seidement,  . . .  +  c^^^^x^^  . . . , 
n'est  pas  nul  identiquement,  parce  que  le  coeffi- 
cient C(x^v  de  son  terme  laissé  en  évidence  ne  l'est  pas 
numériquement,  on  peut  assigner  à  x  une  valeur  x' 
qui  rend  la  sienne,  S'v,  ^o.  Pour;r  =  ^',  le  polynôme 
proposé  se  particularise  en  ...  +3vjK^+  •  •  ■ ,  poly- 
nôme en  y  seulement  dont  le  terme  mis  en  évidence  a 
iin   coefficient   ^  o,    au((uel,    en    conséquence,  et  par 
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une  nouvelle  application  de  ce  qui   précède,  on   [)eut 
faire  prendre  quelque   valeur   ^  o.   Le    proposé   n'est 
donc  pas  nul  idenliquenient. 

De  là,  on  passe  seniblablement  aux  polynômes  en- 
chevêtrés de  3  variables,  puis  de  4?  5,  •  .  .,  etc. 

Pour  abréger,  nous  dirons  un  poljnome  nul  ou  non- 
nul,  selon  que  ses  coefficients  seront  tous  nuls,  ou 
non.  Sauf  mention  du  contraire,  un  polynôme  est  tou- 
jours sous-enlendu  non-nul,  et,  le  plus  souvent, 
émondé  de  ses  termes  nuls  (qui  sont  sans  intluence 
sur  sa  valeur  numérique). 

V.  Le  produit  de  plusieurs  polynômes  est  nul  (IV) 
quand  r  un  au  moins  des  facteurs  est  tel,  mais  non- 
nul  quand  aucun  d'eux  n'est  nul. 

Le  premier  point  résulte  immédiatement  de  ce  que, 
dans  ce  produit,  le  coefficient  de  tout  terme  est  une 
somme  de  parties  dont  chacune  se  forme  en  multipliant 
entre  eux  les  coefficients  de  termes  des  polynômes 
facteurs,  pris  respectivement  dans  tous  ceux-ci. 

D'où  la  nullité  de  chacune  de  ces  parties,  contenant 
ainsi  un  ou  plusieurs  facteurs  nuls  numériquement, 
puis  celle  de  leur  son'ime,  coefficient  considéré  du 
polynôme  produit,  puis  celle  de  ce  polynôme. 

Pour  le  second  [)oint,  considérons  d'abord  le  cas  de 
deux  facteurs  enchevêtrés  de  la  seule  variable  j;,  et 
soient  p.',  ix"  leurs  degrés  (eflectifs)  (III),  c'^-x^' -,  c"^''X^" 
leurs  termes  de  ces  degrés.  Il  est  visible  que  le  produit 
(amené  à  la  forme  normale)  contient  le  terme 
cjjLC-'j^.xt^'"''!*'  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul,  puisque 
ses  facteurs,  c'^^.,  c"^<.,  ne  le  sont  ni  l'un  ni  l'autre.  Le 
polynôme  produit  est  donc  non-nul. 

De  là,  aux  cas  de  deux  facteurs  enchevêtrés  de  2  va- 
riables, puis  de  3,  4»  •  •  •>  O"  passe  par  voie  d'ordina- 
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lions  variées  et  de  récurrence,  comme  nous  venons  de 
le  faire  dans  une  circonstance  analogue  (IV). 

Soit  enfin  ^£' ^S"  .  .  .  ^S^J^  un  produit  de  J  polynômes 
non  nuls  quelconques.  En  vertu  de  ce  qui  précède, 
sont  non  nuls  :  les  produits  'i^'J?",  puis 

puis  ...,  puis  enfin  {^'^!ë"  .  .  .)^^J^  qui  est  le  produit 
en  question. 

VI.  Par  rapport  à  tout  groupe  des  variables  (i), 
le  degré  [effectif)  (III)  d'un  produit  de  plusieurs 
polynômes  est  égal  à  la  somme  de  ceux  de  ses  fac- 
teurs. 

Dans  un  premier  polynôme,  soit  jjl'  son  degré  de  ce 
genre,  (()'')|x'  le  groupe  formé  par  tous  ses  termes  (non 
nuls)  de  même  degré  p! ^  et  (^')v')  (^j')ct'i  •  •  •  ^^^  groupes 
analogues,  de  degrés  v'<;  jjl',  nj'<;  v',  .  .  .,  en  sorte  que 
la  forme 

puisse  être  donnée  à  ce  poijnome.  Soit  encore 

la  forme  analogue  donnée  à  un  autre  polynôme  dont 
le  degré  est  jj.".  Le  produit  de  tous  deux  pe\it  être 
écrit 

et,  en  premier  lieu,  le  produit  partiel  laissé  en  évi- 
dence est  non-nul  puisque  chacun  de  ses  deux  facteurs 
est  tel  (IV);  en  second  lieu,  son  développement  ne 
contient  évidemment  que  des  termes  élémentaires  de 
degré  commun  ;j.'-|-ui.";  en  troisième  lieu,  celui  des 
produits  partiels   non    écrits   ne   peut   donner  que   des 
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termes  (le  degrés  <<  a' -h u" .  On  en  conclur  que  le  de- 
gré du    produit   des   deux    polynômes   considérés   est 
bien  égal  à  a'-f-  jj.",  somme  de  ceux  des  facteurs. 

De  ce  cas,  de  deux  facteurs  seulement,  on  passe  à 
ceux  de  3,  4<  •  •  "  P^r  le  moyen  empioxé  à  la  tin  de 
l'alinéa  précédent  (V). 

VIL  Deux  polynômes  sont  identiquement  égaux 
ou  non  selon  que,  respectii^ement,  les  termes  [non 
nuls)  de  chacun  sont  semblables  à  ceux  de  l'autre 
et  pourvus  de  coefficients  numériquement  égaux, 
ou  bien  qu'il  n'en  est  pas  ainsi.  Car  le  polynôme  ob- 
tenu en  prenant  leur  différence  a  pour  coefficients  les 
différences  de  ceux  des  termes  semblables  dans  les  pro- 
posés, et  il  est  nul  dans  le  premier  cas,  non-nul  dans 
le  second  (IV). 

Suivant  l'une  ou  l'autre  alternative,  nous  dirons  ces 
polvnomes  égaux  ou  inégaux. 

2.  On  diiise  un  polvnome  donné  DXL  par  un  autre 
•%,  on  fait  la  division  du  premier  par  le  second,  en 
en  chercliant  un  troisième  dont  le  produit  par  le  second 
soit  égal  au  premier  (1,  \  II). 

Dans  cette  opération,  Ole,  X  prennent  les  noms  de 
dividende,  diviseur,  et,  si  Ton  peut  lui  trouver 
quelque  résultat  ^,  on  exprime  cette  possibilité  en  di- 
sant que  Oit  est  divisible  par  Jb,  que  ^esl  le  quotient 
de  la  division. 

l^es  moyens  d'exécution  dérivent  des  observations 
résumées  ci-après. 

I.  Si  le  diviseur  est  nul  M,  IV),  et,  comme,  en 
conséquence,  son  produit  par  un  polvnome  ([uelconque 
l'est  toujours  (Ib.,  V),  la  division  est  impossible 
quand  le  dividende  ne  l'est  pas,  possible  quand  il 
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l'est  aussi,  mais  alors  avec  indétermination  du 
quotient. 

II.  Quand  le  diviseur  est  non-nul,  le  quotient  de 
toute  division  possible  est  unique.  Si,  en  divisant  DM 
par  =)b,  on  trouvait  deux  quotienis  inégaux  ^, ,  ^a?  la 
soustraction  nienibre  à  membre  des  identités  de  défi- 
nitions 

D]1  =  DX,^i,        DYl  =  )Z^i 

conduirait  à 

chose  impossible,  puisque  dans  ce  produit  de  deux 
facteurs  le  second  est  non-nul,  le  premier  supposé  tel 
(Ibid.). 

III.  Quand  le  dividende  est  nul,  non  le  diviseur, 
la  division  est  possible  et  le  quotient  est  toujours 
nul.  Car  l'identité  à  réaliser  o  =  5b^,  sous  la  condi- 
tion ^)h  ^  o,  l'est  toujours  et  seulement  par  ^=  o  (Ib.). 

Désormais,  nous  supposerons  non  nuls,  le  diviseur 
toujours,  et  aussi  le  dividende  quand  le  contraire 
n'aura  pas  été  spécifié. 

\S .  Pour  que  la  division  soit  possible,  il  est  né- 
cessaire que,  par  rapport  à  tout  groupe  des  va- 
riables (i),  le  degré  [^effectif)  co'  du  dividende  soit 
au  moins  égal  à  w"  degré  du  diviseur;  et.,  s'il  en  est 
ainsi,  le  degré  analogue  m  du  quotient  est  donné  a 
priori  par  la  formule 

(4)  tu  =  oj' —  co". 

S'il  existe  quelque  tjuotient  ^,  dont  le  degré  ana- 
logue soit  w,  l'identité  fondamentale  OIl  =  o)!?^  en- 
traîne w'=  a>"-l-  co  (1,  VI),  d'où  ti)'>(o"  et  (4)- 
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Maintenant,  nous  pouvons  passera  l'cxanien  de  trois 
cas  simples,  d'où  se  déduit  la  solution  complète  du 
prol)K'*me. 

Auparavant,  il  faut  noter  que,  pour  un  groupe 
formé  d'i:ne  seule  variable  u  enchevêtrant  le  divi- 
dende,  le  diviseur  et  le  quotient  aux  degrés  u',  u",  u, 

on  a  aussi  bien 

u  =  u' —  u", 

cas  particulier  de  (4)  dont  l'emploi  est  continuel. 
V.   Le  dividende  et  le  diviseur  sont  des  formes 
on  =)M(s,  t,  .  .  .,  v)x'^'yn' ..  .  w'^', 

{^  =)N(*,  t,  ...,  i')x^yfi" ...  wV, 

monômes  en  a:,  y,  .  .  .,  w,  ayant  pour  coefficients 
des  polynômes  déchevêtrés  de  ces  variables. 

Si  un  quotient  existe,  son  ordination  par  rap|)Ort  au 
même  groupe  (2)  ne  peut  donner  qu'un  terme,  car, 
autrement,  son  |)roduit  par  .)b,  ordonné  de  la  même 
manière,  en  contiendrait  plus  d'un  aussi,  alors  que  Olu 
n'en  a  qu'un  seul.  Il  est  donc  de  la  même  forme 

où  Q(.î,  t.,  ...,  v^),  ;,  r,,  ...,  '}  sont  :  un  polynôme 
déchrvètré  de  ^,  y,  .  .  . ,  tr,  des  exposants  entiers  non 
négatifs,  à  choisir  de  manière  à  donner  idenli(|uement 

M  (  5,  t,    .  .  . ,  r)  xVyr^  ,  .  .  w'V {=  OU  =  .)b^) 

=  [  N ( 5,  ^  ...,  i»)  Q(5,  /,...,  f  j  j  x'^"^iyfi"^'i . . .  «'•y+'l'. 

A  celle  fin,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
sont  visiblement  : 

1"  l^nir  que  le  premier  membre  soit  semblable  au 
dernier,  relativement  a  a:,y^  .  .  .,  »',  que  l'on  ait 
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d'où 

i  =  i'-ï",  Yl  =  y,'-7)",  ...,  4;  =  .y— .y     (C/.\\): 

2"  1*0 iir  que  les  coefficients  des  termes  semblait! es 
dans  leurs  développements  complets  soient  respec- 
tivement égaux,  que  l'on  ait  identiquement 

M(5,  t,  ...,  P)=  N(5,  t,  ...,  p)Q(5,  ^  ...,  O, 

c'est-à-dire  que  M  soit  divisible  par  N  et  que  Q   soit 
pris  égal  au  quotient  de  cette  division. 
Si  donc  il  J  a  possibilité,  on  aura 

^(  =  OlL  :  31, )  =  ( M  :  N )  ^V-çyo'--i" . . .  w4'->V', 

ce  qui  ramène  le  problème  au  cas  de  deux  poly- 
nômes, M,  N,  impliquant  des  variables  en  nombre 
inférieur  à  celui  des  primitives  (i). 

VI.  Le  dividende  OÏL  est  quelconque,  le  diviseur  dXo 
est  déchevétré  des  variables  (2). 

La  possibilité  de  la  division  exige,  comme  condition 
nécessaire  el  suffisante,  c/ue  les  coefficients  M,,  M2,  ... 
du  dividende  ordonné  par  rapport  à  ce  groupe 
soient  tous  divisibles  par  Slo.  Et,  sous  cette  condi- 
tion, ceux  du  ciuotient  pareillement  ordonné  sont 
les  quotients  M,  :  OL,  Mo^^ï,,  .  .  .  C'est  ce  que  montre 
bien  facilement  l'identification  de  OTL  au  produit  de  :)ï, 
par  un  quotient  hypothétique  ^  ordonné  de  la  même 
manière  {Cf.  V).  L'opération  est  ramenée  au  cas  de 
polynômes  dépendant  des  variables  (3)  seulement. 

La  condition  formulée  entraîne  visiblement  la 
divisibilité  par  dZ  des  coefficients  de  011,  ordonné 
par  rapport  à  tout  sous-groupe  des  variables  (2). 

VII.  Le  dividende  et  le  diviseur  sont  enchevêtrés 
d\ine  même  variable  x,  aux  degrés   m,  ii[^ui  (IV)]. 
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Soient  alors 

{DK  =)  M,„jr"'-H  M,„_,a""-«-4-. . ., 

les  résultats  de  leur  ordination  par  rapport  à  x  suivant 
ses  puissances  décroissantes,  les  M,  N  étant  des  poly- 
nômes déchevèlrés  de  cette  variable.  On  pourra  com- 
mencer et  poursuivre  la  a  division  algébrique  »  du 
premier  par  le  second,  comme  si  les  M,  N  n'étaient 
que  des  constantes,  cela  aussi  longtemps  que  les  degrés 
en  X,  des  premiers  termes  du  dividende  et  des  divi- 
dendes partiels  consécutifs,  resteront  ^ n  et  leurs  pre- 
miers coefficients  divisibles  par  Nu. 

Quand  ces  divisibilités  se  trouvent  exister  jusqu'au 
bout  et  qu'on  arrive  à  un  reste  nul,  on  constatera  bien 
facilement  que  la  division  de  011  par  <X  est  possible  et 
que  le  quotient  ordonné  par  rapport  à  :r  se  forme 
terme  à  ternie^  comme  si  cette  variable  était  la  seule 
de  la  question. 

Quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  reconnaîtra  avec  la 
même  facilité  que  Dit  n'est  pas  divisible  par  î)b. 

Ceci  ramène  le  problème  à  un  cas  précédent  (V) 
et  à  celui  de  polynômes  dépendant  de  h  —  i  va- 
riables seulement,  par  la  technique  propre  au  cas 
élémentaire  où  le  dividende  et  le  diviseur  ne  sont 
enchevêtrés  cpie  d'une  seule  variable. 

VIII.  Comme  chacun  de  ces  moyens  déchevétre 
toujours  de  quelque  variable,  l'un  au  moins  des  poly- 
nômes qu'il  laisse  à  manier,  et  cela  sans  enchevêtrer 
les  autres,  il  est  clair  que  leur  enchaînement  en  ré- 
currences convenables  conduira  sûrement  à  la  ré- 
ponse comportée  par  la  division  proposée. 

IX.  On  aperçoit  immédiatement,  (pie  tout  polynôme 
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est  divisible,  tant  par  lui-même,  que  par  une  con- 
stante quelconque  (^  o).  Dans  le  premier  cas,  le  quo- 
tient est  I  ;  dans  le  second,  on  l'obtient  en  divisant 
simplement  les  coefficients  du  dividende  par  la  con- 
stante diviseur  (VI). 

3.  A  la  notion  de  divisibilité,  les  suivantes  se  rat- 
tachent très  étroitement. 

I.  Deux  polynômes  sont  semblables  quand  l'un  est 
divisible  par  l'autre  et  que  le  quotient  de  leur  division 
se  réduit  à  une  constante,  relation  évidemment  réci- 
proque. Ils  sont  dissemblables  s'il   en  est  autrement. 

II.  Les  diviseurs  dun  polynôme  donné  sont  ceux 
de  degrés  >►  o  qui  le  divisent,  c'est-à-dire  par  les- 
quels il  est  divisible  (2).  Parmi  eux,  se  trouvent  tou- 
jours lui-même  (Ib.  IX)  et,  visiblement,  les  poly- 
nômes semblables  à  tout  diviseur  qu'on  lui  con- 
naîtrait déjà. 

On  notera  que  les  constantes  ne  comptent  pas 
comme  diviseurs,  bien  qu'elles  divisent  tous  les  poly- 
nômes quand  elles  sont  ^  o  (Ibid.). 

Un  polynôme  est  premier,  quand,  étant  de  degré 
y^  O,  il  n'a  d'autres  diviseurs  que  ses  semblables (1)  (lui- 
même  compris).  Tel  est,  visiblement,  un  polynôme 
quelconque  du  premier  degré. 

III.  Tout  polynôme  non  premier  peut  être  mis 
sous  forme  d'un  produit  de  facteurs  premiers  {dis- 
semblables ou  semblables) ;  et  le  nombre  de  ces  fac- 
teurs est  limité,  puisque  leurs  degrés,  tous  >>  o,  ont 
celui  de  proposé  pour  somme.  Ce  polynôme  est  dit 
composé  (de  tels  facteurs). 

{Dans  le  cas  tout  spécial  d'un  polynôme  à  une 
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seule  variable,  de  degré  w,  ces  facteurs  premiers 
sont  de  degré  commun  =  \ ,  et  en  nombre  =  m.  ilec'i 
résulte  du  point  fondamental  de  la  théorie  des  équa- 
tions entières  à  une  inconnue.) 

IV.  Un  diviseur  est  commun  à  plusieurs  polynômes, 
quand  il  divise  chacun  d'eux  séparément. 

Quand  des  polynômes  ont  un  diiiseur  commun, 
celui-ci  divise  aussi  toute  combinaison  faite  d'eux 
par  des  additions  et  soustractions;  le  quotient  est  la 
combinaison  homonyme  de  ceux  de  leurs  divisions 
par  ce  diviseur. 

Des  polynômes  sont  premiers  entre  eux,  quand 
ils  sont  dépourvus  de  tout  diviseur  commun.  Ils  ne 
sont  alors  divisibles  simultanément,  que  par  des  con- 
stantes ^  o. 

Des  polynômes  dissemblables  et  premiers  chacun 
{dans  le  sens  absolu  du  mot)  sont  toujours  premiers 
entre  eux. 

V.  Les  multiples  d'un  polynôme  donné  sont  tous 
ceux  que  celui-ci  divise;  ils  se  confondent  évidem- 
ment avec  ses  produits  par  tous  les  polynômes  imagi- 
nables; en  particulier,  ils  comprennent  ses  semblables. 

Tout  diviseur  d' un  polynôme  divise  l'un  quel- 
conque de  ses  multiples;  le  quotient  est  le  produit 
de  celui  de  la  division  du  polynôme  par  le  diviseur, 
et  du  multiplicateur  qui  a  fourni  le  multiple  consi- 
déré . 

Les  multiples  communs  de  plusieurs  polynômes 
sont  tous  ceux  que  divise  chacun  des  proposés. 

4.  La  division  algébrique  est  susceptible  d'une 
extension  dont  nous  allons  avoir  besoin. 
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Les  polynômes  d]\ ,  5^  tlu  n"  2,  \\\  étant  repris,  on 
peut  en  assigner  un  troisième  ^-^''J^  déchevêtré  de  x^ 
qui  rende  possible  la  division  algébrique  du  produit 
^•^  P  JR  par  â)L,  c'est-à-dire  qui  permette  la  forma- 
tion de  l'identité. 

(5)  '^'poiiL  =  <œi3T;,4-'«, 

où  Cl  e?  U  sont  des  polynômes  dont  les  degrés  en  x 
ont  des  valeurs  =  m  —  u  et  <Cn. 

I.  Soient  N„:r"  toujours,  le  premier  terme  de  ùL, 
puis  M„',.r'".  celui  d'un  dividende  partiel  OIL"^  ordonné 
comme  Ole,  )b  l'ont  élé.  Aussi  longtemps  que  m,-  sera 
^11,  on  assurera  la  possibilité  de  la  division  partielle 
correspondante  en  multipliant  OTl''^  par  quelque  poly- 
nôme ^^^p('^  déchevêtré  de  x,  choisi  de  manière  à 
donner  avec  M^'^  un  produit  ^•^^|)"^M^,'^  (jui  soit  divisible 
par  ]N  II  ;  à  cette  fin,  il  suffira  de  prendre,  pour  le  mul- 
tiplicateur '-^^^p''^,  N,i  toujours  (3,  V),  un  poljnome  de 
degré  moindie  parfois  (16,  inf.),  i  même  seulement, 
quand  la  division  partielle  à  exécuter  sera  possible 
d  emblée,  c'est-à-dire  quand  M^,','  se  trouvera  divisible 
par  N„. 

En  rejjrésenlant  alors  par  i]"^  le  quotient 

K'-'V"'Mu.;):N„J.r'".-", 

par  Ort-'+<^  la   différence   ''"^p*'^  Olt''^  — q^'^Dl,,   dont   le 
degré  en  x  est  <[  m/,  il  vient 

(  6  )  i-^>v''''  3rc ('■'  =  11"'  dL  -h  D\l "■+>' . 

II.  En  faisant  successivement  ici  /  =  o,  i ,  2,  . .  .,  on 
trouvera 

U0j,(2)  o]V')  =  ,^(2)  ^i,  ^  OW^^ 
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el  I  on  poursuivra  aussi  longlenps  que  m/^,  degré  de 
On.*''*"'^  restera  ^n.  Corame  les  entiers  m,  m,,  1112,  ... 
vont  sans  cesse  en  diminuant  de  i  au  moins  chaque  fois, 
on  atteindra  certainement  une  différence  OIl'./"'"'^  dont 
le  degré  sera  <  u,  à  laquelle,  en  conséquence,  on  sera 
forcé  de  s'arrêter;  et  la  récurrence  (r)  se  terminera  par 


(^8  Wp(y-i'  011  (/-i)  =  q'^-i'  dL  +  Ole'/', 

(   (•f'p'yJOlL'/)  =q!/'X      -H01I(y+i). 

Pour  obtenir  enfin  la  relation  cherchée  (5),  il  suffit 
maintenant  d'ajouter  membre  à  membre  celles  de  l'en- 
semble {y)  et  (8),  multipliées  respectivement  par  les 
produits 

I    (j:)|,Cl)(x)p(2)(ar)_..p(/)  1^      (a:'|,'2)  U)pt3)_.,(x)j,(/i  j^ 
^  '  /  (-^'V*»' .  .  .  (^Jj}(/'  I ,       .  .  . ,      U)p(y)  1,1, 

puis  de   noter  '-^^P,  Cl  el  li  les   sommes  des  produits 
de  ces  multiplicateurs  par  les  '-'"^p,  . .  .,  par  les  (\,  ...  et 

Les  muhiplicateurs  (9)  étant,  comme  leurs  facteurs 
'•^'P,  ...,  tous  déchevèlrés  de  x',  on  observera  :  que 
'■^^'^I  est  tel,  que  le  degré  de  Cl  en  x  est  m  —  n  puisque 

ceux  de  q,  ll^",  q^^^   .  .  .  sont  m u,   m,  — n,  .m 2  —  II,    ..- , 

en  suite  sans  cesse  décroissante,   que  celui  de 

est  •<  II,  ce  que  nous  avons  déjà  vu. 

m.  Il  est  essentiel  de  noter  que  la  construction  de 
la  relation  (5)  comporte  simplement  ^algorithme 
de  la  division  algébrique  à  une  seule  variable  ordon- 
natrice, combiné  avec  le  maniement  de  polynômes 
déchevêtrés  de  cette  variable,  c'est-à-dire  en  conte- 
nant une  de  moins  que  les  proposés.  Ou  sup|)rime- 
rait  même  toute  difficulté  dans  ce  manienient,  en  pre- 
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nant   invariablement  N„   pour  chacun  des  miiliiplica- 
teurs  f-^'p,  i-^^pC), 

On  pourrait  donner  à  cette  opération  le  nom  de 
quasi-division  relative  à  la  variable  ordinatrice  x^  de 
on.  par  Dli,  à  ces  polvnomes  et  à  Cl,  '^,  ceux  de  quasi- 
dividende,  quasi-diviseur  et  quasi-quotient,  quasi- 
reste,  à  '-^  P  celui  de  préparateur. 

La  division  algébrique  n'étant  que  le  cas  particulier 
qui  se  présente  quand  le  préparateur  se  réduit  à  i.  ces 
dénominations  lui  seraient  bien  mieux  appropriées  cpie 
celles  du  langage  courant,  puisque  la  divisibilité  pro- 
prement dite  du  dividende  par  le  diviseur  n'est  qu'une 
éventualité  tout  à  fait  exceptionnelle. 

Au  n"  16  (in/.),  nous  verrons  qu'on  peut  toujours 
s'arranger  de  manière  à  rendre  premiers  entre  eux  le 
préparateur  et  le  quasi-quotient. 

5.  Les  mêmes  polynômes  i")]'*^.  ■^^(2,  VII),  (4)  étant 
encore  repris.,  on  peut  en  assigner  trois  autres, 

(9 bis)  œ,  ^,  '■*';?, 

dont  Le  dernier  est  déchevêtré  de  x,  dont  les  deux 
premiers  sont  non-nuls  (I,  IV),  avec  des  degrés  p,  .1 
en  X  remplissant  les  conditions 

p  <  ",     '1  <  i"> 

et  qui,  tous  trois,  donnent  avec  OTL,    3L   la  relation 

(10)  <f  .m  +  ^Jb  =  (-^'Z. 

I.   La  suite  de  polynômes 

t/K,      jTG,     Joi,     •  ■  •  ■)     ï'"/— I)     î'"/?     J"j-t-i)     J"/H-îi     •  •  •• 

qui  commence  par  les  proposés  et  se  [)Oursuitpar  ceux 
qu'on  rencontre  successivement  à  partir  du  iroisir-nie, 
en  prenant  (;haque  fois  le  «juasi-reste  de  la   quasi-divi- 
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sion  de  ranliprécédenl  par  le  précédent  (4,  III),  s'ar- 
rête forcément  à  un  terme  JLjj^^  déchevêtré  de  x.  Leurs 
degrés  en  x  forment  effectivement  une  suite  décroissante 

(11)  m  ^11   >  11,  >  lij>.  .  .  >  iiy^.,  >  iiy^-^r  =  o), 

puisque,  dans  toute  quasi-division,  celui  du  quasi-reste 
est  inférieur  à  celui  du  quasi-diviseur;  et  un  entier  non 
négatif  décroissant  finit  toujours  par  atteindre  la  va- 
leur o. 

Si  ces  quasi-divisions  ont 

(12)  Wp,       f^'pi,       ...,       (-^'py,       (^)p^-^„        ...,       i^'py,       '-^'py^,, 

(i3)  q,         i\i,     ...,         q,-,         q;-Hi,      ...,         qy,  q^H-, 

pour  préparateurs  et  quasi-quotients,  ceux-ci  changés 
de  signes,  elles  seront  formulées  par  les  relations, 


(i4) 


'^Pj  DLj-i  -+-  qy  DZj         =  5by^i , 

desquelles,  en  procédant  de  bas  en  haut,  comme  nous 
allons  rindiquer,  on  déduira  successivement  celles-ci 
en  même  nombre  y  -+-  i  : 

(  POIL     -4-Q.)i:,         =3î:>y+î, 

1     r  1  Jt)         -i-  Qi  Olj]  =  îJtây-i-î, 


*  l'-f-l  «J";  -H  Qi-t-l  «)A9/h-i   =  »^y-l-2> 


Py3'Ii>y_|-H  Qyî^Tjy  =  <i)î)y-4-2, 

Py-^1  «^y  -•-  Q/+1  îrc>y-M  =  3^y-<-2- 
^«/2.  f/e  Mathemat.,  4*  série,  t.  VII.  (Mai  1907.)  1.4 
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Pour  la  dernière  de  (i5),  on  prendra  simplemeat 
celle  de  {i4)^  cest-à-dire  qu'on  fera 

(i6)  P,^,  =  ^'py^,,        Q,.^,  =  qy^,. 

Ensuite  et  généralement,  on  formera  celle  de  (i5)  où 
l'indice  commun  de  P,  Q  est  i  {<Cj  +  i)i  ^^  prenant 
le  résultat  de  Télimination  de  J^i^i  entre  celle  du  même 
tableau  où  cet  indice  est  i -r-  i,  et  celle  de  (i4)  où 
^^p.  I)  portent  l'indice  /,  élimination  faite  de  manière 
à  donner 

Tout  ceci  avant  été  exécuté,  il  suffira,  pour  former  la 
relation  cherchée  (lo),  de  prendre 

(i8)  ^=P,         ^=Q.  ^■^  =  DLj^i, 

où  0Zj^2  est  déchevètré  de  x.  et  nous  allons  constater 
que  P,  Q  remplissent  les  conditions  imposées  à  •!*,  ^ 
par  l'énoncé. 

II.  Nous  représenterons  par  .  .  .,  X/,  . .  .  les  degrés 
en  X  (^effectifs)  des  polynômes  (i3)  tous  non-nuls 
comme  quotients  de  quasi-divisions  possibles  à  divi- 
dendes non-nuls,  et  par  ...,  Il/,  ....  par  ...,  X/,  ..., 
ceux  des  ...,  F,,  ...,  des  Q,.  ...,  dont  nous  allons 
reconnaître  la  non-nullité. 

i"  On  a 
X  =  0'   /.i  >  *^'    •••'   /.'>0'   "/./+i>o,    Xy>">  X/-^i><*- 

Conséquence  immédiate  de  l'égalité  y/ =  ii/_i — iw 
et  des  inégalités  (i  i). 

2"  Si  les  inégalités 

(19)  P/-n?iO,  Qi^i^O, 

(20)  11,^1  <\,^, 
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existent,  on  aura  encore 

(21)  P/?^0,  Q/5^0, 

avec 

(  i-^  )  11/  =  X,-4.i ,         \i  =  y,- -f-  X/4.1 , 

(•23)  n,<X,,        si    i>o        (i°), 

soit 

(24)     H-X.     .Si    1  =  0,     selon  que  y  =111  —  n  est  ^o  (Ib.). 

A  cause  de  Q/+i  72^  o  (19),  de  l'inégalité  de  principe 
t-^'p,péo,  la  première  formule  (i-)  donne  immédiate- 
ment P/p£o  (21),  puis  n,=:X,^(  (22),  par  sa  combi- 
naison avec  le  fait  que  les  préparateurs  (12)  sont  dé- 
chevêtrés  de  x. 

Pour  la  même  cause,  et  parce  que  Hi^  o,  la  der- 
nière partie  de  l'expression  de  (^,-  (17)  est  non-nulle, 
avec  /./ +  Xj.,.)  pour  degré  (en  x)\  la  première  partie 
étant  non  nulle  aussi  (19),  mais  de  degré  11,^.,  qui  est 
•<  X/^i  (20),  cette  expression  est  non-nulle  et  de  degré 
/-/-h  X,.j.,.  La  seconde  relation  (19)  conduit  donc  aux 
secondes  relations  (21)  et  (22),  d'où  (  28)  ou  bien  (24) 
suivant  le  cas. 

3"   A  cause  de  (16)  entraînant 

Ily-Hi  =  o,  Xyn-,  =  /j^i  >  o, 

les  illégalités  (19),  (20)  ont  lie  ii  pour  i  =y -{-  1  ;  elles 
subsistent  donc  pour  i  z=  /\  J  —  1 ,  . .  .,  i ,  o  (2"). 

4"  En  faisant  /=  1,  2,  ...,/  successivement  dans 
la  seconde  égalité  (22),  se  rappelant  que  Xy^.)  ='/.j^^ 
(i(jj=:iiy  —  iiy_^,    parcc  quc  i)y^,    est  le  quasi-quotient 


(    212    ) 

de  la  quasi-division  de  5by  par  O^-y+i,  et  ajoutant  mem- 
bre à  membre,  il  vient 

/  X,  =  xi-^X2-+-  •••  -^/J+1 

(25)       I  =  (il  —  ll,)-H(ili  —  112)-+-  .  •  .   H-("y  — »7+!) 

(  =  >i  — '>y-4-I- 

On  en  conclut  II  =  X|  ('^2)  <  u  (i  1). 

Enfin,  la  seconde  égalité  (22)  et  (23)  donnent  im- 
médiatement   X  =  (lu  —  Il  )  H-  (il nj^i  )  =  iH  —  "/+1? 

d'où  X  <;  m,  dernier  point  nous  restant  à  établir. 

III.  La  formation  de  la  relation  (10)  sous  les  condi- 
tions posées  peut  se  nommer  Vélimination  de  x  entre 
les  polynômes  011,  »X  ;  les  polynômes  (g  bis)  en  sont  les 
multiplicateurs  et  le  (polvnome)^/ia/. 

6.  Quand  un  polynôme  premier  ÙL  (3,  II)  divise 
le  produit  J^TL  de  deux  autres  {^premiers  ou  com- 
posés), mais  non  le  second  facteur  OK,  il  divise 
Vautre  S^  forcément. 

Notre  démonstration  comporte  l'examen  successif 
des  cas  distingués  ci-après. 

I.  .%  n'est  enchevêtré  cjue  de  tout  ou  partie  du 
groupe  (3);  4^,  -Tl  le  sont,  tant  de  (3)  que  de  (2)  ; 
le  théorème  a  été  démontré  dans  tous  les  cas  où 
chacun  de  ces  trois  polynômes  ne  l'est  que  de  tout 
ou  partie  de  (3). 

1°  Sous  ces  hypothèses,  et  si  notre  théorème  est 
vrai  quand  4^,  OU,  enchevêtrés  de  (3),  ne  le  sont  en 
outre  que  de  quelque  sous-groupe  de  (2  ),  //  subsiste 
après  l'adjonction  d'une  nouvelle  variable  x  à  ce 
sous- groupe. 
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Cette  adjonction  ajant  été  faite,  soient 

(  011  =  )  M,„ar"'  ^-  AI,„_,  x"'-i  -<-...      • 

les  résultats  de  l'ordination  de  ces  polynômes  par  rap- 
port à  :r.  dont  les  coefficients  L,  M  en  sont  déche- 
vêtrés,  et  dont  les  termes  ont  été  écrits  dans  l'ordre 
où  leurs  degrés  (en  x)  décroissent. 

Comme  les  M  ne  sont  pas  tous  divisibles  par  3T1> ,  sans 
quoi  OR  le  serait  (2,  VI),  contrairement  à  l'hypothèse, 
l'un  d'eux  au  moins  M^  sera  non  divisible  à  l'exclusion 
de  ses  précédents  M„j,  M,„_,,  ...,  M(jl_),  et  en  écri- 
vant 

le  second  membre  sera  divisible  |)ar  Ob  puisque  les 
deux  parties  du  premier  le  sont  (3,  l\  ),  l'une  par  hy- 
pothèse, l'autre  à  cause  de  la  même  divisibilité  des 
coefficients  M;„,  M„,_,,  . . .,  Mjx_j.  Mais  on  a 

=  'LiM^xi+\^-h..., 

développement  où  le  terme  laissé  en  évidence  n'en  a 
visiMement  aucun  autre  semblable.  Il  faut  donc  (l2,  AI) 
que  L/M[j^,  coefficient  de  ce  terme,  soit  divisible  par  OX,, 
et,  par  suite,  en  vertu  de  l'hypothèse  spéciale  au  pré- 
sent sous-alinéa,  que  L/  le  soit,  puisque  Mp^  ne  Test 
pas. 

On  a  ensuite 

J^(M^^x[^-+-...)—L/x'{M^^x\>■-h...) 

=  (Li-ixi~^-^-...)(M^,x\'--h...), 

produit  encore  divisible  par  3)0,  comme  les  deux  parties 
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du  premier  membre  où  L/  l'est.  De  même  qu'à  l'ins- 
tant, et  en  vertu  de  la  même  hypothèse,  la  non  divisi- 
bilité de  M[ji  entraînera  la  divisibilité  de  L/_(,puis, 
successivement,  de  L/_2,  ...,  Lq,  puis  finalement  celle 
de4:(/6.). 

2°  L'exactitude  du  point  en  question  ayant  été  ad- 
mise pour  le  cas  où  4^,  tTl  sont  déchevêlrés  de  (ri),  ce 
qui  précède  l'élendra  à  ceux  où  l'on  introduit  dans  ces 
polynômes  les  variables  x  d'abord,  puis  y  après  x, 
puis  ;;  après  x  et  y,  puis  .  . .,  puis  w  finalement. 

ir.  DIL  n  est  enchevêtré  que  de  tout  ou  partie  de 
(3)  ;  i^,  (DL  le  sont  de  tout  ou  partie,  tant  de  [i)  que 
de  (3);  le  théorème  a  été  démontré  dans  tous  les  cas 
où  chacun  de  ces  trois  polynômes  ne  l'est  que  de 
tout  ou  partie  de  (3). 

Nommons  ^  le  quotient  de  la  division  du  produit 
^Ti,  par  '%,  qui  est  supposée  possible. 

1°  Si  011  est  déchevêtré  des  variables  (3)  encore,  il 
se  réduit  à  une  constante,  et  le  point  en  question  est 
évident.  Carie  quotient  ^:  DTl  est  un  polynôme  entier 
semblable  à  ^(3,  1),  et  l'idenlité 

(26)  <0IL=^3b 

donne  immédiatement  J^=  (^  :  OU)  J^. 

2°  Sinon,  soient  Itl,,  Illa,  Hlj,  ...,  Ilty  des  facteurs 
premiers  en  lesquels  Jlc  peut  être  décomposé  (76.,  III), 
facteurs  tous  déchevêtrés  de  (2)  puisqu'il  en  est  ainsi 
pour  leur  produit  OÏL  (1,  VI).  L'identité  (26)  s'écrira 

(27)  .(;;^m,mjms.  .  .niy  =  ^i)î,, 

et,  comme  lit,  divise  le  premier  membre  (3,  V),  il  di- 
visera le  second,  mais  non   le  facteur  premier  SiL  de 
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celui-ci  ;  car  il  lui  serait  semblable  {Ih.,  II),  el,  divisant 
m,,  X  diviserait  OFL  {Ib.,  V)  contrairement  à  l'hjpo- 
thèse.  Ce  facteur  lit,  divise  donc  ^(I),  et,  en  nommant 
^,  le  quotient  ^:  111,  de  cette  division,  celle  des  deux 
membres  de  (27)  par  le  même  diviseur  conduit  à 

4:m2m3...my=^,  X     (3,V). 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  Uto  divise  ^,, 
puisque  IU3,  ...,  llly  divisent  ^2,  ...,  ^y_(  quotients 
de  ces  divisions  enchaînées.  En  nommant  enfin  ;^- 
celui  de  la  dernière,  on  obtiendra  successivement  les 
identités 

^m^ .  . . m^  =  ^î  Ob,        .  . . ,        Kjmj  =  ^_,  dL,       -C  =  ^j  ^, 

dont  la  dernière  formule  précisément  le  fait  à  établir. 

III.  J^,  .'Te,  X  50/?^  enckei'étrés  chacun,  de  tout 
ou  partie  du  group-î  (3)  et  de  x  seulement  dans 
Vautre  (2  ),  ceci  à  des  degrés  quelconques  i,  m,  u  ;  le 
théorème  a  été  démontré  dans  tous  les  cas  oii  cha- 
cun des  trois  polynômes  ne  l'est  que  de  tout  ou  partie 
de{Z). 

Entre  OTl,  SI,  nous  éliminerons  x  par  la  relation 

(28)  '.eOlL -4- ^51:,  =  <^'.f , 

où  ^^^^  est  déchevêtré  de  x,  où  les  degrés  (en  x)  de 
•Jf,  ^  sor)t  p  <:  M,  .^  <C  m  (o). 

1"  Sous  les  hypothèses  actuelles  (III),  et  si  notre 
théorème  est  vrai  pour  n  =  v,  entier  ^  i ,  il  l'est  en- 
core pour  it  =  V  +  I . 

Supposons  it  =  V  4-  I . 

A.  Tout  polynôme  premier  p  dont  le  degré  {en  x) 
est  £v,  et  qui  divise  le  produit  ^^T^i  divise  ^  aussi. 
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Dissemblable  au  polynôme  premier  <)L,  comme  étant 
de  degré  inférieur  à  v  +  i  degré  de  celui-ci,  il  ne  peut 
le  diviser. 

Si  p  est  déchevêtré  de  x,  il  divise  ^  par  application 
du  dispositif  de  l'alinéa  I. 

S'il  en  est  enchevêtré,  ^  l'est  forcément  aussi.  Au- 
trement ^  serait  non  divisible  par  p,  le  dispositif  de 
l'alinéa  II  serait  applicable  aux  trois  polynômes  Ob, 
^,  p  (substitués  respectivement  à  J^,  OÏL,  J^s  du  lieu 
cité),  et  'X  serait  divisible  par  p  contrairement  à  ce 
que  nous  venons  de  constater.  Les  polynômes  ^,  01]), 
p  sont  alors  enchevêtrés  de  J7,  tous  trois;  le  troisième 
est  premier,  de  degré  <;  v  H-  i ,  et  divise  ^3ï>  sans  di- 
viser X;  il  divise  donc  ^en  vertu  de  Thypothèse  addi- 
tionnelle propre  au  présent  sous-alinéa  i". 

B.  Le  polynôme  '-^^rT  est  non-nul. 
Autrement  la  relation  (28)  donnerait 

ce  dont  nous  allons  reconnaître  l'impossibilité. 

Si  *J?  se  réduit  à  une  constante,  —  ^  I  9^  serait  un  po- 
lynôme entier,  et  l'on  aurait  .^11  =  ( —  ^:  '^)î)b,  chose 
impossible  puisque  nous  admettons  que  OU  n'est  pas 
divisible  par  -X. 

Sinon,  tout  facteur  premier  de  $  diviserait  ^3*^, 
^  par  suite  (A),  parce  que  son  degré,  égal  au  plus  à 
celui  de  SP  qui  est  essentiellement  inférieur  à  v  -j-  i  de- 
gré de  OL,  est  £v.  En  raisonnant  ensuite  comme  tout 
à  l'heure  (II,  2°),  on  trouverait  que  ;)Tt  est  divisible 
par  Ob,  contrairement  à  ce   que   nous   avons  supposé. 

C.  Finalement,  si  Ion  multiplie  (28)  par  4^,  il  vient 
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ceci  montrant  que  0^  divise  4^/'^^,  comme  divisant  J^OIL 
par  livpothèse,  JL  en  fait,  les  deux  parlies  du  premier 
membre  par  suite  (3,  IV).  Or,  enchevêtré  de  x,  il  ne 
peut  diviser  le  second  facteur  ^■'"^J  de  ce  produit,  qui, 
non-nul  (B),  en  est  au  contraire  déchevêtré.  Il  en  di- 
vise donc  l'autre  facteur  4^(11), 

2"  Sous  les  mêmes  hypothèses  (III),  notre  théo- 
rème est  vrai  pour  11  =  1. 

Les  raisonnements  sont  identiques  à  ceux  des  sec- 
tions (A),  (B),  (C)  du  sous-alinéa  précédent  (i°), 
avec  cette  simplification  pourtant  que,  p  •<  n  étant  ici 
=  o,  tous  les  facteurs  premiers  de  ^S  sont,  comme 
lui-même,  déchevêtrés  de  x. 

3"  Sous  les  mêmes  hypothèses  (III),  notre  théo- 
rème est  vrai  pour  toutes  les  relieurs  de  n.  Consé- 
quence immédiate  de  la  combinaison  des  sous-ali- 
néas 1° ,  2" . 

IV.  4^,  OTL,  3b  sont  enchevêtrés  de  x,  déchevêtrés 
de  toutes  autres  variables  ;  rien  du  théorème  n'a 
encore  été  établi. 

Les  raisonnements  sont  ceux  de  l'alinéa  III,  avec  les 
menues  modifications  suivantes  : 

Dans  la  section  X  de  son  sous-alinéa  i",  p  ne  peut 
être  déchevêtré  de  x^  puisque,  ne  dépendant  alors 
d'aucune  variable,  il  se  réduirait  à  une  constante  et  ne 
serait  pas  un  diviseur  du  produit  ^)ï.  (3,  11);  si  ^ 
n'était  pas  enchevêtré  de  a:,  il  se  réduirait  à  une  con- 
stante pour  la  même  cause,  et,  semblable  alors  au  poly- 
nôme j)remier  ^X,  le  produit  en  question  ne  pourrait 
être  divisible  par  p,  contrairement  à  l'hypothèse  spé- 
ciale à  cette  section. 

Dans  la  section  B  du  même  sous-alinéa,  le  polynôme 
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non  nul  ^-^^^  se  réduit  à  une  constante  <ï>,  pnisf|ue,  dé- 
chevêtré  essentiellement  de  x,  la  seule  variable  de  la 
question,  il  ne  dépend  d'aucune. 

Dans  le  sous-alinéa  2",  "l"  se  réduit  à  une  constante  H, 
et  la  relation  finale  (29)  prend  la  forme 

sur  laquelle  la  divisibilité  de  i^  par  t)Ti,  est  plus  visible 
encore. 

V.  Des  cas  examinés  ci-dessus,  on  passe  à  tous  les 
autres  par  la  marche  proijressive  dont  les  premières  et 
principales  étapes  sont  indiquées  ci-après,  avec  leurs 
références. 

a.    —  0C,  OTl,  Jt^sotït  enchevêtrés  de  x  seulement 

^.  —  Jb  est  encheK'êtré  de  x  seulement  ;  OÏL,  J^  le 
sont  de  x^  y  seulement  [(a),  (I)]. 

y.  —  X  est  enchevêtré  de  x^  y  seulement;  ,)IL  ne 
l'est  que  de  y;  J^est  comme  X[(a),  (^),  (II)]. 

û.  —  0Îj,  ÛY^y  J^sont  enchevêtrés  de  x,  y  seule- 
me«^[(a),(^),  (y),(lll)]. 

£.  —  'K>  est  enchevêtré  de  x^  y  seulement  ;  .')ll,  J^, 
de  x,y,  z  seulement  [(a),  (P),  (y),  (S),  (I)]. 

■/■(.  —  OL  est  enchevêtré  de  x,  y^  z  ;  DW.  ne  l'est 
que  de  y,  z;  J^  est  comme  X  [(a),  (ji),  (y),  (0),  (e), 

(La  condition  imposée  à  X,  Ole,  i^  de  dépendre  des 
variables  successivement  désignées,  par  voie  d'enche- 
vêtrement proprement  dit,  non  à  titre  simplement 
nominal,  a  eu  pour  but  de  donner  brièveté  et  com- 
plète précision  à  la  spécification  de  ces  divers  cas,  et 
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d'en  moiUrer  plusnellemenl  la  progression.  Mais,  dans 
le  cas  (^)  par  exemple,  l'un  des  polynômes  OIV,  .'^pour- 
rait être  déchevêtré  de  r,  tous  deux  pourraient  être 
enchevêtrés  d'autres  variables  quelconques  accompa- 
gnant X.  Et  de  même  dans  les  autres.) 

7.  (Jn  polynôme  premier  ^  qui  divise  le  pro- 
duit OPti  OUa- •  •  <'^r^A  (^Ic-  polynômes  quelconques,  di- 
vise lun  au  moins  d'entre  eux,  lui  est  semblable  en 
conséquence  si  ce  facteur  est  premier  aussi. 

Car  Ob  divise  le  produit  de  deux  facteurs  seulement 
OU,  {OVL2  •  ■ .  DTl/()  =  D\li  . .  .DTLk',  si  donc  il  ne  divise  pas 
OU,,  il  divisera  le  produit  OULa  • . .  011^  (6).  On  verra  de 
même  que,  s'il  ne  divise  pas  Ollo,  il  divise  DTL3  .  . .  •^Xi/t, 
et  ainsi  de  suite,  puis  finalement  que,  s  il  ne  divise 
pas  011/f_i,  il  divise  OK-k. 

8.  En  décomposant  un  même  polynôme  quel- 
conque en  facteurs  premiers  (3,  Ifl),  on  ne  trouve 
jamais  ceux-ci  qu'en  un  même  nombre  et  respecti- 
vement semblables,  pour  chaque  décomposition,  à 
ceux  provenant  de  toute  autre  (conçus  dans  un 
ordre  convenable). 

1.    Quand  un  produit  ,p  de  i polynômes  premiers 

^Li,  ...,  ,7b/  est  semblable  à  un  autre  produit  ^^"|ll 
de  j^i  facteurs  de  ce  genre,  on  a  i^=j,  et  les  fac- 
teurs de  chacun  sont  respectivement  semblables  à 
ceux  de  l'autre  (conçus  dans  un  ordre  convenable). 

Le  facteur  X,  de  /"|!Î  divise  évidemment  le  poly- 
nôme semblable  '■'^P,  divise  en  conséquence  l'un  X' 
des  facteurs  de  celui-ci  (7),  lui  est  même  semblable 
puisque  Oî,,,  JL' sont  premiers  (3,  11),  et  les  quotients 
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,|l  :  ^,  =  Dbo . . .  3T,/,   O'^ll  :  .%'=(.. .)'  sont  évidem- 
ment semblables  aussi. 

De  là  on  conclut,  de  la  même  manière,  que  iLo,  fac- 
teur de  Oc^o . . .  i)î>,-  est  semblable  à  quelque  facteur  ^Tl)" 
de  ( . . .)',  que  les  quotients  /|l  :  (X,  dX..),  0>||  :  {dXj^V) 
le  sont  encore,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  épuisement 
des  facteurs  de  i^ .  A  ce  moment,  le  polynôme 
,|l  :  (5X,,  ^)b2 . . .  ^i),  auquel  f>^|l  :  {^' X" . . .  ^b^'^)  est 
encore  semblable,  se  réduit  à  une  constante;  il  faut 
donc  que  ce  dernier  se  réduise  aussi  à  une  constante, 
ceci  entraînant  /=:y. 

II.  De  là  notre  théorème,  puisque  deux  décomposi- 
tions quelconques  conduisent  à  des  groupes  de  facteurs 
dont  les  produits  sont  égaux,  au  polynôme  proposé 
chacun,  mutuellement  par  suite,  semblables  en  parti- 
culier. 

9.  Comme  on  amène  immédiatement  des  poljnomes 
semblables  à  l'égalité,  en  les  multipliant  par  des  con- 
stantes convenables,  on  peut  sous-entendre  l'intro- 
duction préalable  de  tels  multiplicateurs,  et,  par 
cette  convention,  simplifier  considérablement  le 
langage.  Au  lieu  de  l'énoncé  précédent  (8),  on  dira 
par  exemple  : 

Tout  polynôme  peut,  d^ une  seule  manière,  être 
mis  sous  forme  d'un  produit  de  puissances  de  po- 
lynômes premiers  inégaux  [c'est  à-dire  dissem- 
blables). 

Le  seul  mot  décomposition  est  très  commode  pour 
désigner  celte  opération  et  aussi  son  résultat. 

10.  Une   certaine   suite    de   théorèmes  intéressants 
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découlent  presque  iiiimédiatenient  de  ceux  des  n°'  6 
et  7,  qui  soûl  fondamentaux  ;  mais,  dans  leurs  énoncés, 
dans  leurs  démonstrations,  ils  ont  une  telle  analogie 
avec  ceux  qui.  en  Arithmétique,  se  groupent  autour  de 
la  décomposition  des  nombres  entiers  en  facteurs  pre- 
miers, qu'il  serait  tout  à  fait  superflu  de  les  exposer 
ici.  J'en  mentionnerai  trois  seulement,  le  premier  ap- 
puyant tous  les  autres,  le  second  et  le  troisième  plus 
particulièrement  utiles. 

I.  La  décomposition  (9)  du  produit  de  plusieurs 
polynômes  est  le  produit  des  facteurs  inégaux  qui 
appartiennent  à  l'ensemble  des  décompositions  de 
ceux-ci,  chacun  de  ces  facteurs  premiers  étant 
pourvu  d'un  exposant  égal  à  la  somme  de  ceux 
qu'il  porte  dans  ces  diverses  décompositions. 

II.  Un  polynôme  {quelconque)  qui  divise  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  en  étant  premier  à  l'un  de 
ceux-ci  (3,  IV)  divise  Vautre  {Cf.  6). 

III.  Quand  un  polynôme  est  divisible  séparément 
par  d'autres  dont  deux  quelconques  sont  premiers 
entre  eux  (3,  I\  ),  il  Vest  aussi  par  leur  produit. 

11.   Des  polynômes  quelconques 
(3o)  X,     ll'o,     ...,     C,     5,     ...,     3C 

étant  donnés,  si,  dans  l'ensemble  des  facteurs  pre- 
miers de  leurs  décompositions,  on  affecte  chacun  de 
ceux-ci  du  moindre  des  exposants  qu'il  porte  chez  les 
unes  et  chez  les  autres  (o  quand  il  ne  ligure  pas  dans 
toutes),  la  multiplication  de  ces  puissances  donne  un 
nouveau  polynôme  unique  A,  dont  les  propriétés  ca- 
ractéristiques sont  maintenant  très  visibles. 
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I.  Tout  dù'iseur  de  A  {lui-même  compris)  est  di- 
viseur commun  pour  tous  les  polynômes  proposés. 
Inversement,  ceux-ci  n^ont  pas  d'autres  diviseurs 
communs  que  ceux  de  A. 

Ce  dernier  A  est  ainsi  celui  des  diviseurs  communs 
des  proposés,  dont  le  degré  (total)  est  le  plus  grand, 
laison  pour  laquelle  on  le  nomme  leur  plus  grand 
commun  diviseur. 

[Des  polynômes  premiers  entre  eux  (3,  [V)  n'ont 
pas  de  plus  grand  commun  diviseur  proprement  dit, 
puisqu'ils  ne  sont  divisibles  simultanément  que  par  des 
constantes  {Ib.,  II).  Mais  on  leur  attribue  conven- 
tionnellement  parfois  une  constante  pour  plus  grand 
commun  diviseur.] 

II.  Les  quotients 

T'     T'     •••'    T 

sont  premiers  entre  eux.  Réciproquement,  un  poly- 
nôme A  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
proposés  (3o),  s'il  les  divise  tous,  en  donnant  des 
quotients  premiers  entre  eux. 

III.  Si  le  groupe  (3o)  est  partagé  d' une  manière 
quelconque  en  plusieurs  sous-groupes 

(3i)  (.1,,  ilb,  ....),    (C,  ,f,  ...),     ... 

ayant  respectivement  A,,  Ao,  ...  pour  plus  grands 
communs  diviseurs,  celui  du  groupe  total  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A,,  Aj,  .... 

Cette  observation  réduit  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  polynômes  en  nombre  quel- 
conque, à  de  simples  réitérations  de  celle  concernant 
deux  poljnomes  seulement. 
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12.  En  plaçant  chaque  facteur  des  décompositions 
des  mêmes  polynômes  (3o)  sous  un  exposant  égal  au 
plus  grand  de  ceux  qu'il  porte  dans  les  unes  et  dans  les 
autres,  puis  en  faisant  le  produit  de  ces  puissances,  on 
forme  un  autre  poljnome  V,  unique  encore,  qui  est 
caractérisé  par  des  propriétés  inverses,  en  quelque 
sorte,  de  celles  du  plus  grand  commun  diviseur. 

i.  Tout  multiple  de  V  [lui-même  compris)  est  un 
multiple  commun  de  tous  les  polynômes {'io)^  (3,  V). 
Inversement,  ceux-ci  nont  pas  d'autres  multiples 
communs  que  les  multiples  de  V. 

Ce  polynôme  est  donc  celui  de  moindre  degré  (total) 
parmi  les  multiples  communs  des  proposés;  à  cause  de 
cela,  on  le  nomme  leur  plus  petit  commun  multiple. 

[Quand  les  polynômes  (3o)  sont  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  leui-  plus  jjetit  commun  multiple  est 
leur  simple  jModuit  (10,  Hl).] 

II.  Les  quotients 

X'    ïiT/     ■■■'    â€ 

sont  premiers  entre  eux,  et,  si  V  est  un  polynôme 
rendant  de  tels  quotients  premiers  entre  eux,  il  est 
le  plus  petit  commun  multiple  des  proposés  (Cf. 
11,11). 

m.  On  peut  obtenir  encore  le  plus  petit  commun 
multiple  des  polynômes  (3o)  en  prenant  celui  de 
V,,  Vo,  ...,  polynômes  remplissant  la  même  fonc- 
tion pour  les  sous-groupes  (3i)  respectivement  {Cf. 
Ib.,  III). 

13.   Le  plus  grand  commun  diviseur  F  et  le  plus 
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petit  commun  multiple  W  de  deux  polynômes  A,  B 

seulement,  sont  liés  entre  eux  et  à  ceux-ci  par  la 

relation 

rn  =  AB. 

En  nommant  A',  B'  les  quotients  des  divisions  de  A, 
B  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  F,  on  a 
A'B'r=n,  puisque  A'BT:Az=A'BT:  AT  =  B'  et 
A'BT  î  B  =  A'  sont  premiers  entre  eux  (ii,  II), 
(12,  II).  El,  multipliée  par  F,  cette  relation  donne 
bien  rn  =  A'BT2  zz:  AT  .  BT  =  AB. 

Combinée  avec  les  observations  des  n°^  11  (III) 
et  12  (III),  cette  proposition  ramène  la  recherche  du 
plus  petit  commun  multiple  des  polynômes  (3o)  à 
celle  des  plus  grands  communs  diviseurs  d'une  succes- 
sion d'autres  groupes  se  rattachant  au  proposé  par  un 
enchaînement  que  sa  simplicité  rend  très  visible. 

1-4.  La  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  polynômes  donnés,  celle  aussi  de  leur  plus  petit 
commun  multiple  (13),  ne  seraient  que  des  jeux,  si  la 
décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  premiers 
n'était  une  opération  des  plus  ardues,  dès  qu'il  dé- 
pend de  plus  d'une  variable  et  que  son  degré  sur- 
passe 2.  Mais  ici  il  y  a  surabondance  dans  les  condi- 
tions du  proi)lème,  et,  ainsi  qu'il  arrive  en  pareil  cas, 
celte  circonstance  le  rend  impossible  ou  bien  lui  donne 
des  facilités  spéciales.  La  solution  dérive  du  théorème 
suivant,  ou  bien  encore  de  celui  du  n°  17  {inf.)^  dont 
l'application  pratique  semble  moins  laborieuse. 

Pour  des  polynômes  ^11,  J^  tous  deux  enchevêtrés 
de  X  et  sans  diviseur  commun  déchevêtré  de  cette 
variable,  soit 

(32)  $^-+-^^=(^)# 
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la  relation  opérant  entre  eux  V élimination  de  x  {^i). 
I.   .Vi  f-^^f'  est  non-nul,  OU,  ÙL  sont  premiers  entre 


eux. 


II.  Si  ^-^^^  ^  o,  le  plus  grand  commun  diviseur  l» 
de  ^,  ^  est  déchevêtré  de  x,  les  quotients  ^S'  ^  ^jù  ;  ï>, 
^'=  ^''  ï»  divisent  OXL,  Ob  respectivement,  en  donnant 

(33)  ^  —  ""  ^ 

e^  chacun  de  ces  polynômes  égaux  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  proposés. 

I.  Si  OR,  Db  avaient  un  diviseur  commun,  celui-ci 
serait  enchevêtré  de  x,  puisqu'ils  n'en  ont  aucun  qui 
en  soit  déchevêtré.  Appartenant  au  premier  membre 
de  (32),  ce  diviseur  en  diviserait  le  second  ^^^§  aussi. 
Or  c'est  impossible,  puisqu'il  est  enchevêtré  de  x, 
alors  que  ^-^^J,  non-nul,  en  est  essentiellement  déche- 
vêtré. 

II.  1°  Dans  aucune  des  relations  (lo),  les  mul- 
tiplicateurs P/,  Q,  n'ont  un  diviseur  premier  com- 
mun qui  soit  enchevêtré  de  x. 

Si  un  tel  diviseur  existait,  il  diviserait  ^^P/Q/^., 
d'après  la  première  formule  de  la  paire  (i;),  Q,-^, 
deuxième  facteur  de  ce  produit  par  suite,  puisqu'il  n'en 
divise  pas  le  premier  (-^^p,  essentiellement  déchevélré 
de  a:  (6).  Divisant  ainsi  Q,  et  Q,^,  à  la  fois,  il  divise- 
rai t  1%,  aussi  en  vertu  de  la  seconde  formule  de  la 
même  paire.  Divisant  simultanément  P,+,,  Q,.^,,  on 
trouverait  semblablement  qu'il  divise  P,+2,  Q/+2,  puis 
IVs,  Q/+3,  puis  ...,  jusqu'à  Py^,,  Qy^,.  Or  ce  der- 
nier lait  est  impossible,  puisque  Py+,  est  donné  par  la 

Ann.  de  Afathéniat.,  f^'  série,  t.  VU.  (Mai  1907.)  lô 
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première  des  formules  (i6),  dont  le  second  membre 
est  essentiellement  déchevètré  de  x. 

2°  En  particulier,  P,  Q,  dans  la  première  de  ces  re- 
lations, jouissent  de  cette  propriété,  ^S ,  ^  aussi, 
pris  égaux  à  ces  polynômes  (18).  Le  plus  grand  com- 
mun diviseur  ti  de  ces  derniers  est  donc  déchevètré 
de  X  (M). 

3°  L'hypothèse  ^^^^  =  o  et  la  division  simultanée  de 
(S.  ^  par  II  réduisent  la  relation  (  Sa  )  à 

(34)  <S'DK=-^r(., 

celle-ci  montrant  que  $'  divise  le  produit  ^'.X>.  Mais 
($'=^:\f  est  premier  à  ^=^:'b  (11,  II);   il  divise 
donc  Jb  (10,  II).  Pour  une  cause  semblable,  ^  divise 
Oit,  et  (34)  conduit  à  (33). 
4"  Les  quotients 

,m  :  (  D\L  :  ^)  =  '^',       X  :  (-  Ob  :  ^' )  =  -  «' 

étant  premiers  entre  eux,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  chacun  des  deux  membres  de  (33)  est  bien  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  ;^1L,  X  (11,  II). 

15.  Maintenant,  et  en  supposant  remplies  les  con- 
ditions voulues  pour  l'existence  du  plus  grand  com- 
mun diviseur,  on  peut  amorcer  comme  il  suit  la 
gradation  qui  conduit  à  celui  de  deux  polynômes 
quelconques  Oïi,  Jï>. 

a.  —  Ofc,  OL  sont  enchevêtrés  d'une  seule  va- 
riable X. 

Comme  ils  ne  peuvent  avoir  aucun  diviseur  com- 
mun déchevètré  de  x,  le  théorème  (14)  leur  est  immé- 
diatement applicable.  Pour  cause  semblable,  ^^  ^_  sont 
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premiers  entre    eux.,   et  DTl  ;  ^^  —  DL'.^  est    le   plus 
grand  commun  diviseur  cherché. 

|j.  —  .)H,  -X^  sont  enchcK'êtrés  de  deux  variables  x, 
y  seulement. 

Soient  . .  .-h  M,."a7'-h. . .  el  .  .,H-N^/'x>4-.  .  •  leurs 
ordinations  par  rapport  à  x,  et  dy  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  tous  les  coefficients  ...,  My,  ...,  ..., 
N'/',  ....  enchevêtré  comme  ceux-ci  de  j' exclusivement 
(11,  III),  (a).  Les  quotients  OXL'.dy,  X'c'^  n'ont  visi- 
blement aucun  diviseur  commun  déchevêtré  de  a:;  on 
formera  donc  leurs  polynômes  connexes  ^j,  ^,-  puis 
•j?'  ^y,  ensuite  leur  plus  grand  commun  diviseur 
{•:)X^\dy)\^y  =  —{y^\dy)\%{Ù,\l)  donuaut  visible- 
ment .m  ;  ^'v  =  —  .)L  :^^  pour  celui  de  Ofc,  X. 

V.  —  ,Tc,  X  sont  enchevêtrés  de  trois  variables  x. 
y,  z  seulement. 

En  nommant  dy^^  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
...,  M,',i,  •••,  •••■,  N'/i,  ...,  coefficients  des  ordinations 
de  on.,  D^  par  rapport  à  x  (11,  III),  (^),  puis  ^j,5, 
^y.z  et  'JP^.  .,  ^y,zi  polynômes  connexes  à  OR.  :  ày^z-, 
^'.ày^z  (14,  II),  on  aura 

( 011  :  d,.,, )  :  ^,,,  =  -  (  Db  :  c^,,^)  :  ^;,j 

pour  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  quotients 
et  on: ^'^,2  =  —  3^:^'.%,.  pour  celui  de  OITL,  X. 

0.  —  .^Pl,  ^To  sont  enchevêtrés  de  quatre  variables 
seulement. 

Semblablemenl. ...   El  ainsi  de  suite. 

16.  Avant  de  poursuivre,  nous  avons  un  compU?- 
ment  à  donner  au  théorème  du  n"  4. 
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Dans  toute  quosi-division,  on  peut,  dhine  seule 
manière,  prendre  les  préparateurs  des  quasi'divi- 
sions  partielles  respectivement  premiers  aux  quasi- 
quotients  correspondants,  et  Von  confère  ainsi  la 
même  propriété  relative  à  ceux,  '-^'13,  <fll,  de  toute 
l'opération. 

I.  De  même  qu'au  lieu  cité,  nous  représenterons  par 
N„,  M|u.  les  coefficients  de  a^",  :r'".  dans  le  quasi-divi- 
seur y^  et  le  quasi-dividende  OTL^'^  de  l'opération  par- 
tielle exprimée  par  la  récurrence  courante  (6),  par 
y(o  et  'N„,  'MiH  ,  en  outre,  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  ces  coefficients  et  les  quotients  de  leurs  divi- 
sions j)ar  lui. 

Pour  que  '^'p('>yf'>'Ml^.  soit  divisible  par  y^'^'N,,,  il 
faut  et  il  suffit  que  ^-^'P^^'lNliM.  le  soit  par  'N,,,  puis,  en 
conséquence,  que  (-^^p^"  le  soit  par  'N„,  puisque  ce 
diviseur  est  premier  à  'i\li,'i,  (10,  H).  En  nommant  donc 
x<'^  le  quotient  de  cette  dernière  division,  on  aura 

polynôme  dont  le  quotient  de  la  division  par 

est  x"''Mli,'.;  et,  pour  que  ce  quotient  soit  premier  au 
préparateur  <-^^p''^^  x"  'Nu,  il  faut  que  x''^  se  réduise 
à  une  constante,  c'est-à-dire  que  (-^^p^'^  soit  pris  égal 
(semblable)  à  'jN„  (9),  cette  condition  étant  évidem- 
ment suffisante. 

Désormais,  nous  supposerons  que  les  prépara- 
teurs (le  toutes  les  quasi-divisions  partielles  ont  été 
déterminés  de  cette  manière. 
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H.   Soient  alors 

(35)  ,jc-pii-^i)i)\ni+v=  (Ct'+i)  .-)Ti  H-  onu-^i) 

le  résullal  des  éliminations  successives  de  3XL^J\  D\L^J~*\ 
...,  i)R.^'+''^,  i)rt^'''"^^  entre  les  récurrences  (n),  (8)  dont 
les  premiers  membres  montrent  les  accents  y,  j  —  i, 
...,  /+  I .  et 

celui  de  T  élimina  lion  de  011  '"•■'  entre  cette  relation  (35) 
et  la  récurrence 

'^'p('' OlL '•'■'=  q"''  ;)b  H-  01i''+i' 

qui  se  trouve  immédiatement  au-dessus  des  précé- 
dentes. 

5/(x)p(i+i)^(fta+i)  sont  premiers  entre  eux,  (-^'llc^ 
Cl"'  le  sont  aussi. 
On  a  efioctivement 

moyennant  quoi  un  diviseur  premier  commun  v  des 
premiers  membres  diviserait  f-^)"|Ji«+"^j  sinon  (^^pï"  (6), 
et  (j-)p('+f)qf/)^  i^<i+i)  dans  les  deux  cas,  puisque 
(x)'^  (+o  est  déclievètré  de  x,  que  fl''^  est  un  monôme 
en  X  de  degré  ni,  —  n  >>  m/^,  —  n  degré  du  polynôme 
Cl '"*"".  Dans  le  premier  cas,  v  tliviserait  à  la  fois 
x)p<+(>^  Cl'^'^  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Dans  le  second,  où  il  diviserait  t^^jj"'  mais  non  (•r^p('+'', 
il  diviserait  aussi  i^  '  ,  autre  facteur  du  produit 
(x'1|i/+oq(«)^  ce  qui  n'a  pas  lieu  puisque  '-^'p"',  q"' 
sont  premiers  entre  eux  (l  injlne). 

111.    Comme    les   préparateurs    sont    respectivement 
premiers    aux    quasi-quotients    dans    la    dernière    et 
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l'avant-dernière  des  récurrences  (-),  (8),  le  raisonne- 
ment précédent  (II)  montrera  qu'il  en  est  de  même 
pour  (^^1iîO'-<^  relativement  à  d^/""'^,  puis,  de  là,  pour 
(-r)|lO--2).  Ct(y-2)^  puis  ...,  puis  enfin  pour  (^'|l,  €t, 
préparateur  et  quasi-quotient  de  la  quasi-division  con- 
sidérée. 

'  17.  Pour  les  polynômes  OU,  JL  du  n"  14,  toujours 
enchevêtrés  de  x  et  sans  diviseur  commun  déche- 
vêtré  de  cette  variable,  exécutons  dans  les  condi- 
tions du  n°  16  les  quasi-divisions  (i4)  du  n°  o. 

Si  ^I-.y^.2^o,  ces  polynômes  sont  premiers  entre 
eux. 

Si  Ji;>y^2=o,  les  cjuotients  =)by,  X^+i  des  divisions 
de  Dby,  SiX>jj^\  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
'^'d  des  coefficients  de  leurs  ordinations  par  rap- 
port à  X  sont  respectivement  divisibles  par  qy+i , 
'^^Py+i,  on  a 

(36)  ^  =  7  ,^^"' , 

et  chacun  de  ces  polynômes  égaux  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  proposés. 

I.  Tout  diviseur  commun  de  OU,  Ot.  divise  aussi  JC>,, 
JL2,  ...  «3^74.11  î)^y+2.  Il  résulte  en  effet  :  de  la  pre- 
mière des  récurrences  (i4)  qu'il  divise  3T^,,  de  la 
seconde,  qu'il  divise  3^^  puisqu'il  divise  31s,  2fl:,^  simul- 
tanément, et  ainsi  de  suite  jusqu'à  i)î>y+2- 

Les  polj nomes  OTL,  î)l>  sont  donc  premiers  entre  eux 
quand  Oî,/^27^o>  |)uisque  leurs  diviseurs  corniuiins, 
s'ils  en  avaient,  seraient  enchevêtrés  de  x^  alors  que 
2(Lj^2  6n  est  essentiellement  déchevêlré. 

II.  En  supposant  maintenant  3l>j_^2=  (>■>  tout  poly- 
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nome  sans  diviseur  déchevêtré  de  x^  qui  divise  0^/+(, 
JLj  simultanément,  divise  encore  î)^y_  i,  dX}j_2i  ...,  Jb), 
JT),  .'Tl.  Car,  en  vertu  de  l'avant-dernière  des  récur- 
rences (i4),  il  divise  le  produit  '•''^Py  01^ /_i,  son  dernier 
facteur  Oby  i  par  conséquent,  puisque,  sans  diviseur 
déchevêtré  de  .r,  il  ne  peut  en  avoir  aucun  appartenant 
aussi  à  ''^Py.  Puis  de  même  pour  3by_2,  •••  jusqu'à 
X,  OÏL. 

III,  Il  v  a  identité  ainsi  entre  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  OFl,  ^  et  celui  de  Ob^,  JIl>j+i .  Car  tout  divi- 
seur de  011,  dl.  divise  OÎ,y= '•'"^(^Or,),  ^j,^^  =  ^■^  ^K^]^^ 
(I),  puis  dTo'j,  5^/4.»,  comme  étant  sans  diviseur  déche- 
vêtré de  x^  sans  diviseur  commun  par  suite  avec  ^^d 
déchevêtré  de  celte  variable;  car  tout  diviseur  com- 
mun de  dX^'j,  ^'i-i^i  divise  aussi  Sftoj,  y^j+\  sans  avoir  un 
facteur  déchevêtré  de  x,  divise  par  suite  011,  X  (H)- 

Comme  OZ-,j_^.n=  o,  la  division  |)ar  ^-^'d  de  la  dernière 
relation  du  groupe  (i4)  est  possible  et  laisse 

*"py-Hi  dVj^  qy-H,  DXoj+i  =  o, 

ceci  c<jnduisant  à  (36),-  parce  que,  rendus  premiers 
entre  eux  (16),  '-^^Py+i,  i^y+i  divisent  Oîjy^i,.^^  respec- 
tivement. Et  les  membres  de  cette  relation  (36)  sont 
bien  tous  deux  égaux  au  plus  grand  commun  diviseur  de 
DXij,  ^'j+i,  à  celui  de  OR,  Ob  par  suite,  parce  que  les  quo- 
tients .)i;,;.(.)i.;:qy^,)=  «îy+<  et  5l;(.%;+,  :(-^^Py+,)= '-^^Py+i 

sont  premiers  entre  eux. 

Aussi  bien  que  celui  du  n"  14,  ce  théoi'cme  peut  être 
employé  à  la  recherche  du  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  polynômes  quelconques,  dont  la  marche 
générale  a  été  exposée  tout  à  l'heure  (  lo). 

18.  Pour  terminer,  voici  deux  théorèmes  utiles,  qui, 
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au  rebours  des  précédents,  n'ont  point  de  pendants  en 
A.rilhinétique. 

Pour  qu'un  polynôme  piemier  ^^  divise  un  poly- 
norne  :^\l  quelconque,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  toutes  les  valeurs  des  variables  qui  Vannulent 
numériquement  annulent  'M.  aussi. 

Le  premier  point  est  évident.  Pour  établir  le  second, 
nous  remarquerons  que  ces  polynômes  sont  forcément 
enchevêtrés  tous  deux  d'une  même  variable  au  moins, 
que  nous  nommerons  x  et  que  nous  éliminerons  entre 
eux  par  la  relation 

(  37  )  y?oiv  +  ^^3b  =  i^'.f  (  ^r,  z,  . . .  ), 

^^''§  étant  déchevêlré  de  x^  les  multiplicateurs  <?,  ^ 
ajanl  par  rapport  à  x  des  degrés  respectivement  infé- 
rieurs à  ceux  de  î)X>,  OW  (o).  Aux  variables  ^,  z,  ..., 
dont  '•'".-?  dépend  à  l'exclusion  de  a:,  nous  attribuerons 
ensuite  un  système  quelconque  j^',  z' ,  ...  de  valeurs 
particulières. 

Si  ces  valeurs  annulent  la  totalité  des  coefficients  de 
l'ordination  de  Ob  par  rapport  à  .r,  elles  annulent  JL 
forcément  aussi,  Oli  encore  par  suite  et  par  hypothèse, 
et,  en  vertu  de  (3^),  on  a  numériquement 

(38)  '^'.f(y,  s',  ...)  =  o. 

Si,  ^onv  yz=y\  5  =  2',  ...,  les  coefficients  des 
termes  de  cette  ordination,  où  x  a  des  exposants  >  o, 
ne  s'évanouissent  pas  tous,  l'équation  en  x 

(39)  dl,{x,y\  z'  ...)  =  0 

a  quelque  racine  o:',  donnant  ainsi  X  [x' ,y' ,  s',  ...)=  o, 
puis,  par  hypothèse,  OIL  (:r',  j>'',  2',  . . .)  =  o  et  (38) 
encore,  à  cause  de  (3^). 
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Si  les  mêmes  attributions  numériques  annulent  la 
totalité  des  coefficients  qui  viennent  d'être  spécifiés, 
l'équation  (39)  ne  peut  être  résolue;  mais  on  verra 
facilement  qu'à  quelqu'une  des  variaUles  y,  z,  ...,  à  z 
pour  fixer  les  idées,  on  peul  attribuer  leur  valeur  z" 
infiniment  voisine  de  z' ,  à  x  une  valeur  correspon- 
dante x",  <\\n  donnent  DL{x'\y',  z" ,  ...)  =  o,  d'oii 
OK(x",y,  z",  ...)  =  o  par  hypothèse,  puis 

d'après  la  relation  (37).  Si  maintenant  on  fait  tendre 
z"  vers  2',  il  vient 

iiin^^#(y,z",  ...)  =  o  =  (^'.?(y,  y,  ...)• 

Le  poljnome  ^■^^3{y,  s,  ...)  s'évanouit  donc  numé- 
riquement pour  toutes  les  combinaisons  de  valeurs  de 
ses  variables,  c'est-à-dire  identiquement.  La  relation 
(3-)  se  réduit  donc  à 

^'DTl  +  ^)L  =  o, 

ceci  montrant  que  JL  divise  le  produit  ^."^Tl,  Dïl  par 
suite,  puisque  la  supérioiilé  de  son  degré  en  x,  com- 
paré a  celui  de  <?,  s'oppose  à  ce  qu'il  divise  ce  dernier 
polvnome  (6). 

19.  Pendant  un  instant,  nous  nommerons  grade 
d'un  polynôme  quelconque  OR,  relativement  à  un  autre 
premier  donné  X,  l'entier  M(^  o)  jouissant  de  la  pro- 
priété que  JR  soit  divisible  |)ar  Jô^',  non  |)ar  !)b^'^',  tel 
ainsi,  que  l'on  ait  OXL  ^  ^^'^^ ^1  'e  quotient  pétant  non 
divisible  par  .^b. 

Si  maintenant  on  représente  par 

(4o)  OR,    0\V,    OR",     ... 
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des  dérivées  de  DXi  par  rapport  aux  variables  dont  J^ 
est  enchevêtré,    prises  respectivement  au  hasard  dans 
les  ordres  (totaux)  o,  i ,  2,  . . .,  on  a  ce  théorème  : 

Le  grade  M  de  DK  est  égal  à  l'ordre  de  la  pre- 
mière des  dérivées  (4o)  qui  n'est  pas  divisible  pary^. 

Toute  dérivation  (première)  de  OU  par  rapport  à  ces 
variables  din)inue  de  i  son  grade  (supposé  >>  o).  On 
trouve  effectivement,  en  prenant  D  pour  signe  de  cette 
dérivation, 

DOll  =  D  (  Db^'  ^)  =  dV^ .  D^  +  M  X^^-^  (  D  X; .  ^  ) , 

et,  comme  c%  est  premier,  il  ne  divise  ni  DOL  ayant 
un  degré  inférieur  au  sien  par  rapport  à  la  variable  de 
dérivation,  ni  ^  par  hypothèse.  Il  en  résulte  que  le 
dernier  terme  du  second  membre  est  divisible  par 
3L*'~',  non  par  Sf(ô^  (7),  puis,  qu'il  en  est  de  même 
pour  tout  ce  membre  ayant  son  autre  terme  divisible 
par  i)L^'.  Eu  d'autres  termes,  M  —  i  est  le  grade  de 
DOIV. 

La  réitération  de  ce  raisonnement  montre  bien  faci- 
lement que  les  grades  des  dérivées  (4o)  calculées  jus- 
qu'à l'ordre  M  sont 

M,     M  — I,     M  — 2,     ..., 

M— (M— i;  =  i,         M  — M  =  o, 

comme  il  suffisait  de  le  constater. 

Soit  directement,  soit  par  sa  combinaison  avec  la 
préc«''d<'nte  (I8>,  cette  proposition  peut  iciidrc  des 
services  dans  la  décomposition  d'un  polynôme  en  fac- 
teurs premiers. 
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CEitTIFICAIS  DB  MECAMQIIE  APPLIQUEE. 


Lille. 


Épreuve  écrite.  —  Étudier  les  effets  d'une  légère  suré- 
lévation du  sol  sur  une  automobile  lancée  en  ligne  droite 
à  grande  vitesse,  dans  le  eas  où  la  courbe  de  raccorde- 
ment entre  les  deux  paliers  est  à  courbure  continue  et 
peu  prononcée  de  façon  qu'il  ne  se  produise  pas  de  chocs. 

Problème.  —  I.  Rappeler  brièvement  comment  on  établit., 
au  début  de  la  théorie  des  embrayages  par  cônes  de  fric- 
tion, les  relations  qui  existent  entre  la  poussée  du  ressort, 
le  couple  moteur  produit  et  V effort  moteur  total  à  la 
jante  qui  en  résulte. 

II.  On  donne  les  éléments  suivants  d'une  automobile  : 

3 
Son  poids  P  =  i5oo''^,  dont  les  -v  portent  sur  l'arrière; 

Le  coefficient  normal  de  traction  f\  =  o,025; 

Le  diamètre  des  roues  2R  =  o'",95; 

Les  coefficients  de  démultiplication  en  première  et  en 
seconde  vitesse,  m  =  i5,  m'  =  S; 

Le  rendement  de  la  transmission  p  =  0,70; 

Le  rayon  moyen  des  coins  d'embrayage  /•  =  o",  i5; 

Leur  demi-angle  au  sommet  i  =  20°; 

Leur  coefficient  propre  de  frottement  f  =  o,5; 

Et  l'on  demande  de  déterminer  : 

\'^  L'effort  de  poussée  Q  que  doit  produire  le  ressort 
pour  que  l'accélération  de  démarrage  en  première  vitesse 
soit  de  1"' par  seconde; 

■i"  La  puissance  correspondante  du  moteur  en  supposant 
qu'il  tourne  à  1000  tours  à  la  minute,  et  que  sa  vitesse  ne 
varie  pas  pendant  l'embrayage; 

!-5°  L'adhérence  minimum  dont  on  doit  disposer  pour 
que  les  roues  motrices  ne  patinent  pas  pendant  le  démar- 
rage; 

4°  L'accélération  que  l'on  obtiendrait  si  l'on  démarrait 
dans  les  mêmes  conditions  sur  la  seconde  vitesse. 

(Juillet  1906.) 
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CERTIFICAT  DE  MÉCAMOIE  CÉLESTE. 


Lille. 


Épreuve  théobique.  —  Dire  la  forme  des  développements 
des  éléments  canoniques  des  orbites  planétaires  q ue  four- 
nit la  méthode  de  Lagrange.  Rang  d'un  terme.  Théo- 
rèmes sur  le  rang.  Montrer  que  ces  théorèmes  découlent 
simplement  des  développements  purement  trigonométriques 
si  l'on  admet  la  possibilité  de  ces  derniers. 

Épreuve  pratique. —  On  considère  deux  planètes  se  mou- 
vant autour  du  Soleil.  La  partie  séculaire  de  la  fonction 
perturbatrice  ne  contient  au  second  degré  les  variables 
excentriques  ^i,  r,i  de  la  première  planète,  ^3,  7)3  de  la  se- 
conde, que  sous  la/orme 

On  néglige  les  puissances  des  variables  excentriques  ou 
obliques  supérieures  à  la  deuxième. 

Supposant  connus  les  coefficients  A,  B,  G  et  les  valeurs  e^ 
et  e'o  des  excentricités  des  orbites  à  un  instant  donné,  on 
demande  de  trouver  les  limites  supérieures  des  valeurs  de  e 
et  e'  à  un  instant  quelconque.  (Juin  1906.) 


SOLUTIONS  M  011ESTIO\S  l»KOI»OSÉES. 


2047. 

11906,  p.  4S0.) 


Soient  Cj,  G2,  C3,  (^;  quatre  cycles  d'un. même  plan,  D,y 
et  D'jj  les  tangentes  communes  aux  cycles  G,-  et  Gj. 

Si  les  quatre  semi-droites  D12,  D23,  Ds;,  D41  sont  tan- 
gentes à  un  même  cycle,  il  en  est  de  même  des  quatre 
semi-droites  DJj,  Djj,  D'j^,  D'^,.  (R.  B.) 


(  ^37  ) 

SOLUTION 
Par  UN  Abonné. 

Les  quatre  semi-droites  D^,  Djj,  ...  forment  un  contour 
quadrangulaire  ABGD;  soit  M  et  N,  P  et  Q,  R  et  S,  U  et  V 
les  points  de  contact  de  ces  semi-droites  avec  les  cycles  Cj 
et  Cz,  Ci  et  G3,  ....  Les  quatre  semi-droites  en  question  sont 
tangentes  à  un  même  cycle  si  l'on  a 

(i)  ÂB  — BG-f-GD  — DÂ  =  o, 

ou 

(ÂM -+- MN -+- NB)  —  (BP  H- PQ -f- QG) -t- ...  —  ...=  o, 

ce  qui  se  réduit  à 

(2)  MN  — PQ-T- RS— ÏÏV  =0. 

En  employant  les  mêmes  notations  avec  des  accents  pour 
les  quatre  autres  tangentes  communes,  on  a  donc 


(3)  M'N'—P'Q' -+-...  =  0, 

et,  par  suite, 

(4)  ÂTB^— FC-H...=  o, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

2051. 

(1906.   p.   4<u.) 

Les  angles  d'un  quadrilatère  gauche  ont  chacun  deux 
bissectrices,  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure.  Quatre 
bissectrices  issues  de  sommets  différents  sont  sur  un  même 
hyperboloïde  si  le  nombre  des  bissectrices  intérieures  est 
pair.  (R.  B.) 

PREMIKRK   SOLUTION 
Par  M.  Pakrod. 

Gonsidérons  les  quatre  bissectrices  intérieures  AA',  BB', 
GG'  et  DD';  elles  rencontrent  les  droites  AG  et  BD  joignant 
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les  sommets  opposés.  Il  suffit  de  montrer  que  les  points  A,  G, 
B',  D'  situés  sur  AG  et  B,  D,  A',  C  situés  sur  BD  appar- 
tiennent à  deux  divisiops  homographiques.  En  effet, 


B  A 

.  BA 

D'A 

DA 

B'G  ~ 

BG' 

DG 

~  DG' 

A'B 

AB 

G'B 

GB 

AD"" 

ad' 

G'D 

GD' 

B'A  . 

D'A 

A'B 

G'B 

B'G  • 

DG 

~  AD  • 

G'D 

donc 


En   prenant  un  nombre  impair  de   bissectrices  intérieures, 
ces  deux  rapports  anharmoniques  sont  de  signes  contraires. 

Solutions  semblables  de  MM.  Laureaux  et  Letierce. 


DEL'X1E.ME   SOLUTION 
Par  M.  Thié. 

Appliquons  à  chaque  sommet  du  quadrilatère  deux  forces 
dirigées  respectivement  suivant  les  deux  côtés  qui  aboutissent 
à  ce  sommet;  supposons  de  plus  que  les  intensités  des  huit 
forces  ainsi  introduites  sont  toutes  égales,  et  que  les  forces 
appliquées  à  deux  sommets  consécutifs  sont  opposées.  Le  sys- 
tème de  forces  ainsi  constitué  est  en  équilibre.  Les  deux  forces 
appliquées  en  un  sommet  ont  leur  résultante  dirigée  suivant 
l'une  des  bissectrices  de  l'angle  correspondant  du  quadrilatère, 
et  le  nombre  des  bissectrices  intérieures  est  pair,  comme  on 
le  voit  aisément.  On  en  conclut  que  quatre  bissectrices  issues 
de  sommets  difterents  sont  les  lignes  d'action  de  quatre  forces 
en  équilibre,  si  le  nombre  des  bissectrices  intérieures  est  pair. 
Donc,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  ces  bissectrices  appar- 
tiennent à  un  même  hyperboloïde. 


2052. 

(1906,  p.  5a8.) 

Soient  a,  6,  c,  d  des  fonctions  d'une  variable  k;  a  priori  on 

,,       ,,  .       az^b  ni z -Jr  n'  , 

peut  mettre  l  expression  -,  sous  la  forme  A:, 

'  cz-r  d  ''  mz  -h  n 


(  .^9  ) 

l'accent  indiquant  une  dérivée  ;  exprimer  la  fonction  k  au 
moyen  des  fonctions  a,  6,  c,  d  et  de  leurs  dérivées. 

Application  aux  deux  formes  de  l'intégrale  d'une  équa- 
tion de  Riccati  : 

Ca  -T-  6  I    Gio'-t-  a' 

y=  ^„  ,  ^'      y  =  - 


Ce  -4-  û?  -^        X    Qip  -+-  q 

(  Voir  une  Note  de  M.    RafTy,  Nouvelles  Annales,    tgoa, 
p.  529).  (G.  F.). 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Lambert. 

1.  Les  trois  fonctions  m,  n,  k  doivent  satisfaire  aux  condi- 
tions 

m'        a  me  b       n'         bn 

n         b  n        d  d  '   n        dn' 

En    égalant  les   valeurs  de  m'  fournies  par  les   deux   pre- 
mières égalités,  on  obtient 

dn' {ad  —  bc)  =■  bn{c'  d — d'c); 

on  en  conclut 


(1)  k=-. 


ad  —  bc 


c'  d  —  de 

Pour  a  =^  c' ^  é>  =  d',  on  aurait  naturellement  A"  =  i. 
Connaissant  A,  on  aura  m  et  n  par  les  relations 

ni'        a  n'        b 

k  —  ==— j  A"  —  =  ":j) 

me  n         d 

toutefois,  chacune  des  fonctions  m  et  ra  ne  se  trouve  ainsi  dé- 
terminée qu'à  un  facteur  constant  près,  et  l'un  de  ces  facteurs 
constants  doit  être  choisi  d'après  l'autre,  de  manière  à  satis- 

r  •       -   I         1     ■       "^        c 
taire  a  la  relation  —  =  — ,• 
n        d 

2.   Considérons  l'équation  de  Riccati 


(  Mo  ) 

Si  l'on  rattache  cette  équation  à  l'équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre,  on  trouve  pour^  une  fonction  de  la  forme 

,    ^  Ca  -^  b 

G  étant  une  constante,  a,  b,  c,  d  étant  des  fonctions  de  r,  et, 
réciproquement,  toute  fonction  de  cette  forme  satisfait  à  une 
équation  de  Riccati.  Si  l'on  rattache  cette  équation  à  l'équa- 
tion linéaire  du  second  ordre,  on  trouve 

I    Cip'-+-q' 


•^         X    Gip^q 

Les  valeurs  correspondantes  des  constantes  C  et  G]  étant  liées 

homographiquement,    on    peut    remplacer  G,  par  tt; ^>  a, 

P,  Y,  8  étant  des  constantes,  et  l'on  obtient 

I    Cm'-f-n' 

la   constante   G   étant   la  même   que   dans  (2).    On    a    alors, 
d'après  ce  que  l'on  a  vu  au  début, 

(4)  ^-^F^- 

ad  —  bc 


011KSTIO\S. 


:2075.  Si,  sur  chaque  ordonnée  de  la  courbe  (M)  rapportée 
à  des  axes  rectangulaires,  on  porte  le  segment  MP  égal  à  la 
longueur  MN  de  la  normale  limitée  à  Oa*,  et  si  la  normale 
correspondante  à  la  développée  de  (M)  coupe  en  H  la  perpen- 
diculaire élevée  en  N  à  Ox^  la  tangente  à  la  courbe  (P)  passe 
par  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  à  la  courbe  (M)  et 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  N  sur  MH. 

(M.  d'Ocagne.) 


(     2f.     ) 
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DEllO\STf{ATIO\  (iEOMÉTRIOlF  DU  TIlÉOnÈMK  DE  DIIPI\ 
KELATIF  AL\  SYSTÈMES  DE  TROIS  SIRFACES  OLT  SE 
COIPEXT  ORTHOGO\ALEME\T; 

Par  m.  m.  FOUCHÉ, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Ce  théorème  fain<'iix  n'est  pas  toujours  énoncé  avec 
toute  la  précision  flésirable. 

Voici  la  jjroposilion  que  nous  allons  démontrer  par 
une  méthode  presque  entièrement  géométrique  qui  ne 
suppose  connues  que  les  propriétés  élémentaires  des 
noinialies  : 

Si  trois  surfaces  passanl  par  un  même  point  se 
coupent  mutuellement  à  angle  droit  le  long  de  trois 
arcs  finis  à  partir  de  leur  point  commun,  et  si  ce 
point  n'est  un  point  singulier  sur  aucune  des  trois 
surfaces  ni  sur  aucune  des  trois  intersections,  ces 
trois  intersections  sont  respectivement  tangentes  en 
leur  point  commun  aux  lignes  de  courbure  de  cha- 
cune des  surfaces  cjui passent  par  ce  point-là. 

Pour  plus  de  clarté,  je  partagerai  la  démonstration 
eu  plusieurs  ()iirlies. 

i"  Projection,  sur  un  plan  tangent  à  une  surface, 
de  la  normale  à  cette  surface  en  un  point  infiniment 
voisin  du  point  de  contact  du  plan  langi'nt  consi- 
déré. —  Soient  (yï^.  i)  : 

Ox,  Oy,  ()z  trois  axes  reciangidaires  dirigés,  les  deux 
premiers  dans  le  plan  langent  au  point  ()  taugentiel- 
Ann.  de  Matliénial.,  4'  série,  t.  Nil.  (Juin   uy)-.)  ib 


(  ^4'>^  ) 

lemcnl  atix  deux  lignes  de  courbure  de  la  siirfare,et 
le  troisième  Oz  suivant  la  normale  à  cette  surface; 
G  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  à  la  sur- 
face tangente  à  Ox,  C  celui  de  la  section  normale 
tangenle  à  Oy; 

Fig.   .. 


MCiC,  la  normale  au  point  M,  infiniment  voisin  de  O, 
lequel,  aux  infiniment  pctils  près  du  second  ordre, 
peut  être  supposé  dans  le  plan  xOy; 

G)  le  centre  de  courbure  principal  correspondant  au 
point  M  qui  se  trouve  sur  la  même  nappe  de  la  déve- 
loppée de  la  surface  que  le  point  C,  et  C',  celui  qui 
se  trouve  sur  la  même  nappe  que  (j,. 

A  cause  de  la  continuiti-  de  la  surface,  les  distances 
CG4  et  (yC\  sont  des  infiniment  petits  du  pretnier 
ordre.  On  sait  que  toutes  les  normales  sont  tangentes 
aux  deux  nappes  de  la  développée.  On  sait  aussi  que 


(  ^43  ) 

la  nappe  qui  passe  en  G  est  tangente  au  plan  yOz,  et 
celle  qui  passe  en  C,  au  plan  xOz.  Soient  encore  C2 
le  point  où  la  normale  en  M  rencontre  le  plan  rO:;,  et 
{'.,,  celui  où  elle  rencontre  le  plan^rOs.  l^uisque  la  nor- 
male M(^i  l'st  tant;enle  en  (],  à  une  surface  tangente  au 
plan  rO:;  en  un  point  C  infiniment  voisin  de  G,,  le 
puint  G2  où  elle  rencontre  ce  plan  tangent  sera  aussi  in- 
finiment voisin  de  G  et  de  G|  (  '  ).  De  même,  le  point  G.', 
sera  infiniment  voisin  de  G'  et  de  G',.  Il  en  résulte  que 
les  distances  MGo  et  MG'j  ne  diffèrent  que  par  des  infi- 
niment petits  des  rajons  de  courbure  principaux  en  M, 
et  aussi  des  rayons  de  courbure  principaux  en  O,  puis- 
que O  et  M  sont  infiniment  voisms.  Si  l'on  désigne  ces 
rayons  de  courbure  par  p  et  0',   on  pourra  donc  poser 

Projetons    maintenant   la   normale  MG2  sur  le  plan 

xOy.    Ga  se  projettera  en  A  sur  Oy  et  G^  en  A'  sur 

0;r,  et  1  on  aura 

iMA  _  M  G,  _  p_ 

MA'  ~  Me;  ~  ^' 

Ainsi  :  La  projection  de  la  noi-inale  en  M  sur  le 

(')  Soient  Û  un  point  d'une  surface,  M  un  puint  intininienl  voi- 
sin, la  distance  MO  étant  du  premier  ordre,  m  la  projection  de  M 
sur  le  pian  tangent  en  O,  MS  une  tangente  à  la  surface  au  point  M 
qui  rencontre  en  S  le  plan  tangent  en  O.  "SI  ni  est  un  infiniment 
petit  du  second  ordre.  niO  du  premier.  Si  l'angle  MS/»i  est  lini. 
S  m  est  aussi  du  second  ordre  et  50  du  premier.  Si  rangle  MS«? 
est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  la  dislance  S  m  est  du 
premier  ordre  et  SO  est  encore  du  premier  ordre.  Si  langle  .VIS /h 
l'tait  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  alors  S  ni  et  SO  seraient 
finis;  mais  alors  tous  les  points  de  la  tangente  MS  seraient  à  une 
distance  du  plan  tangent  infinitnent  petite  du  second  ordre.  Ce  cas 
ne  saurait  se  présenter  dans  notre  problème  puisque  la  dislance 
du  point  M  au  plan  yOz  est  du  premier  ordre;  langle  de  MC, 
avec  le  plan  yOz  est  i)ien  du  premier  oidre,  cl  C^C,  esl  biin  un 
infiniment  petit  du  picmicr  ordre. 
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plan  tangent  en  O  infiniment  voisin  de  M  est  coupée 
par  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure  passant 
en  O  en  deux  points  qui  déterminent  sur  cette  projec- 
tion, à  partir  du  point  M,  des  segments  inversement 
proportionnels  aux  rayons  de  courbure  principaux 
correspondant  à  ces  lignes  de  courbure  ('). 

Ce  théorème  permet  de  construire  la  projection  de 
la  normale  en  M  dès  qu'on  connaît  les  directions  des 
lignes  de  courbure  et  les  rayons  principaux  en  O. 

2"  Expression  de  la  torsion  géodésique  d'une 
ligne  tracée  sur  une  surface.  —  La  torsion  géodé- 
sique d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  est  le  quotient, 
par  un  arc  de  cette  courbe  infiniment  petit  OM,  de  Tangle 
{|ue  fait  la  normale  en  M  à  la  surface  avec  le  pbm 
normal  à  la  surface  en  O  et  tangent  en  O  à  la  ligne 
considérée.  Il  est  visible  que  les  lignes  de  courbure 
soift  caractérisées  par  une  torsion  géodésique  nulle, 
puisque  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
deux  noi-males  infiniment  voisines  se  rencontrent  est 
précisément  que  l'angle  qui  sert  à  définir  la  torsion 
géodésique  soit  nul,  ou,  si  l'on  aime  mieux,  du  second 
ordre  d'infiniment  petit.  Au  reste,  cette  condition  res- 
sortira avec  évidence  de  l'expression  que  nous  allons 
trouver. 

Il  faudrait  aussi  démontrer  la  réciprocité  de  ta  défi- 
nition, c'est-à-dire  qu'il  faudrait  montrer  que  l'angle 
de  la  normale  en  M  avec  le  plan  normal  en  O  et  tan- 
gent en  O  à  OM  est  le  même  que  l'angle  de  la  normale 

{')  .M.  I.ecornu  m'a  lail  observer  que  celle  propriété  résultait 
iniinédialenient  des  propriétés  de  la  luninale  à  une  conique,  et  de 
ce  fait  que  la  projection  MAA'  de  la  normale  sur  le  plan  tangent 
en  O  est  normale  à  l'indicatrice  de  la  surface.  La  démonstration  pré- 
cédente ne  suppose  connue  aucune  propriété  des  coni(|ues. 
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en  O  avec  le  plan  normal  en  M  et  langent  à  MO.  (^elle 
réciprocité  ressortira  aussi  de  lexpresslou  de  la  torsion 
géodésique. 

Menons  de   C2  sur  le  plan  ZOM  la   perpendiculaire 
C'jD  qui  se  projette  suivant  AH  perpendiculaire  à  ()M. 

L'angle  de  la  normale  M(>2  avec  le  plan  normal  ;sOM 

DC 
a  pour  sinus  rjT^  •    Comme    \\  est  inliniment  petit,  on 

peut   le  confondre  avec  son  sinus  v{   la   torsion  géodé- 
si(|ue  ~  a  pour  expression 

_  _L  ^iR  -         AH 
^  -  ÔM  MC;  ~  OM  X  MG2  ' 

M(^2  =  2.  Il  laul  évaluer  AH. 

Soit  C2  Taiigle  de  OM  avec  Ojc.  Menons  MR  paial- 
lèle  à  Oy.  Nous  aurons  successivement 

AH  =  OAcoscp, 
MK  =  OM  sincp, 

OA      A  A'      c,*:;.      p  — ?' 


doii 


et 


?  — 


sin  cp  costp. 


Il  convient  de  tlonner  un  signe  à  t  suivant  que  la 
normale  en  M  est  d  un  côlé  ou  de  l'autre  de  la  section 
normale  en  O  suivant  OM.  Sans  insister  sur  les  con- 
ventions qu'on  peut  taire  à  cet  égard,  on  peut  admettre 
que,  dans  le  cas  de  la  figure,  t  serait  négatif  et  adopter 
la  formule  délinilive 

/  '         '  \    •  '  /'  '         '  \    • 

T  = r       SOI  O  COSC5   = :       SUl  'iO. 

\?  P  /  '  ■''-    \  ?  P   / 
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Le  fait  que  celte  formule  ne  conlieul  pas  les  varia- 
lions  (le  p,  p'.  cp  dénionlie  la  iéci|jr(jcilé  donl  je  parlais 
tout  à  riieure,  et  l'on  voit  égalenient  que  t  s'annule 
seulement  pour  sinc2=:o  et  pour  cosco  =  o,  c'esl-à- 
dire  pour  les  deux  lignes  de  courbure,  ou  plus  exac- 
tement pour  des  lignes  tangentes  aux  lignes  de  cour- 
bure, tant  (ju'on  ne  considère  que  le  seul  point  o. 

3**  Théorème.  —  Si  deux  courbes  tracées  sur  une 
surface  se  coupent  à  angle  droit,  leurs  torsions 
géodésiques  au  point  d'intersection  ont  la  même 
valeur  absolue  et  des  signes  contraires. 

Cela  résulte  évidemment  de  la  foiniuie  précédente, 
car,  si  l'on  ajoute  -  à  cp,  l'angle  2C2  augmente  de  tt  et 
son  sinus  change  de  signe  sans  clianger  de  valeur 
absolue. 

4°  Théorème.  —  Si  deux  surfaces  se  coupent  sous 
un  angle  constant  le  long  d'une  certaine  ligne, 
cette  ligne  d' intersection  a  la  même  torsion  géodé- 
sique  soit  qu'on  la  considère  comme  tracée  sur  l'une 
ou  l'autre  des  deux  surfaces. 

La  démonstration  repose  sur  ce  fait  bien  connu  que, 
si  l'on  projette  un  angle  a  sur  un  plan  infinimenl  peu 
différent  du  plan  de  cet  angle,  la  diflerence  entre 
l'angle  a  et  sa  projection  est  un  infiniment  petit  du 
second  ordre.  On  peut  aussi  énoncer  celte  proposition 
en  disant  que  la  section  d'un  dièdre  par  un  plan  faisant 
un  angle  infiniment  petit  avec  le  plan  perpendiculaire 
à  l'arête  du  dièdre  ne  difï'ère  de  ce  dièdre  que  d'un  infi- 
niment petit  du  secorid  ordre.  Soient  {fig.  '-i)  OA  et  DB 
les  normales  aux  deux  surfaces  en  O;  MA'  et  MB'  les 
M(»rmales  en  M,  le  point  M  étant  supposé  sur  la  tangente 


(  ■>-l:  ) 

l'n  O  à  la  courbe  d'intersecllon  fies  deux  surfaces,  à 
une  distance  inlininient  pelile  de  O.  Pour  faire  voir 
que  les  deux  torsions  géodésiques  sont  égales,  il  n'y  a 
pas  lieu  de  tenir  compte  de  l'arc  OM  qui  est  le  même 
sur  les  deux  surfaces,   el  il  suffit  de  montrer  que   les 

FiK.  2. 


angles  qui  servent  à  définir  ces  deux  torsions  sont 
égaux.  Projetons  donc  la  normale  MA'  sur  le  plan  AOM 
el  soit  MA'i  sa  projection. 

L'angle  dont  il  s'agit  est  Â'MA', .  Or,  le  plan  de  cet 
angle,  perpendiculaire  au  plan  AOM,  fait  un  angle 
infiniment  petit  avec  le  plan  A'MB',  puisque  celui-là, 
infiniment  voisin  de  AOB,  fait  avec  le  plan  AOM  un 
angle  infiniment  peu  flifFérent  d'un  angle  droit. 

Si  MA!,  est  la  trace  du  plan  A'MB' sur  le  plan  AOM, 
langle  A'MA',  sera  la  projection  de  l'angle  A'MA.^, 
et,  par  suite,  ces  deux  angles  ne  diffèrent  que  d  un 
infiniment  petit  du  second  ordre  et  peuvent  être  rem- 
placés l'un  par  l'autre.  On  pourra  donc  prendre  pour 
angle  de  torsion  relatif  à  la  première  surface  I  angle 
A'MA!,.  \)e  même,  l'angle  de  torsion  relatif  à  la 
seconde  surface  sera  l'angle  B'MB!,  <|ue  fait  la  normale 
MB'  avec  la  trace  du  plan  A'MB'  sur  le  plan  BOM. 

n'après  le  principe  déjà  invoqué,  l'angle  Bj  MA^  ne 


(  ^48  ) 
diiïère  de  Tangle   AOB   que  d'un   infîniinenl  petit  du 
second  ordre.  Par  hypothèse,  A'MB'=AOB.  Donc,  eu 
négligeanL  les  infjniuienl  petits  du  second  ordre, 

A'iMB'=  â;mb;. 

ce  qui  exige  que   les  angles   A'M  \!,  et  B'MB!j  soient 
égaux,  et  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  reniarquera  que,  si  l'une  des  torsions  est  nulle, 
l'autre  le  sera  aussi,  de  sorte  que  le  théorème  actuel 
comprend  comme  cas  particulier  la  proposition  bien 
connue  d'après  laquelle,  si  deux  surfaces  se  coupent 
sous  un  angle  constant  et  si  l'intersection  est  une 
ligne  de  courbure  sur  l'une  des  deux  surfaces,  elle  est 
aussi  une  ligne  de  courbure  sur  l'autre  surface. 

5"  Théorème  de  Dupin.  —  Soient  OA,  OB,  OC 
les  intersections  mutuelles  des  trois  surfaces,  et  t, 
T4,  To  leurs  torsions  géodésiques,  qui,  d'après  le  théo- 
rème précédent,  sont  indépendantes  de  la  surface  sur 
laquelle  on  les  considèie,  puisque  par  hypothèse  l'angle 
de  deux  surfaces  reste  droit.  Mais,  par  hypothèse 
aussi,  chacune  des  lignes  OA,  OB,  OC  est  perpendi- 
culaire aux  deux  autres.  Donc,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  au  n"  3,  on  aura 

T  -i-  Ti  =  O,  Tj  H-  T2  =  O,        .      To  -4-  T   =   O, 

ce  qui  exige 

et  les   trois   lignes   OA,  OB,   OC  sont  tangentes   aux 
lignes  de  courbure.  c.   q.   f.   n. 


(     2.1()    ) 

[D2e3] 

siiii  LA  hkiui(;tio\  kî\  fraction  (;o\ri\ï!E  (;a\o^i(|ie 

UE  LA  FO\CIIO\  e^.r  «  /     ^  "s*  V/g; 
Par   m.   h.    I'ADÉ. 


1.  Celle  foiKiion  est  une  de  celles  qu'a  étudiées 
Lau^nerre  dans  son  Mémoire  Siw  la  réduction  en  frac- 
tions continues  cVune  fonction  qui  satisfait  à  une 
éijuation  di (férentie.lle  linéaire  du  premier  ordre 
dont  les  coejjicienls  sont  rationnels  [Journal  de  Ma- 
thématiques pures  et  appliquées,  i885;  Couvres, 
l.  Il);  c'est  la  seule  pour  la(jiielle  il  se  soil  préoccupé 
de  la  question  de  la  convergence,  en  établissant  que  la 
traction  conlinne  est  convergente,  alors  que  la  série 
entière  en  -  ,  à  laquelle  conduit  le  développement  delà 
lonction,  esl  divergente.  On  retrouvera  ici  tous  les 
résultais  de  Laguerre,  mais  obtenus  par  une  méthode 
iulinlment  plus  directe  et  plus  simj)le.  J'ai  indiqué 
celte  méthode  d'un  seul  mot  dans  mon  Mémoire  pour 
le  grand  Prix  des  Sciences  mathématiques  en  1904,  où 
la  question  est  traitée  d'une  façon  plus  large  et  au  point 
de  vue  des  variables  complexes,  et  aussi  dans  une  Note 
des  Comptes  rendus,  du  1  1  décembre  igoS.  Je  signa- 
lerai, comme  se  rapportant  au  même  ordre  de  recher- 
ches, lintéressanl  travail  de  M.  Nielsen  :  Sur  le  déve- 
loppement en  fraction  continue  de  la  fonction  Q  de 
M.  Prym  (Uendiconti  délia  R.  Accade/nia  dei Lincei, 
séance  du  21  janvier  icjoG). 

2.  iSous     prendrons    pour    point    de    dépari    l'iulé- 


(  o5o  ) 
grale 

(^)  '=7..  — ^^^"^^ — ' 

où  n  est  un  entier  positif,  x  un  nombre  réel  et  positif, 
et  où  la  variable  d'intégration  z  est  supposée  réelle. 
On  a 

(^-^^"  ^  -a-._  ^  :r-.^^--^  n(n-i)  ^^,,^_,_ 
2«^-'-a  I      ~  1.2 

n(  n  —  I  ) ...  2 . 1 

-^(—\)" x"z'^-"-K 

\ .2. . .n 

Multiplions  les  deux  membres  ^)ar  e"^  dz,  puis  intégrons 
entre  les  limites  .z  et  -t-oc.  Si  l'on  pdse 

(9.)  J/,=    /      e-'Z=^~i'-idz, 

on  obtient 

l    1  =  Jo .rJ,H r^Jç — ... 

1  I  1.2 

(3) 

/  ,  n{n—i)...2.\ 

^(-1)"  X"Jn. 

1.2.../? 

Toutes  les  intégrales  .J , ,  J^,  .  .  . ,  J,/  se  ramènent  à  Jq. 
On  a,  en  effet, 

(  X  —  11(3!  —  2  ) .  .  .  (  a  —  p  )        dzi' 
et.  par  suite. 


(a  —  \),  .  AT.  —  p)  ,  /^.      "  dzi' 


(  a  —  I  ; .  .  .  (  a  —  o  )  .,/.. 


Mais,  des  intégrations  par  parties  faites  successivemerïl 
donnent 

r"      .d''(z<^-i).        ,  .   ,00      ,        ,     f        ,dP(e=). 

=  |e|>Jo, 


(  2Ô,  ) 

df'    Hz'^-'-)               dP    2(-a-i) 
. )_  g-j j . 

[*rist>   entre    les    limites  x   et   +00,    cette    expression 
devient 

+  (a— i)...(a — /?-!-  ij:r*-  /'J; 
et  l'on  en  conclut 


^        (a  — f)...(a-/))  '  ^ 

-f-(a  — i)...(a— />  +  i)3-«-/']  — Jo|. 

Le  terme  en  ip  dans  (3)  est,  par  suite,  la  somme  de 
deux  autres,  savoir  : 

(—1)/'-^'  n{n  —  ^)...{n—p-\-\) 


(a  —  I).  .  .(a—p)  I  .2.  .  ./? 

X  e  ^'x^\xi''^-^  (a  — i)a^/'-2_i_. .  ._|_  (  a  — i). .  .(a  — />  h-i  )], 

produit  de  e^^a?"  par   un   poljnome  de   degré  p  —  1, 
et 

( — \)P  ni  n  —  i)...(n — /> -H  U 


(a  —  f  ) .  . .  (  a  —  /^  )  I  .  2 .  .  .yo 


r/'J,,. 


Si  nous  faisons  maintenant  p  successivement  égal 
à  I ,  a,  .  .  . ,  n,  et  que  nous  ajoutions  tous  .les  résultats, 
puis  Jo,  nous  obtiendrons  1  sous  la  forme  d'une  somme 
de  deux  termes  dont  le  premier  est  le  produit  de  e^^x* 
par  un  polynôme  de  degré  n  —  1 ,  et  le  second  le  pro- 
duit de  J|,  par  le  polynôme  de  degré  n 


(I  —  X  )(-2  —  a;.  .  .(n  —  a) 

H-(n  —  a)(/(  —  X  —  i)...(l  —  a), 


(    252    ) 

Soii  /"„  la  quantité  entre  crochets  ;  on  a 

(4)     i=-e-^x^- '^ + ^ii- Jo, 

^  (i  — a)..  .(  rt  — a)         (i— a)...(«  —  a)    "' 

'ffi  désignant  un  polvnome  de  degré  n  —  i  ;  et  Ton  en 
conclut 

.  ^ri         (l  —  a  )...(«  —  a), 

/  "  ./  n 

OU,  pius  explicitement, 


(5)' 

'     '                     .,fn        (I  — a)...(n  — a)    f'e-Hz-.T)"  , 
?-'■-- — I — /      —dz. 


ce  qui   est    la    formule  du   n"   18  du   Mémoire  de   La- 
guerre. 

3.    En  posant  z  :=z  x  -\-  t  dans  [,  on  obtient 

1         /'•''        e-t  t"  dt 

Pour  X  infini,  l'intégrale  est  égale  à  r(n  -f-  i)  =  n! 
On  déduit  donc  de  (5)' 

e^a?-*  /      e   z^*-'  dz 

cp„        fi  —  a).  .  .(n  —  a)      /*"        e-W  dt 


fn  ar"+'/« 


1    hT" 


ce  qui  montre,  puisque  le  développement  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x  du  second  membre  com- 
mence par  le  terme 


(1  — a)...(n-a)-— - 


(  .53  ) 
que  ^  esl  une  des  réduites  de  l'une  des  fractions  con- 
tinues  canoniques  delà  fonction  e-^  x~'^  f      e~' z^~*  dz. 

i.  Le  coefficient  de  1,  dans  la  formule  (5),  est  l'in- 
verse du  polynôme 

1       n  I  n(  n  —  i  )     « 

l   I  -, X  -+- x^-+-. .. 

\  I  —  y.    I  (I — a)(2  —  a)         1.2 

(6) 

1  I  n  (  n  —  I  ) . . .  2 . 1 

(I  —  T.).  .  .{  n  —  a  )  i  .-2.  .  .n 

qui  grandit  indéfiniment,  soit  par  valeurs  négatives, 
soit  par  valeurs  positives,  lorsque,  x  étant  supposé 
positif,  n  grandit  indéfiniment;  ce  coefficient  tend 
donc  vers  zéro,  et  l'on  en  conclut,  pour  a:  >>  o, 

ce  (|ui  prouve  la  convergence  de  la  fraction  continue 
canonique  considérée. 

o.  Si  ion  cherche  à  mettre  le  second  membre  sous 
la  forme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x,  on  obtient  une  série  divergente. 

En  le  désignant  par  y  et  faisant  le  changement  de 
variable  z  =1  x  -\-  t,  on  obtient 

d"où  l'on  conclut  (pie  le  premier  terme  de  ce  dévelop- 
pement est  —  • 

^  X 

D'un  autre  côté,  y  satisfait  à  l'équation 


(  254  ) 
el,  en  posant 

on  en  conclut  la  relation 

—  pa,,  =  a,,+i  —  aa^, 

ou 

ap-H,  =  (a  —  p)ap, 

et,  par  suite, 

a„=(a  —  i)(a  —  i).  .  .(a  —  n  —  \). 

On  a  donc 

I         a  —  I         (a  —  i)(a  —  ii) 

série  divergente  quel  que  soit  x. 

6.   On  peut  remarquer  que 

a  —  1  (a— i)...(a — />-l-i) 


7 
(8) 


(a  —  I  )  (  a  —  ■).)...(:(.  —  p  ) 
xP 


f  X  f-  +  °'~-^~'  +  (g— />  — t)(a— />  — 2)  ^         j 

et  la  série  entre  crochets  a  la  même  forme  que  celle 
qui  définit  j^  et  n'en  diffère  que  par  le  changement  de 
a  en  a  —  p.  On  en  conclut  la  convergence  de  toute 
une  autre  catégorie  de  fractions  continues  canoniques 
associées  à  la  fonction  v. 


7.  Le  poljnome(6),  que  nous  désignerons  par  P^, 
se  réduit  aisément  à  une  fonction  hjpergéométrique  ; 
on  voit  immédiatement  que 


P„  =  lim  F  (  —  /i,  «,  —  a 


(  255  ) 
La  fonction  F(a,  [3,  y.  .r)  salisfaisanl  à  la  relation 

o  =  [  Y  —  ■>.  a  —  (  [3  —  a  ) a?  ]  F  (  a,  8 ,  y,  ^  ) 

-H  i(  1  —  /  )  F(  a  -(-  I,  3,  v,  a-  )  —  (Y  — a)  F(  a  —  i,  Ji,  Y-  •2^), 

on  en  conclut  pour  V^  l'*  relation 

o  =  f  •?.  /2  —  a  -1-  I  -t-  a?  )  P„  —  n  P«  -  1  —  {n  —  a  -i-  i  )  P„-t-)  ; 

et,  comme 

p  •'" 


(  I  —  a  )  (  2  —  a  ) .  . .  (  /î  —  a  ) 
il  s'ensuit  f|ue 

fn-t-i  =  (  -2  /i  —  a  -4-  I  -I-  a? )/„  —  /?(«  —  a )/„_! . 

Cette  relation  de  récurrence  entre  dénominateurs  de 
trois  réduites  consécutives  de  la  fraction  continue 
donne  le  moyen  d'écrire  immédiatement  cette  fraction 
continue. 

8.  En  opérant  de  même  sur  l'équation  différentielle 
du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  la  fonction 
Ffa,  |îl,  y,  x),  on  obtient  la  formule 

^f'n  -t-  (a:  —  a  ^  1 1/'„—  n/„  =  o. 


[M-4e] 

sut  L.\E  SIKFACE  REM\R()lABIi:  Dl   OlIATUIÈME  OKDUE 

Par  m.   Li.:ii;n  GUDKAUX. 


l.  Soient  A,  13  deux  points  fixes  dont  les  coordon- 
nées sont  respectivement  (r/,,  ao,  «3,  «4)  et  {b,.  b-2, 
6s,  ht),  une  quadrique  dont  l'équation  est 


Yi  = 


(  256  ) 
et  enfin  une  Jroife  rrinterseclion  de  deux  plans 

aj-=o,         i3.i  =  o. 

Je  prends  un  point  X  de  Tespace.  Les  droites  AK, 
BX  rencontrent  les  plans  a,  p  respectivement  aux 
points  A,,  B|.  Je  vais  rechercher  le  lieu  de  X  lorsque 
la  droite  A,  B,  est  tangente  à  la  quadrique  v. 

Soient  jc,,  x^,  x^,  Xi^  les  coordonnées  du  point  X; 
les  coordonnées  des  points  A|,  B,  sout  respectivement 

a^ai—ia^i,         '^xbi—'^hXi        (t  =  I,  a,  3,  4). 

Soit  k{y.xai —  a„,r,)  +  k'{''^xbi —  'pb^i)  les  coordon- 
nées du  point  de  rencontre  de  la  droite  A|  B,  avec  la 
quadrique;  on  a  l'équation  de  condition 

^^  (  ^x  Ta  —  ïl-  «â  )  -*-  ■■*  /<f^'  (  'la  a.r  —  Y.t  ■^a)  (  T6  P-c  —  Y^  Y'b) 

Pour  que  A,B(  soit  tangente  h  y,  il  faut  que  les 
deux  racines  de  cette  équation  soient  égales,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

(  ïa  «x  —  Yx  «a)^  (  Y  A  P.c  —  Y-r  P*)* 

-  (  Ya  n  -  il  '^l  )  (  <^%ll-  1%^%  )  =  o- 

Le  lieu  de  X  est  donc  une  surface  du  quatrième 
ordre  S^. 

2.  Soit  71  un  plan  passant  par  la  droite  AB.  l^e  lieu 
des  points  X  contenus  dans  ce  plan  est,  comme  on  sait, 
une  quarlique  ayant  un  point  double  en  A,  un  point 
double  en  B  et  un  point  double  sur  la  droite -û^  [Y^E- 
Ru\T^j  Mathesis,  i""' série,  t.  Vil,  1887). 

Les  points  A  et  B  sont  donc  des  points  doubles  et  la 
droite  r/  une  droite  double  de  la  surface  S^. 

Il  existe  deux  plan>  passant  par  la  droite  AB  et  qui 


(  ^s:  ) 

sont  lang;ents  à  la  quadrique  v;  ces  plans  renconlrenl 
la  surface  chacun  suivant  une  conique  double. 

3.  Les  plans  passant  par  la  dr<jile  <l  rencontrent 
encore  la  surface  S^  suivant  une  conique. 

Le  plan  (A,  r/)  el  le  plan  (B.  d]  rencontrent  la  sur- 
face chàfun  suivant  une  conique  dégénérée  en  deux 
droites  et  dont  le  centre  est  en  A  ou  en  B. 

Les  plans  passant  par  l'une  de  ces  quatre  droites 
rencontrent  la  surface  S^  suivant  une  cubique  plane; 
parmi  ces  cubiques,  il  v  en  a  quatre  qui  on!  un  point 
double  soit  en  A,  soit  en  B. 

i.  On  peut  énoncer  la  génération  de  S-,  ainsi  :  Le 
lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  les  câtrs  adja- 
cents passent  par  des  points  fixes,  dont  le  côté 
opposé  est  tangent  à  une  <juadri<jue  et  a  ses  extré- 
mités dans  des  plans  fixes,  est  une  surface  du  qua- 
trième ordre. 


[T5a] 

POrbXriEL  DTXE  COIKOWK  CIUCLLUUE   ÉLEC TKIIJIE   DE 

LAIU.ELK   IVFIMMEM  flIVCE   ET   \)l   DE\SIiE  SIPEHFI- 

CIEIIE  EGALE  A  LLMTE; 

VwK   M.   K.   MATHV. 

Soient  la  couronne  circulaire  de  rayon  r  ^  Oij  el 
de  largeur  dr,  le  point  M  situé  en  dehors  du  plan  du 
cercle  OC. 

De  .NJ  on  abaisse  NL\  perpendiculaire  sur  le  plan  de 
la  couronne  et  l'on  joint  A  au  centre  du  cercle;  les 
longueurs  de  ces  deux  droites  fixes  sont /et  a.  iJès  lors, 
^l    l'on   trace    le    secteur   d'ouverture  rnfinirnent    pétrie 

Ann.  de  Matliémat.,  '\'  série,  t.  VII.  (Juin  hjo^.)  r~ 


(  ^-58  ) 
dz>  =  BOC,  o  désignant  l'angle  COA,  ce  secteur  décou- 
pera snr  la  couronne  l'élément  de  surface 

BGDE  =  rdodr: 
la   dislance  du   point  M  au  centre  de  gravité  de  cette 

M 


surface  peut  être  prise  égale  à  MC;  comme  la  densité 
de  la  couche  est  i,  la  masse  com|)rise  sous  cet  élément 
sera  r do  di\  donc,  le  potentiel  élémentaire  en  M  sera 

/•  d^  dr 
MC 

Le  potentiel  de  la  couronne  sera  donc 

/■  f/tp  dr 


tr  /'"rdodr  /'" 


v//--t-  a'^-T-  /•-  —  lar  cosç 


Or,  la  couronne  étant  circulaire,  /•  et  df  sont  cons- 
tants : 

do 


V=  irdr 


1 


v//'^  H-  a-  -+-  /■-  —  ■?.ar  cos  ç 
Mais  on  peut  écrire  : 

V  = 


Vdr    f'  -^^'-^^ 
ii 


a/-sin2(9o'>— 2 'f  ' 


^rdr  r'  d'I 


(    209    ) 

lorsque 

■;  =  qo"-i'^         et        A^=  , ^-^ 

On  reconnaît  sous  celle  forme  que 


(2) 


v//î-r-(</-^-  /•)■•' 


De  ce  que  k-  esl  plus  pelit  que  i,  il  est  possible  de 
calculer  Y  à  l'aide  des  Tables  de  Legendre;  d'ailleurs 
y//--h(aH-  2)2  n'est  autre  que  la  droite  MH,  H  étant 
l'extrémité  du  diamètre  passant  par  A. 


Composante  suivant  MA  de  l'attraction  de  cette 
couronne. 


On  sait  que   lattraclion  suivant  MA  ou  /  est  donnée 
par 

_.  =  - 

Eu  vertu  de  (2) 

d  4  ''d>'  ^ 


—  A 


'^^  y//--!-  {a  -r-  r)- 
En  efïecluant,  on  trouve 

4  Ird/K  4  '■^''  '^^'^ 


(4)      -A 


[/2-+-(a-H  /-/î]  2 


v//*-f-(a  H-  /-/^    ':''' 


Pour  obtenir  -jj}   il  faul  remar(|tier  (|Uf  K  est  fonc- 
tion de  son  module  A-,  lequel  est  à  son   tour  fonclion 


(    260    ) 

de  /;  on  aura  ainsi 

</K  rfK     ^  (  /c2  ) 


(3) 


dl        fUk^)      dl 


dK 


Or -^ — TT  esi  une  lornuile  classique 
d  (  A-  ' 


</k 


flf(^2)        îX-Mc  — A-)        >./-2 


4«r 


Appliquée  au  cas  particulier  de  A"^  =  ts :^ ;> 

elle  donne 


(fi) 


</K 


K  I /»+{«  +  /•)'' P  K  [/2+ (a +/•)•■' I 


(7) 


('omnie 


8rt/- 


'èarl 


dl  dl  '  l"^-^  (a-^  rf        \li-^^a^rf-Y 

on  aura  pour  (5) 

(8) 


f/K 


/E 


k/ 


<//         frf-^-+- (a  — /•)•■' 1         [/-^-^  (  a -T- /-j^l 

Enfin,    celle    expression    de  —rj   reportée    dans   (4) 
fournira  la  valeiir  de  —  A 


(9) 


—  A  = 


—  }  Irdf  K 


\rldr\i 


\li^(a-^  rfY         A^  +  («  ^-  rf  [fi^ui-  rf\ 


\  l/drK 


f/2^   (rt_^,.)-2]2 


(lo) 


A  = 


UdrlE 


s/l^^ia  -^  /-jq/î-f-  (a-  /-i^] 


Le  module  tie  h',  esl  k'^\  sa  valeur  est  donnée  par  les 
Tables  de  J^egendie  comme  celle  de  K;  en  outre 
[/2_j_  (^f  _  z-)^]  est  le  carré  de  la  droite  MH'. 


(  ^6.   ) 


Calcul  direct  de  A. 

Celle  valeiii'  de  A  sera  exprimée  ()ar 

:     .  r"^'  r  d-i  dr         ^,,,  . 

[   A  =  y.    /  '  ..     cos  GiMA 

\  J       >ic 

■  vu 


(lit 


(  =■/ 


rdodri 


(  /2  -^  a^  ■+-  /-î  —  -2  ar  cos  «  )'^ 


Pour  obtenir  la  valeur  de  celte  inlégrale,  on  se  sert 
des  signes  de  Weierstrass.  D'abord  ,\  peut  se  mellre 
sous  la  forme 


■i  r  dr  I 


(12  1      A  = 

(/2-+_a-^-r-  r'-) 

On  pose 
d'où 


d'^ 


/2  —  «2  H-  /i 

ços  (f  =  u  : 


oar  \' 

I-  ^-  a-  -\-  r^  '  / 


=  /?, 


dz,= 


—  du 

v/i  —  u- 


les  limites  o  et  -  de  'z>  correspondent  pour  a  aux 
limites  i  et  —  i.  Avec  ces  nouvelles  quantités,  on  aura 
suecessivemeni 

>  r  dr  I 


>.  r  ar  l  / 
^     / 

1,4,  A=i^  r-     , 


(  1  —  /î  M  I  /(  //■-  —  r  I  (  /*  «  —  I  ) 


Lcï»  racines  du    polvtiome  sous    le   radical   étant   j» 


(    .62    ) 

I,  — i;  afin   d  annuler  le  coefficient  du  second  terme, 
on  pose 

(  I  5  )  if  =  ^ç)  M-    —  . 

11  en  résulte  que  les  racines  sont 

(.6)    «.=  3^,     ^^='-3^'     '^=-'-rh'- 

et  les  limites  de  l'intégration  deviennent  62  et  63. 
Dès  lors  (i4)  prend  la  forme 


I        _  2  r-  dr  l      /•"' p'vdç 

'7) 

j        _  ^rdr  l      r  '      dv 

Or,  de  la  formule 

on  conclut 
A= — ^^—^ /      [  jo  ((;-!- 10,  )  —  e,]rf(^, 


1 
(lar)-  (e,  —  62)  (C) 

-ez) 

—  4  '■  dr  l 

(iarf(ei  —  ei)(e, 

—  ez) 

—  4  /•  dr  l 

ly.. 


A  = f(  u  -f-  co,  )  -)-  ei  vV[ , 


A  = 3 :: \rt  -H  gjtoj. 


Enfin,  de  ce  que 


(18)  A=: 


7,  -+-  e,«j  —  E  s/ Ci  —  63, 

—  4  /•  rf/-  /  v: 


{■iary^  (e,  — 62)  V«i  — «a 


(  263  ) 
Des  formules  (16)  on  dédiiil 

.j_  gj  —  «3  _  4«^' 

~  ei  —  e-i        l^-h{a  -r  Vf-' 

/-  -h  (  rt  -4-  /■  y^  l-  -+-  (  61  —  /■  )2 

^1—63= ?  ei  —  e.i= 

■).ar  %ar 

(loù 


Le  signe  —  indiquant  une  répulsion,  les  expressions 
(19)  et  (10)  eoncordenl. 


[F2d] 

l)KtoyiPOSITIOi\  E\  ÉLÉMENTS  SIMPLES  DE  LA  FO\CriO\ 
DIHIBLEME\T  PÉHIODIOIE  DE  SECO\DE  ESPÈCE  AYAXT 
l\  l\FI\l  nORDIlE  n.   FORMVFIOX  DES  COEFFICIEMS; 

Par  m.   E.   MATHY. 


Pour  résoudre  la  question,  il  faut  établir  le  lemme 
suivant  : 

Lemme.  —    Les  coefficients  du  développement  de 

°  "■~  "^1  suhant  les  puissances  de  u  sont  des  poly- 

nomes  entiers  en  ^,  p  et  p^"K 

En  elîet,  la  fonction  <j{u  —  «)est  holomorplie  et  im- 
paire ;  donc 


l   a(t/  —  a)  =  —  <ja  -i-  u<j  a  —  - — ^  j  a  -1- 

(n 


1  /  g' a        u^    t" a  u^      3 "a  \ 

uiu  —  a)  =  -    <sa  [  \  —  u—r  -\ r; h...  I 

'  \  (T  o         I  .  2    3  a         I  .  ?. .  J    a  o  / 


(  M  ) 


Par  défii)ilion 


(2) 


a  a 
rsa 


Ea  dérivant,  on  Irouve 


(2') 

d'où 
De  ir 


a"  a        /  (t'  or  \  - 

—  —  pa; 


=  ^rt    —  pa. 


(ta        (7  a  a  a 


=  —  iZa  pa  —  p  a. 
ija  rja     "za 

On  en  déduit 

j  '  a        —  3 

( 3  )  =  Za  —  '^ta pa  —  p' a. 

<za  ' 


M 


ais  on  peut  écrire 


d      1  a        rs    a         ^'^>. 
da      rsa  la  7a    ^    ' 


pour  en  conclure 

(4) 


a" a        '^' a  ^  d    n" a 

= X,a-^  -j 

(T«  a  a  au    za 


D\ine  façon  générale 


(5)  =  X,a 


rfa  '      za 


Cette  égalité  jointe  à  (^ •>. )  dénionire  le  lenime  et  donne 
la  loi  de  ("orniatiou  des  coefficients  de  (i);   il  suffît  de 
faire  (/i)  successivement  égal  à  o.,  3,  4»  •••» 
Le  développeinenr  sera 


z{u  —  a)  v^ 
=  I  -^    > 


,-,,-,»       «,  ^    ,  «"    T"    "a^  rf     7  "l'ai 

—  iza  ^mà  n\y     za  du        za     J 


(  265  ) 
Problème.  —  Soit  la  fonction  )^  {u)  doublement  pé- 
riodique de  seconde  espèce  ayant  un  in  fi  ni  d'ordre  n  ; 
sa  forme  générale  est 


(7)        F<") 


7(  u  —  ai  )  t(  M  —  aj  )  .  .  .  T(  M  —  a,i) 


La  forimile  de  déct^mposil  ion  est 
rélémeijl  simple 

<p  (  M  )  = 


eP". 


•A„-,t0(M), 


7i  n  —  a,  —  a-2 


a„  ) 


—  7(  a,  -4-  </.2  -(-. 


eP«, 


Les  développements  de  eP"  et  de  [7u)~"  sont  con- 
nus; comme  l'expression  (6)  fournil  les  développe- 
Mienis  des  n  fonctions  t(w  —  a,i)i  on  peut  caictiler 
d'une  façon  explicite  les  coefficients  A,vi_i;,  •••,  A2,  A, , 
de  la  formide  (8);  on  sait  qu'ils  sont  respectivement 
les  coefficients  des  puissances  négatives  de  u  de  «  à  i 
dans  le  produit  des  (/«  H-  2)  fonctions  qui  forment  F(m). 


'9' 


Application   (n  =  .i). 

F ( u)  —  : -T eP" 

=  «;"  w -+- A )  cp' M -+- A2  ç  u, 
j(  «  —  «,  —  rtj  —  as) 


—  7(a) -H  a2 -i- «j  I  7M 
En  formant  les  développements  on  trouve 

l  ¥{u)='J'u^{  a  —  V  ^ a„  \o' u 

(  ?  —  ^  C««  )  —  ^  /'«'> 


9U. 


(  266  ) 
Si 

3 

on  retrouve  une  forme  classique 

,    F(  «)  =  <^iu-a,)^(u-a,)^(u-a,)  ^^^„^^^,^^^^^y 

(m   >  =  (^  u -{pai-h pa^^ pa^j^fu, 

a  (  «  —  a,  —  a»  —  as  )        „       „       -, 

—  <T  (  ai  -H  «2  ^-  «3  )  <ï  M 


COXCOLRS  D'ADMISSIO.\  A  l/ÉCOLK  POLYTECHMOIE  Ei\  1907. 
COMPOSITION  D'ALGÈBRE  ET  DE  TRIGONOMÉTRIE. 

Solution  r»AK  M.  Jean  SERVAIS. 


I.  Soient  y(0)  et  C5(8)  deux  fonctions  de  la  va- 
riable indépendante  0,  et  soient  f'(^)  et  'f'(B)  leurs 
dérivées.  On  pose 

jr=/(0)-cp'(f)),         j.  =  cp(6)+/'(e), 
■X  =/'  sinO  — cp'(fl)cos6, 
,      Y  =/'cos0  +  ©'(6)  sin6. 

Démontrer  que  l'on  a  identiquement 
dx^-hdy3=  rfX^-f-fl'Ys. 

II.  Former  l'équation  du  troisième  degré  qui 
admet  pour  racines  les  longueurs  des  côtés  d'un 
triangle,  connaissant  le  périmètre  ip,  la  somme 
des  trois  hauteurs  ih  et  V aire  S  du  irians'le. 

Application  numériquk  :  Calculer  les  trois  côtés 
en  supposant  ip  =  i6"',  2/^  =  i3"',6o,  S  =  12"''. 


(  ^^7  ) 
III.    On  donne  quatre  quantités  a,  b.  c,  d  réelles 
et  différentes  entre  elles.  Soit 

/{ .r)  =  {  X  —  a)  (x  —  b)  ( X  —  c){x  —  d). 

1°  Déterminer  utie  fonction  'f,(x),  polynôme  du 
troisième  degré,  telle  qu'on  ait 

ç,  (a)  =  A,         oi(6)  =  c.         o\{C)-=d,         '■fiid)  =  a. 

■2"  Si  l'on  permute,  dans  C5,(^),  a,  6,  c,  d  de 
toutes  les  manières  possibles,  on  trouve  six  fonc- 
tions différentes  :  'fi(^),  'f2(^).  'i^i^):  '^\{^)i 
'■:ir,{x),  '^e{^)-  Soient  F(x)  la  somme  de  ces  six 
fonctions  et 

Q(x)  =f{x)  -f-  -x^  ¥{x)  : 

former  la  fonction  (j{x)  et  étudier  la  variation  de 
cette  fonction. 

3"  Déterminer  les  deux  intégrales  indéfinies 


fG{x)dx,       J 


dx 

G(x) 


I.  Li  première  question  est  un   simple  exercice   de 
calcul,  sans  difficultés,  car  on  a 

<5^X  =       rfj"  cos6 -i- c^  sin6, 
f/Y  = —  dx  sin6  -t-  dy  cosO. 

II.  Soii 

f{x)^x^  —  a  jr*  -H  'px  —  Y 

le  polvnonie  cherché.  D'après  l'énoncé,  on  a 

S^  =  pf{p)=p(p^—CLpi-r-  '^p  —  -i). 


(  2(58  ) 
On  en  tire  les  valeurs  de  ^  et  Y  : 

ï       (hp  —  S)p' 

Dans  l'exemple  numérique,   les  valeurs  des  coeffi- 
cients sont 

3t  =  16,  [i  =  85,  Y  =  (5n. 

L'équation 

se  résout  en   cherchant  ses   racines   entières,    et    l'on 
trouve  qu'elle  admet  pour  racines  5,  5  et  6. 

Le   triangle  est  donc  isoscAle  :    la  base  a  6'"  et  les 
deux  cotés  égaux  chacun  5'". 

UI.     1"     La     formule    d'interpolation    de    l^agrange 
donne  de  suite 


?i 


1  —  V  '  ■^'  —  b  }ix  —  c){x  —  d) 
^^'~  2à(a  —  b)(a-c)(a  —  d)     ' 


les  divers  termes  de  S  se  déduisant  de  celui  qui  est 
écrit  par  permutation  circulaire  des  lettres  a,  b,  c,  d. 
•a"  a  chaque  permutation  des  lettres  a,  b^  c,  d  cor- 
respond un  polvnome  ;  mais  quatre  permutations,  se 
déduisant  les  unes  des  autres  par  permutations  circu- 
laires des  lettres,  fournissent  le  même  polvnome  es.   Il 

y  a  donc  seulement  —-  =  6  polynômes  distincts,  pour 

I 
lesquels 

^  {a)  =  d,         cfo(a)  =  rf- 


(   a6()  ) 


On  a  alois 


d). 


,,,  ^  (x— b)  (.V  —  r){x  —  rf),, 

V   (T)  =  1    >     r ■ y  {b  -\-C 

^^  {Cl  —  b  )  {  a  —  c)(a  —  d) 

Posons 

fix)  =  JT*  —  5 1  .r3  -!-  50  x^  —  53  ar  -I-  «4  ; 

on  a.  puis(|iie  />  -r  c"  +  d  =  5)  —  a, 

F(x)  =  'iFiix)  —  ■2F.,(x), 
avec 

.-,        ,        '\^  (x  —  b){x  —  c)(x  —  d) 
'       Jmdi  a  —  b){a  —  c)(a~  d) 

„    ,  V'  <  -^  —  ^  )  (^ ^  —  c )  ( ,r  —  d) 

t .-,( X  )  =    7 ; T-  a . 

^^  y  a  —  b  )  i  a  —  c)  {  a  —  d) 

On  voil  ainsi  (|iie  F,(.c)esl  le  polynôme,  du  troi- 
sième de^ré  au  plus.  qui.  pour  les  cpialre  valeurs  a,  b, 
r,  d  de  x,  prend  la  même  valeur  5,  ;  on  a  donc,  iden- 
lifpiemenl, 

Fi(  j-j  =  S|. 

De  même,  Fo(.r)est  le  polynôme,  du  troisième  degré 
au  plus,  (jui,  pour  les  valeuis  «r/,  b,  c,  d  de  x,  prend 
respectivement  les  valeurs  «,  b,  c,  d;  on  a  donc 
évidemment 

Fji  X)  =  X. 

On  en  conclut 


ei 


F  (  j"  j  =  2  5 1  —  ix 

G(.f)  =  S^X^ S^X  -i-  Si- 

Ce  pol^'uome  G(x)  est  minimum  pour 


(  270  ) 

3"   On  a  iraïuédiatemenl 


/ 


G{a;)  dx  =  rSi-T* ajx^  -\-  s,,x  -\-  consl. 


La  valeur  de  l'inlégrale  /  -^ — r  dépend  de  la  réalité 
des  racines  de  G(^). 

Si  l'on  a  53 — 4-y2^'i]>o,  désignons  par  a  et  ,3  les 
racines  réelles  de  Q{x).  On  a  alors 


/ 


dx  I  ,      X  —  a 

og ^  -t-  const. 


Si  s'î  —  4 -^2 •5',  <C  o,  on  a 

r .  dx  i  i.S'îX  —  53 

I    -r-, —  =  —  —  arc  rang— —  -1-  const. 

Enfin,  si   ,9i;  —  4'^2'^i  =  o,  on  a 
dx 


f 


G(x) 


const. 


Il  esl  d'ailleurs  facile  de  voir  que  ces  trois  cas  sont 
possibles,  car,  quand  les  a,  b,  c,  d  sont  égaux  (ou 
presque  égaux),  les  i^acines  de  G(.r)  sont  imaginaires, 
et.  quand  5^  =  0,  ces  racines  sont  réelles. 


C0i\C01;KS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHiViailE  M  1907. 
COMPOSITION  DE  GÉOMÉTHIE  A\ALVHQIE  ET  i)IÉCA\IOllE. 

Solution  par  VI.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


On  considère  trois  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires O^,  Oy,  Oz.  A  tout  point  M(x,y,  :;)  de 
l'espace  on  fait  correspondre  le  point  Q  de  coor- 


(  27.   ) 
donnf'es  —. -t     — -^ — -,  o;  a  étant  une  constante. 

X-^y-       37- -H  j^  ' 

Le  [)oint   M,    dont   on    suppose    la    masse   égale  à 
l'unité,  est  sollicité  par  une  force  MF,  dirigée  sui- 


M  (x,y,z  ) 


vant  MQ  [et  dans  le  sens  MQ),  et  dont  la  grandeur 
absolue  est  égale  au  produit  de  MQ  par  un  coeffi- 
cient donné,  K-. 

i"  Évaluer  les  projections  de  la  force  MF  sur  les 
axes  Ox.  Oy,  Os. 

■i"  Dans  le  champ  de  forces  ainsi  défini,  déter- 
miner tes  surfaces  de  niveau  et  les  lignes  de  force. 

i"  Le  point  M  se  mouvant  sous  l'action  de  la 
force  MF,  chercher  le  mouvement  de  sa  projec- 
tion M'  sur  Oz. 

4"  On  fera  voir  cjue  l'on  peut  disposer  des  condi- 
tions initiales  du  mouvement  du  point  M,  de  façon 
que  la  trajectoire  de  ce  point  se  projette  sur  le  plan 
des  xy  suivant  un  cercle  donné,  de  centre  O,  et  de 
rayon  \\  supérieur  à  a.  Exprimer,  dans  ce  cas,  les 
coordonnées  du  point  M  en  fonction  du  temps.  Tâ- 
cher d' interpréter  cinématiquement  ce  mouvement. 

5"  En  supposcCnt  toujours  remplies  les  conditions 
initiales  dont  il  s'agit  au  4°,  démontrer  que  la  tra- 
jectoire du  point  M  est  une  courbe  algébrique  si  le 


(    272    ) 

rapport  — ^^ —  est  le  carre  cl  an  nombre  rationnel. 


1.   l^es  projections  de  la  force  MF  s'écrivent  iinnié- 
diatement 


I     1    =  rv- 

Z  =  —  K2  z. 


--'(A-r)' 


2.    On  en  déduit,  pour  le  travail  éiémenlaii'e  de  la 
force, 

\ dx  -\-  \  (ly  ^  Zdz  =  K^  \ ^ — =^ 

—  T  dx  —  ydy  —  zdz      =  d\} , 

si  l'on  pose 

K2 

U  =  —  \a'^\og{x'i^)  2)  —  (a^î-H/î-i-^î)] 

(log  <lésif^nant  un  logarithme  népérien).  Les  surfaces 
de  niveau  sont  donc  données  par 

(2)  a'^\o^ix^^y-)  —  {x^--^y'^-+-  z^)  =  X, 

}>  étant  une  constante  arbitraire.  Ce  sont  des  surfaces 
de  révolution  autour  de  Oz.  Pour  étudier  leurs  méri- 
diennes, conpons-lcs  par  le  plan  j' =  o,  ce  qui  donne 


z  =  zh  \/ja-  logar  —  x- —  X. 

La  fonction  '^  sons  le  radical  pail  de  —  -x  (asvmp- 
tolupiemcnt  à  O  )' )  |)()ur  i<;veiiir  à  — oo  après  avoir  at- 
teint un  maximum  correspondant  à  la  racine  unique 
de  la  dérivée,  x  =  a,  maximum  donné  par 

m  =  a-cilo^a  —  i)  —  A. 


(  ^7^  ) 
On  n'aura  donc  do  valeurs  réelles  pour  z  quaiitant 
(|ue  ni  sera  positif,  ce  (jui  exige 

X  <  a"- (à  logrt  —  I  ). 

Pour  une  leilc  valeur  de  A,  la  tonc^lion  -i  s'annule 
pour  deux  valeurs,  x,  el.  .r.j,  comprenant  la  valeur  a; 
dans  cet  inlervalle,  on  a,  pour  chaque  valeur  de  x, 
deux  valeins  de  ô  égales  el  de  signe  conlraire;  la  méri- 
dienne est  une  courbe  fermée  de  forme  ovale,  et  la 
surface  de  niveau  une  sorte  de  tore  déformé  tout  en 
restant  de  révolution. 

Les  lignes  de  Ibrce,  trajectoires  orthogonales  des 
surfaces  de  niveau,  sont  délinies  par  les  équations  dif- 
férentielles 

{x^-\-y^}  dx     _      (x^-r-y-)  dy      _  dz 
x{x^-h y-  — a^)  ~  y{  x--+-y'^  — a^)         z 

Les  deux  premiers  ra[)porls  donnent  dabord 


dx        dy 
~J  ~  y 

dont  1 

l'intégrale  est 

(3) 

y  =  [IX. 

il  était  d'ailleurs  évident  ^^ />/7V>/7',  puisque  les  sur- 
faces de  niveau  sont  de  révolution  autour  de  O  ;,  que 
les  lignes  de  force  devaient  se  trouver  dans  des  plans 
pas^arjl  |)ar  cet  axe.  Si  maintenant  on  additionne 
terme  à  terme  les  deux  premiers  rapports,  après  les 
avoii-  multipliés  respectivement  par  x  et  y,  on  a 

X  dx  -f-  y  dy  _  dz 

x^  -\-y"  —  (i-         z 

dont  l'intégrale  est 

( 4  I  x'^ -+- /■■'  —  r<2  =  i> z-., 

.i/tn    <i<;    \l<il  hunuil .,   '('  SL'iie,  t.  VU.  (Iiiiii   i(^j7.)  '  <^ 


(  ^74  ) 
équation  générale  des  qnailriques  de  révolution  ajant 
pour  équaleur,  dans  le  plan  0.r>',  le  cercle 


x'^-i-y^=  a  2 


3.  L'équation  diilerentieile  du  mouvement  de  la 
projection  M'  du  point  M  sur  Oz  est,  d'après  la  troi- 
sième équation  (  i), 

^-■^'^ 

dont,  ainsi  qu'il  est  l)i(Mi  connu,  l'intégrale  est 
(5)  z  =  A  cosK^ -t-  B  sin  K^, 

qui  définit  un  mouvement  vibratoire  simple  (question 
de  cours). 

4-.  Le  mouvement  de  la  projection  //?  du  point  M  sur 
Ox)'  est  régi  par  les  deux  premières  équations  (i)  qui 
montrent  d'abord  que 

X  _  Y 

c'est-à-dire  que  la  force  est  centrale. 

Il  en  résulte  que  le  mouvement  du  point  m  est 
défini,  en  coordonnées  polaires  (/•,  0),  par  les  deux 
équations 


(6) 


'     j-  =  C, 
dt 

~dF  ^  ''\dt)    ~  r 


et,  par  suite,  son  mouvement  sur  le  rayon  vecteur  par 

(7)  TTTi"  ~  7i  -  7 

Pour  que  le  point  m  décrive  le  cercle,  il  faut  que. 


(  275  ) 
placé  d'abord  sur  ce  cercle,  il  soit  lancé  perpendicu- 
lairemeiil  au  ravon,  ce  (jui  donne   les  conditions   ini- 
liales 

/•  =  K,  /•  --  =  v,         -—  =  o, 

dt  dt 

d'où 

C  =  Rr, 

et  l'équation  (  -)  devient 

Il    faut  maintenant,  et    il   stiflil,    que   cette  équation 
admelte  l'intégrale  /■  =:  II,  ce  qui  donne 


i-  =  Kv/R-— «S 

valeur  réelle   pour  R  >  <7,    dont   le   signe    dépend    du 
sens  arbitraire  attribué  au  mouvement. 

En  résumé  :  les  conditions  initiales  nécessaires  et 
suffisantes  sont 

/•  =  R.        i>  =  K  /ir^^^, 

/a    vitesse   e    étant    (V ailleurs    perpendiculaire    au 
rayon . 
De 

^  ~  R 

ou  lire  ensuite,   par  un   elioix  convenable  de  l'origine 
des  tetn|)S, 


"  =  R  '• 


et,  par  conséquent, 


K/Rî— ai 
j-  =  R  eus t. 


}  =^^nx  -^^— t. 


(  ^76  ) 
Le  mouvement  dans  l'espace  du  |)oinl  M,  détini  par 
les  équations  (5  )  et  (8),  peut  dès  lors  être  engendré 
comme  suit  :  le  point  M  est  aniuié  duu  mouvement 
vibratoire  simple  sur  une  parallèle  à  O  r-  douée  d'un 
mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  cet  axe. 
Autrement  dit  :  la  trajectoire  est  une  courbe  cylin- 
drique de  Lissajous.  Il  est  bien  connu  qu'une  telle 
courbe  se  ferme  et,  par  suite,  est  ali;ébrique  si  le  rap- 
port des    |)ériodes   des    deux    mouvements,    ici   égal    à 

est  rationnel.  On  peut,  au  surplus,  le  démon- 


R 
trer  comme  suit. 


% 
^ 


O.    Si  — TTT —  est  le  carre  d  un  nombre  rationnel  - 

R2  q 

(p  et  g  étant  preiiiiers  entre  eux,  et  d'ailleurs  p<Cg) 
et  si  l'on  pose 

les  coordonnées  (5)  et  (^)  du  point  mobile  s'écrivent 
^  =  R  cos/)6, 

^  =  A  cos^6  -t-  B  sin^O. 

Or    on    sait,    d'une    manière  générale,    que,   si  l'on 
pose  cosO  =  w,  on  a 

C(is//j  0  =/,„(  if  ;,         sin/?iO  =  v/'  —  «^9//;-i(«)i 

/„i{u)  et  c5,„_,(m)  étant  des  polynômes  entiers,  de 
degrés  respectifs  m  et  m  —  i  en  a.  Les  coordonnées  .r, 
y,  z  s'expriment  donc  algébriquement  en  fonction  du 
paramètre  m,  et  la  courbe  qu'elles  définissent  est  dès 
lors  algébrique.  D'ailleurs,  les  a  des  points  où  cette 
courbe  rencontre  un  jjlan  (|uelconque, 

ax  -+-  '^y  -f-  V ^  -H  0  =  o. 


M 


(  ^77  ) 
^onl  donnés  par  l'é«|iiati()n 


ou 


—  Y  A/,,i  u  )  -H  Y  BvA  —  u-  f,,-i  (  «  )  -f-  0  =  o, 

=  (i  -  w2)  [|âRï)^_,(a)  ^-YB'-5^_if  u)]î, 

dont  le  degré  est  égal  à  2^  (puisque  q>p)',  tel  esl 
doue  Tordre  de  la  trajectoire  ainsi  obtenue. 

En  particulier,   si  p  =  q  =  i  ^  la   trajectoire  est  une 
conique;  c'est  d'ailleurs  la  section  du  cylindre 

par  le  plan 

z  =  A.X  -+-  By. 

,.  ,v.  .    R-^—a^  .,      . 

ht.   en   eiiet,   si   — [tt —  =  1,  il  vienta=:o;  autre- 

nient  dit,  le  point  Q  de  l'énoncé  se  confond  constam- 
ment avec  O,  et  la  force  qui  sollicite  le  point  M  est  une 
force  attractive  issue  de  O  et  pro|)Oitionnelle  à  la  dis- 
tance OM.  Il  est  bien  connu  qu  en  pareil  cas  la  tra- 
jectoire est  une  ellipse  de  centre  O. 


ItlIWJOGItAIMIII-. 


Balistu^ue  KxrÉKiEUKK  K A.Ti()> nklll;  (  Pioblèmc  balis- 
tique princi|)al),  par  le  Commandant  P.  Charbonnier. 
—  1  vol.  in-i8  Jésus  de  49-^  pages  avec  76  figures  dans 
le  texte.  Prix  :  5*^''.  Paris,  Octave  Doin,   1907. 

Ce  volume  apparlieril  a  la  liiblintlièque  de  Mécanique 
appliquée  et  Génie,  dirigée  par  M.  M.  d'Ocagne,  et  qui  fait 
elle-inènie  partie  de  la  vaste  Encyclopédie  scientifique, 
})ubliée  sous  la  ilircrtioii  du  IV  Toulouse. 


(  278  ) 
Le  Problème  ha/istit/ue  pri/ici/xt/,  flonl  il  est  exclusive- 
ment question  dans  le  livre  du  Coniniandaut  (iharboiinier, 
consiste  dans  l'étude  du  niiiuvcMienl  d'un  pidjcctiie  à  la  sur- 
face de  la  Terre,  en  tenant  couiote  de  la  résistance  de  l'air, 
mais  en  négligeant  les  petites  perturl)ali(ins  dues  par  exemple 
à  la  courbure  de  la  Terre,  aux  variations  de  la  gravité  avec  la 
latitude  et  l'altitude,  à  la  rotation  de  la  Terre,  à  l'existence  du 
vent  atmosphérique,  à  la  rotation  du  projectile  autoui'  de  son 
axe.  L'examen  de  ces  diverses  inlluences  constitue  les  Pro- 
blèmes balistiques  secondaires,  dont  l'étude  est  renvoyée  à 
un  autre  Volume,  l^e  |)ioblènie  balistique  principal  s'énonce 
donc  ainsi  : 

Etudier  le  inouveDient  d'un  point  matériel  pesant,  dans 
un  milieu  en  repos,  de  densité  constante,  qui  lui  oppose 
une  résistance  tangentielle,  fonction  de  la  vitesse.  La 
terre  est  supposée  plane  et  immobile  ;  la  gravité  est  con- 
stante en  grandeur  et  en  direction. 

Iv'Ouvrage  est  divisé  en  cinq  I^ivres,  consacrés  respective- 
ment aux  Cas  limites  du  problème  balistique,  aux  Pro- 
priétés générales  des  trajectoires  atmosphériques,  à  la 
Résistance  monôme,  au  Tir  de  plein  fouet,  aux  Trois 
séries  balistiques. 

W  m'est  impossible  (i"anahs(M'  ici  eu  détail  cet  excellent 
exposé,  dans  lequel  l'auteur  a  coordonné  les  travaux  les  plus 
récents  des  balistieiens,  parmi  lesquels  les  siens  propres  occu- 
pent une  place  très  distinguée.  Tous  les  spécialistes  le  consul- 
teront avec  le  plus  grand  profit.  Mais  l'Ouvrage,  malgré  son 
caractère  très  technique,  est  rie  nature  à  inlértîsser  une  partie 
plus  étendue  du  public,  et  (-'est  un  point  sur  lequel  je  vou- 
drais attirer  particulièrement  l'attention.  Il  semblerait,  à  lire 
certains  Ouvrages  destinés  à  l'enseignement,  qu'un  problème 
de  Mécanique  est  résolu  quand  ou  a  écrit  les  équations  dilTé- 
lentielles  qui  le  traduisent.  Les  quelques  problèmes  que  l'on 
y  traite  jusqu'au  bout  sont  en  général  artiiiciels  et  posés  avec 
le  souci  unique  d'obtenir  des  équations  auxquelles  s'appliquent 
les  piocédés  de  l'Analyse  élémentaire.  Mais  la  nature  pose  des 
problèmes  d'un  autre  genre.  Elle  n'a  point  de  sollicitude  pour 
les  mathématiciens  et  les  équations  dilléientielles  qu'elle  leur 
fait  écrire  ne  se  ramènent  que  rarement  à  des  quadratures. 
A  eux  de  tirer    parti    de   ces   équations   en  dehors  du  pro- 


(  27<)  ) 
^/amnie   el   (l'iiivenlei"   les    procédés    qui    leur    penneltronl 
(l'aller  jusqu'aux  calculs  numériques. 

La  Mécauique  céleste  nous  offre  le  plus  bel  exemple  de  ce 
que  peut  l'Analyse  eu  présence  de  ces  questions  ardues  qui 
n'ont  pas  été  choisies  pour  illustrer  ses  rnétliodes.  Sans  s'atta- 
quer à  un  problème  aussi  grandiose,  la  Balistique  constitue 
un  très  bon  sujet  d'études  pour  ceux  qui  veulent  se  faire  une 
idée  de  la  puissance  des  Mathématiques  appliquées  à  une 
question  d'ordre  physique.  On  verra,  dans  le  F>ivre  du  Comman- 
rlant  Charbonniei',  comment  les  problèmes  artificiellement 
simpliliés  (qui  sont  les  Problèmes  /imites  du  premier  Li\re) 
se  résolvent  par  des  formules  explicites;  comment  ensuite  des 
méthodes  apprcqiriées  finissent  par  triompher  de  la  complexité 
du  problème  naturel. 

Il  y  a  de  nos  jours  une  tendance  marquée  et  très  louable 
à  soustraire  l'enseijinement  aux  préoccupations  un  peu  trop 
exclusivement  théoriques  qui  l'ont  dominé  jusqu'ici,  à  le 
mettre  en  contact  avec  le  réel,  suivant  une  expression  en 
honneur.  Celte  tendance  va  jusqu'à  se  manifester  par  les  cri- 
tiques les  plus  sévères  à  l'égard  de  l'Analyse  mathématique, 
dont  certains  voudraient  voir  rejeter  les  trois  quarts,  comme 
superflus  et  stériles.  C'est  à  ceux-là  qu'il  faut  particulière- 
ment recommander  la  lecture  de  la  Balistique  extérieure 
rationnelle.  Ils  y  verront  qu'il  existe,  pour  défendre  les 
.Mathématiques  supérieures,  d'autres  arguments  que  le  respect 
de  la  spéculation  pure,  et  qu'un  problème,  emprunté  directe- 
ment à  la  |iralique,  exige,  pour  être  abordé,  les  ressources  de 
l'Analyse  la  |)lus  élevée.  R.  B. 


BvLiSTK)Uii  EXTÉiUKUKE  K ATio:NiVELLE  (Problèmes  ba- 
listiques secondaires),  par  le  Goiumandanl  P.  Cliar- 
honiiier.  —  i  vol.  in-i8  jesiis  de  4oo  pages  avec 
i<)i  ligures  dans  le  lexle.  Prix  :  5''.  Paris,  Octave 
iJoin,  i()0-. 

Ce  \oliiiiic  appartient  à  la  mèux:  coMccli |uc  le  précé- 
dent et  lui  fait  suite.  On  y  examine  succosivcment  l'inthience 
des  causes  |>erturbatrices  secondaires  négligées  au  couis  de 
la  pM.'niici  I'  i'artie  de  l'étude. 


(  '^<^^>  ) 

L)o  même  que  le  \  olume  consacré  ;iu  F*r()l)lème  b;ilisii(]ue 
prii)ci|>al.  celui-ci  sera  lu  avec  grand  prolit,  non  seulement 
par  les  lecliniciens,  mais  encore  par  toutes  les  personnes  qui 
s'intéressent  à  la  Mécanique  rationnelle  et  veulent  se  faire 
une  idée  de  ses  applications  aux  problèmes  de  la  réalité.  Aces 
dernières  je  signalerai  tout  particulièrement  la  théorie  des 
eflets  de  la  rotation  de  la  Teire  sur  le  mouvement  du  |)rojec- 
tile,  très  détaillée  et  comportant  de  nombreux  exemples  nu- 
mériques, et  le  Chapitre  intitulé  La  rotation  des  solides,  où 
se  trouve  un  excellent  résumé  de  la  théorie  des  corps  tour- 
nants, avec  une  intéressante  application  au  mouvement  de  la 
toupie.  H.  B. 


COKKESI'OMIWCE. 


M.   G.  F.  —  La  formule  barvcentrique 
(i)  >  aMA    —  t.^\G   -^  consi. 

n'est,  au  fond,  qu'une  transfonnalion  de  la  formule 

du  moins  si  l'on  rattache  la  géométrie  euclidienne  à  la  géo- 
métrii'  aneuclidienne.  La  seconde  formule  provient  d'une  for- 
mule en  sinus  h\  perboliques  ;  la  première  provient  d'une  for- 
mule équivalente  en   cosinus   hvp(;rl)oli(]ues,  dans  laquelle  on 

remplari-  cli./'  pai    i  -^        ..... 

Quoi  qu'il  en  ^^oit.  bi  diil crminalion  de  la  constante  |>eul 
rl'abord  se  faire  en  mettant  le  point  M  en  G,  et  c'est  le  pro- 
cédé classique;  la  constante  se  présente  alors  sous  la  foiine 


il)  <^=2i'' 


GA 


Pour  avoir  l'autie  forme   de    la  constante,  celle  sur  laquelle 
M.  Hilaire  a    rappelé  récemment    l'attention    des    lecteurs  du 


(    28.     ) 
Journal,    on    peut    uietlre    successiveniciil    le    |)oint    M    en  A, 
B,  ...  :  on  a  ainsi 

+  !3Xb'^yÂg^^...=  /.âg*^g, 

aBÂ^+ -^  yBG^-<-...=  /BG^'-f-G, 

aCÂ'-i-  ;jGÏÏ'-4- -4-...=  XGG^-+-G, 


si  I  on  ajoute  ces  égalités  multipliées  lespectivenienl  pai'  a,  fi, 
Y,  ...,  ou  a.  en  tenant  compte  de  l'expression  ci-dessus  de  C, 


(3) 


i  y  a^i.  Ab'  =  ÀG  -+->.G  =  '^.XG, 


La  formule  (i),  avec  l'expression  (3)  de  la  constante  G,  est 
démontrée  dans  le  Cours  de  Mécanique  de  Sturm  en  partant 
des  formules 

on  élève  au  carré,  ou  ajoute,  etc. 

S()l,lTIO\S  m  (JLESTIO\S  FKOI'OSÉKS. 


1888. 

(I90U,  |>.  :<•.'■■■.) 


Lorsqu'une  transversale  a^Yi  à  un  triangle  AB(^,  passe 
]>ar  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  les  trois 
cercles,  ayant  pour  diamètres  les  diagonales  du  quadri- 
latère complet  AG^Y/B,  se  coupent  en  deux  points  qui  sont 
situes,  l'un  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABG, 
l'autre  sur  le  cercle  des  neuf  points  relatifs  au  même 
triangle.  (G.  Bi.AN«:.) 


(  "-^8.  ) 

SOLUTION 
l^ar  M.  A.  Dhoz-Karny. 

La  s<jlulion  élémei)taire  de  cette  proposition  ne  présente 
aucune  difficulté.  Voici  une  solution  un  peu  plus  générale. 

On  sait  que,  quelle  que  soit  la  transversale,  les  circonfé- 
rences décrites  sur  Aa,  B^.  Cy  comme  diamètres  se  coupent 
en  deux  points  fixes  P  et  F',  les  points  de  iMonge  du  quadri- 
latère, et  que  les  cercles  orthotomiques  de  toutes  les  coniques 
inscrites  dans  ce  quadrilatère  forment  un  faisceau,  dont  les 
centres  sont  les  points  P  et  P'. 

Parmi  les  coniques  du  faisceau  tanyentiel  se  trouve  une 
seule  parabole  dont  le  cercle  de  iVlonge  se  décompose  suivant 
deux  droites  :  la  droite  infinie  et  la  directrice.  Il  en  résulte 
que  PP'  est  la  directrice  de  la  parabole  inscrite  au  quadrila- 
tère. 

Cette  droite  contient  donc,  d'après  un  tlicorème  bien  connu, 
les  orthocentres  des  quatre  triangles  qui  forment  les  quatre 
côtés  pris  trois  à  trois  du  quadrilatère.  Donc  : 

Quelle  que  soit  la  trans\ersale,  les  points  P  et  P'  sont  tou- 
jours alignés  avec  H  l'oithocentre  du  triangle  fixe  A.BC. 

Considérons  un  quadrilatère  donne  et  soit  P  un  des  points 
de  Monge. 

La  circonférence  PAa,  décrite  sur  Aa  comme  diamètre,  passe 
par  le  pied  A'  de  la  hauteur  abaissée  de  A  sur  le  côté  BC. 

PH  coupe  cette  circonférence  au  second   point  P'. 

On  a 

HP.HP  =  HA.llA  =—  iK^cosAcosBcosC. 

TiiÉOKÈME.  —  Les  puinls  de  Monge  sont  conjugués  pur 
rapport  au  cercle  conjugué  du  triangle  ABC. 

Si  P  décrit  \ine  courbe  quelconque,  P'  décrit  une  courbe 
inverse. 

Ainsi  par'  exemple,  si  P  décrit  la  circonférence  ABC, 
P'  décrit  le  cercle  d'Errler. 

Supposons  une  coniqrre  qrrelconque  circonscrite  au  triangle 
ABC  et  soit  P  un  point  quelcon(|ue  de  celle  conique.  Les  per- 
pendiculaires élevées  en  P  sur  les  cordes  PA,  PB,  PC  coupent 
les  côtés  BC,  CA,  AB  respectivement  en  a,  ^,  y  et  la  conique 
en  A',  B',  C. 


(  283  ) 

On  sait  d'abord,  propriété  involutive  bien  connue,  que  x,P,Y 
sont  en  ligne  droite.  Mais  il  est  facile  de  prouver  (jue  cette 
droite  contient  en  outre  le  point  de  Frégier  correspondant 
à  V. 

Dans  le  cas  du  cercle  circonscrit,  ce  point  devient  le 
centre  du  cercle  circonscrit.  En  ellet,  considérons  l'hexagone 
inscrit   PA'ACJiB    i|ui  fiuiniil   la  pascale 


PA' 
HC 


AC 
PB' 


AA' 

BB' 


=  F 


et  l'hexagone  inscrit  PA'ABGC  a\ec  la  pascale 


PA 
BC 


AB 
PC 


=  Y' 


AA' 

ce 


=  F. 


Il  en  résulte  que  les  quatre  points  a.  S,  y,  F  sont  en  ligne 
droite,  d'où  le  théorème. 

On  démontrerait  d'une  manière  plus  générale  le  théorème 
suivant  que  j'ai  prcqjosé  dans  Mathesis  (  n°  1188,  1898,  p.  209): 

On  donne  un  trianfi^le  AB(-  et  une  transversale  a^^  tour- 
nant autour  d'un  point  fixe  D  et  coupant  BG.  GA,  AB  en 
a.  .3,  y. 

Le  lieu  des  points  de  Monf(e  P  et  P'  est  une  ifuartique 
bicirculaire  qui,  lorsque  le  point  D  coïncide  avec  le 
centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC,  se  décompose  suivant 
le  cercle  circonscrit  et  le  cercle  d'Euler  du  triangle. 

1891. 

'  l'JOO,    p.    '.-i.  I 

Dans  un  pentagone,  les  lignes  menées  par  le  milieu 
dun  côté  et  par  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  inter- 
sections des  diagonales  issues  des  extrémités  de  ce  côté 
sont  concourantes. 


SOI.ITION 
P.ir  M.    V.  Droz-Fauny. 


Soit  ABGDIi  un  pentagone  quelconque;  représentons  par 
[JL,  V,  X  les  points  d'intersection  des  |)aires  de  diagonales  AD 
et  BK,    AG  et  BK,    AG  et   BD.    La  droite   qui    joint    le    point 


(  ^-84  ) 

milieu  du  cùlé  AH  au  point  milieu  de  la  droite  de  jonction  |j.X 
passe  aussi  par  le  point  milieu  de  Dv  ;  c'est  la  newtonienne 
du  quadrilatère  DiJivX,  lieu  géométrique  des  centres  des  coni- 
ques du  faisceau  tangentiel  touchant  les  quatre  côtés  de  ce 
quadrilatère.  Or,  cette  droite  contient  le  centre  de  la  conique 
particulière  du  faisceau  touchant  encore  la  cinquième  diago- 
nale EC  du  pentagone  et  par  ce  même  point  passciont  les 
quatre  autres  newtoniennes  relatives  au\  quatre  autres  côtés 
du  pentagone. 

2050. 

(  l'joe,  p.  /itfij.) 

Soient  E,  D,  A  les  aires  d'une  ellipse,  de  sa  première  dé 
veloppée  et  de  sa  seconde  développée. 
On  a  entre  ces  trois  aires  la  relation 

2E(A  -  4D)  =  5D^ 

E.-N.  Bahisikn. 

SOLUTION 
Par  M.  A.   Guyau. 
L'ellipse 

ar  ==  a  cos/,         y  ^^  b  i\nt, 
d'aire 

(i)  E  =  -a6, 

a  |)Our  développée  la  courbe  bien  connue 


rt2  —  b'-         .,                             «2  _  h% 
X  =  cos*  t.         V  = i sin  '  /, 

d'aire 

^-'^  "=  ^b 

Les  coordonnées  de  la  développée  de  cette  dernière  courbe 
s'expriment  simplement  en  fonction  de  t 


«2  _  1)1. 
X  = 


a"-  —  b- 

y  = 


[cos'*  t  -\-  -r-  siu- 1  cos/(  «2  sin-  /  -H  b-  C"»s'^/ )    , 
o-  J 

[sin^  /H cos^r  sin/(  «^  sin'.!^  -t_  b'i  cos- n    . 
«2  J 


(  ^^^  ) 

L'aire  He  celte  couihe  est 
=  -     J   a:dy-ydx  = ^^^^^— 


(     /•  ,       /sin''/cos-«       cos«/sin-/\    , 

(  «-  2  71  ^  ' 

/'"  r/-  b- 

/    (  '|Cos'»  t  sin*  t  —  cos-  f  sin''/  —  %\n'- 1  co%''' t  —  sin^^  coi-t)  dt 
L'inléiîialiiin  s'cll'ectue  aisëmeiil  si  Ion  tient  compte  de  ce  que 

..0 
/        g'.t   (h-  =  o, 

I  r  (a-  —  b-}-       .    a'*^b'*         ^T 

—     —  lO — j- V-  30  — — T- r-  '-.S     , 


'i-ui-  —  b'-)-    I 


ab 

(3) 


J  S-ia"-  —  b-\-\\')  {a- — /^-)-        iH 


Il  ne  reste  plus,  pour  obtenir  la  relation  cherchée,  qu'à  éli- 
niiner  a  et  ^,  ou  pintùt  (rtè)  et  (a2  —  6-),  entre  les  relations 

(i),  (  2;  et  (3). 

2059. 

1  I911T,     p.  ■(!.  I 

Soient  A.  B,  C  trois  coniques  homofocales.  Par  un  point 
variable  de  A  on  mène  une  tangente  à  B  et  une  tangente 
à  C.  Démontrer  que  ces  deux  tangentes  font,  avec  la  tan- 
gente à  A  au  point  considéré,  des  angles  dont  les  sinus 
ont  un  rapport  constant.  (Billai.) 

SOI.LTION 
Par  M.   Fahhoii. 

Soient  F  et  F'  les  foyers,  M  un  point  «le  A,  MB  une  tan- 
gente à  B  et  .M\  la  bissectrice  de  l'angle  F.MF'. 

Désignons  par  ic  la  distance  focale,  la  le  grand  axe  de  A, 
■ia   celui  de  B,  x  laiigle  F.MN  et  .â  l'angle  B.MN. 
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.,       n.^     ,  I  cosa  ,  , 

Il  sullit  de  montrer  que  le  r;ii)purt  ^  est  constant.  9  étant 

^  '  '         cosp  ^ 

le  symétrique  de  F'  par  rapport  à  la  tangente  MB,  FMcp'=  i  {J 

et  dans  les  triangles  F"MF',  FMcp',  on  a 

4c2    =  MF^-t-.MF'2—  >.MF.MF'cos9a, 
4a'2=  MF-'-,-  MF'2—  aMF.MF'cos2[J; 


or, 

donc 


iMF^  MF'=  la. 

a^-—c^  =  MF.MF'cosîa, 
«2  — «'2=  MF.MF'cos2p, 


cos 
00s 


Vuire  solution  de  M.  Lktikhce. 


NOTE 

De  m.  W.-F.  Egan. 


Le  ihéurème  contenu  dans  la  qucsiion  2039  peut  être  géné- 
ralisé et  étendu  à  l'espace  à    trois  dimensions  comme  suit  : 

1"  Soient  trois  quadriques  hornofocales  données  a,  ji,  y- 
Par  une  droite  quelconque  L  de  l'espace  on  fait  passer 
six  plans  aj,  a^  ;  3],  'i-y;  y,,  v,  tangents  à  a,  ^,  y-  ï^^  rap- 
port 


K 


sin  ai  |i|  sin  ol.,  ii 


a  la  même  valeur  pour  toutes  les  positions  de  L. 

■2"  Si  l'on  prend  quatre  quadriques  a,  ^,  •/,  0,   et  si  l'on 
désigne  par  (  aj  fi|  yi  "^i  j  le  rapport  anliarmonique 


sin  i\  Yi  ^"1  pi  "^1 


le  produit   S  des  deux  rapports   (^\'^\'{\^h)  (^^f^iViOo)  est 
constant  pour  toute  position  de  la  droite  \j. 


(  ^87  ) 

DÉMONSTRATION. 

i"    Soil 

(    1   I  pu-  —  (/C"^  -r-  /•(»•-  —  t-  ).  (  U-  -+-   ('■-  -H  »'-  )  =  O 

l'équalitui   tangentielle  ilii  svstt'inc  des  qiiadriques. 

Di'plaçon?  le  li  iédie  des  axes  de  coordonnées  <l"une  manière 
quelconque.  L'équation  i  i  )  prend   la  forme 


{7.) 


\  au-  -r-  b\-  -r-  c(i'-  -^  ïJViv  -f-  xf^'wu  —  'ihuv 

I  -h  i  {lu  —  nu-  ^  /iir  -j-  /  )  =  A  (  //-  -4-  ('-  ^-  (r^). 


Prenons,  comme  nouvel  axe  des  j',  la  droite  L.  et  prenons, 
comme  plans  des  xy  et  des  j'3,  les  plans  tani^ents  aux  deux 
surfaces  Xj  et  X?  que  touche  cette  droite.  Alors  on  a 

c  =  ).  i,         «  =  X.,.         ^  =  o. 

Poui'  avoir  les  plans  a,,  a,,  posons,  dans  l'équation  (  2), 

).  =  a.         «  =  cos  A,         V  =  o.         w  =  —  sinA,         /  =  o; 

ce  qui  donne 

À»  cos^  A  -I-  X|  sin'-  A  =  a. 

<Jn  a  de  même,  pour  ^j  et  ^^2- 

>>2  cos-  B  -4-  Al  sin2  B  =^  3  ; 
d'où,  en  soustrayant, 

a  —  ^  =  (  A,  —  À.,  )  sin  (  A  —  B  )  sin  (  A  ■+-  B  ) 
=  (A,  —  li)  sin  a,  |i,  sin  aj  |3i  ; 


de  même 


donc 


—  Y  =  (^-1  —  ^--2)  sin  aiYi  *'"  ^i'd  ! 


R  = 

2"  On  remarque  ([ne 


Y 


=  consi. 


Q.   I'.  I). 


in  a,  yi  =  !>'"  »i  3i 
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et  ainsi  de  suite,  et  l'orj  a  facilement 

(a-.S)(Y-8) 
(a-Y)(^-ô)' 


C.  Q.  K.  D. 


(JllESilOVS. 


2076.  Si  Ton  pose 


hn  =    I    .  —  dx 


7^ 


et 


.....f 


pwgrea.ctangj,- 

T-  ^•^' 

()  -I-  x'-y- 


o\\  peut  calculer  Kq  et  Ki. 

Le  calcul  de  toutes  les  autres  intégrales,  m  étant  un  entier 
quelconque,  se  ramène  à  celui  de  Jq. 

(  R.  Le  Vavasselu.  ) 

•2077.  Un  triangle  ABC  étant  inscrit  à  une  hyperbole  équi- 
latère,  si  DEF  est  le  triangle  pédal  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe,  le  point  inverse  du  centre  de  la  courbe  par  rapport 
au  triangle  DliF  est  le  point  à  l'infini  dans  une  dir(^ction  fixe, 
et  cette  direction  est  celle  de  la  droite  qui  est  la  ligne  inverse 
de  la  courbe  par  rapport  au  triangle  ABC. 

(G.    FONTKNK.  ) 
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[M='6a] 

SIR  l\E  CLASSE  DE  QIIARTIQIES  GAUCHES  UKICURSALES  ; 

Par. M.  Gii.  MICHEL, 
Docteur  es  sciences. 


1.  Dans  une  Communication  à  l'Académie  des 
Sciences  (18  décembre  1876),  M.  Appell  a  signalé  le 
premier  l'existence  et  donné  les  propriétés  les  plus  im- 
portantes des  quartiques  gauches  unicursales  dont  les 
tangentes  font  partie  d'un  complexe  linéaire.  Je  me 
propose  d'établir  quelques  propriétés  nouvelles  de  ces 
courbes. 

Soit  une  telle  courbe  C.  M.  Appell  a  montré  qu'il 
existe  un  tétraèdre  de  référence  tel  que  l'on  puisse 
poser 

a?  =  X*,         y  =  /,^         z  =  /,         t  =  \, 

x^  y^  V,  l  étant  les  coordonnées  tétraédriques  d'un 
point  quelconque  M  de  G  et  À  étant  un  paramètre  ar- 
bitraire. Voici  comment  est  défini  ce  tétraèdre.  Deux 
de  ses  sommets  sont  les  points  1  et  J  de  la  courbe  G, 
de  paramètres  o  et  00,  en  chacun  desquels  le  plan  os- 
culateur  rencontre  C  en  quatre  points  confondus.  Les 
équations  de  l'arête  IJ  sont 

y  =  o,        z  =  o. 

Les  deux  autres  sommets  sont  les  points  d'intersec- 
tion A  de  la  tangente  en  I  à  G  avec  le  plan  osculateur 
en  J  à  G  et  B  de  la  tangente  en  J  à  G  avec  le  plan  os- 
culateur en  I  à  G.  Les  équations  de  l'arête  AB  sont 

a*  =  o,         /  =  o. 
Ann.  de  Matliémat.,  4*  série,  t.  VII,  (Juillet  1907.)  19 


(    •'po   ) 

%  tes  résultats  que  j'ai  en  vue  d'établir  sont  relatifs 
à  deux  quadriques  liées  à  la  courbe  G. 

L'une  est  la  quadrique  S  qui  passe  par  la  courbe  G 
et  a  pour  équation  tétraédrique 

crt  =  yz. 

L'autre  est  la  quadrique  2  qui  est  tangente  à  tous  les 
plans  osculateurs  à  la  courbe  G,  autrement  dit,  qui  est 
inscrite  dans  la  développable  qui  a  pour  arête  de  re- 
broussement  la  courbe  G.  Les  coordonnées  tangen- 
tielles  létraédriques  ?/,  ^',  «r,  s  du  plan  osculateur  à  la 
courbe  G  au  point  M  de  paramètre  À  étant 

.11  =  },  l'  = 2  À,  lV:=i}.^^  S=  —  A*, 

la  quadrique  ^  a  pour    équation    tangentielle    tétraé- 
drique 

f  w  =  4  us. 

Chacune  des  deux  quadriques  S  et  S  passe  par  les 
arêtes  du  tétraèdre  de  référence  autres  que  les  arêtes 
opposées  AB  et  IJ,  qui  sont  conjuguées  par  rapport  à 
chacune  de  ces  quadriques. 

3.  Théouème  L  —  Pa/'  une  droite  D  qui  ren- 
contre à  la  fois  la  courbe  G  et  la  droite  IJ,  on  peut 
mener  quatre  plans  tangents  à  la  courbe^  en  dehors 
du  plan  qui  passe  pa/-  D  et  par  la  tangente  à  G  au 
point  de  rencontre  de  G  et  de  D.  Les  points  de  con- 
tact sont  dans  un  même  plan  II  qui  passe  par  le 
point  de  rencontre  de  D  avec  IJ. 

Désignons,  en  effet,  par  M^,  de  paramètre  A„,  le 
point  de  rencontre  de  D  avec  G  et  par  P  le  point  de 
rencontre  dcD  avec  IJ.  Définissons  le  point  P  comme 


(  ^-9'   ) 
étant    le   point   crinterseclion   de   IJ  avec  le  plan   qui 
passe  par  AB  et  qui  a  pour  équation 

X  -^  pt  ■=  o. 

Un  plan  quelcon(|ue  passant  par  P  a  pour  équation 

X  -+-  oLy  -+-  ^z  -h  pt  =  o, 

a  et  p  étant  des  paramètres  variables.  L'équation 
aux  )>  des  points  d'intersection  de  ce  plan  avec  la 
courbe  C  est 

X*  -f-  a  X3  -i-  ^X  H-  p  =  o  ; 

quels  que  soient  a  et  Jîi,  la  somme  des  produits  deux  à 
deux  des  racines  de  cette  équation  est  nulle,  et  le  pro- 
duit des  racines  est  égal  à  p. 

Supposons  alors  que  le  plan  passe  par  M^  et  qu'il 
soit  tangent  à  G  en  un  point  M  de  paramètre  X.  Il  ren- 
contre la  courbe  en  un  quatrième  point  iNI'  de  para- 
nièlre  )/.  On  a  les  deux  relations 

X2  —  Xo  X'  —  2  X  (  Xo  -i-  X'  )  =  O, 

X'-XoX'  =  p. 
Eliminons  X';  il  vient' 

Xo  X»  -r-  2  Xg  X^  -i-  2  p  X  —  pXu  =  O, 

équation  du  quatrième  degré  en  À,  qui  a  pour  racines 
les  paramètres  des  points  de  contact  de  quatre  plans 
tangents  menés  à  la  courbe  C  par  la  droite  D.  Cette 
équation  est  aussi  l'équation  aux  X  des  points  d'inter- 
section de  la  courbe  C  avec  le  plan  FI  qui  a  pour  éqira- 
tion 

Xo  37  -r-  2  X§  J'  -t-  '2  p  -  -f-  p  Xo  /  =  o. 

Ce  plan  passe  par  le  point  P, 


(    29^'    ) 

Théorème  U.  —  Quand  la  droite  varie  d^unc 
manière  quelconque,  le  plan  II  emcloppe  la  qua- 
drique  S. 

En  effet,  si  m,  v^  (T",  s  sont  les  coordonnées  langen- 
lielles  du  plan  II,  on  a 

et,  quels  que  soient  ^o  6l  p,  on  a,  entre  ^^,  i',  a',  5,  la 
relation 

VW  =  4  MS, 

équation  tangentielle  de  la  quadrique  S. 

Théorème  III.  —  Quand  la  droite  D  varie  de 
manière  que  son  point  de  rencontre  avec  la  courbe  G 
reste  fixe,  le  plan  H  tourne  autour  d^ une  généra- 
trice rectiligne  de  la  quadrique  S,  qui  n'est  pas 
du  même  système  que  les  tangentes  en  1  et  J  à  la 
courbe  G. 

En  effet,  supposons  Xo  fixe  dans  l'équation  générale 
du  plan  n.  Gelte  équation  dépend  alors  linéairement 
du  paramètre  p;  le  plan  passe  ainsi  par  une  droite  fixe 
cpii  a  pour  équations 

Getle  droite  est  une  génératrice  rectiligne  de  la  qua- 
drique I!.  Elle  rencontre  les  tangentes  en  I  et  J  à  la 
courbe  G,  qui  ont  pour  équations  :  la  première,  x  =  o, 
y  =1  o,  la  seconde,  «  =  o,  t  =  o.  Elle  n'estdonc  pas  du 
système  de  génératrices  rectilignes  qui  contient  les 
tangentes  en  I  et  J  à  la  courbe  G. 

Théorème  IV.  —  Quand  les  points  de  rencontre 
de  la  droite  D  avec  U  et  avec  G  se  correspondent 


(  -■\)^  ) 

liomographiquejyienl,  de  façon  que,  lorsque  V un 
vient  en  \  ou  en  J,  Vautre  vienne  aussi  en  I  ou  en  J, 
le  plan  H  tourne  autour  d^une  génératrice  recti- 
ligne  de  la  quadrique  S  qui  est  du  même  système 
que  les  tangentes  à  la  courbe  C  en  1  eti. 

La  correspondance  homographique  énoncée  se  Ira- 
diiil,  en  efifet,  par  la  relation 

p  =  «Xo, 

a  étant  une  quantité  constante.  L'équation  du  plan  II 
s'écrit  alors 

X  -f-  •?. X^y  -i-  ■?.  a  z -^  a\o  f  =  o. 

Elle  dépend  linéairement  du  paramètre  Aq-  Le  plan  II 
passe  donc  par  une  droite  fixe  qui  a  pour  équations 

X  -+-  laz  =  0,         ly  -^-  ai  =  o. 

Cette  droite  est  une  génératrice  rectiligne  de  la  qua- 
dri(jue  S  qui  ne  rencontre  ni  la  tangente  en  I  ni  la 
tangente  en  J  à  la  courbe  C.  Elle  est  du  même  système 
que  ces  deux  droites. 

\.  Par  dualité,  on  a,  relativement  à  la  développable 
qui  a  j)our  arcle  de  rebroussement  la  courbe  C,  les 
lliéorèmes  suivants  qu'il  suffit  d'énoncer  : 

Tméoiième  V.  —  Une  droite  A  qui  touche  la  déve- 
loppable et  qui  rencontre  la  droite  AB  rencontre 
la  développable  en  quatre  points  autres  que  le 
point  de  contact.  Les  plans  tangents  à  la  dévelop- 
pable en  ces  quatre  points  passent  par  un  même 
point  <x  qui  est  situé  dans  le  plan  qui  contient  AB 
et  A. 


(  •M)4  ) 

Théorème  VI.  —  Quand  la  droite  A  vaille  d'une 
manière  quelconque,  le  lieu  du  point  u.  est  la  qua- 
drique  S. 

Théorème  Vil.  —  Quand  la  droite  A  se  déplace 
dans  un  plan  tangent  fixe  à  la  développable ,  le 
point  a  décrit  une  génératrice  rectiligne  de  la  qua- 
drique  S,  qui  n'est  pas  du  même  système  que  les  tan- 
gentes en  i  et  3  à  la  courbe  C. 

Théorème  VIII.  —  Quand  le  plan  osculateur  qui 
contient  A  et  le  plan  qui  passe  par  AB  et  A  se 
correspondent  homo graphiquement  de  façon  que, 
lorsque  Vun  vient  à  coïncider  a\'ec  le  plan  oscula- 
teur en  I  ou  en  J,  Vautre  vienne  aussi  à  coïncider 
avec  le  plan  osculateur  en  I  ou  en  J,  le  point  [j.  dé- 
crit une  génératrice  rectiligne  de  la  quadrique  S, 
qui  est  du  même  système  que  les  tangentes  à  la 
courbe  C  en  I  et  J. 

5.  Des  résultats  précédents  on  peut  déduire  des 
théorèmes  démontrés  par  Laguerre  [Nouvelles  An- 
nales de  Mathématiques,  1878)  sur  les  quartiques 
planes  à  trois  points  doubles  d'inflexion  et  sur  les 
courbes  planes  de  quatrième  classe  à  trois  tangentes 
doubles  de  rebroussement.  Voici  en  vertu  de  quelles 
considérations  : 

1°  Un  plan  passant  par  la  droite  IJ  rencontre  la 
courbe  C  en  deux  points  variables  dont  les  paramètres 
sont  égaux  et  de  signes  contraires.  En  efl'et,  un  tel 
plan  a  une  équation  de  la  forme 

y  —  kz  =  o 

et  l'équation  aux  ).  des  points  d'intersection  de  ce  j)lan 
avec  la  courbe  est 

X3- A-X  =  0, 
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»|iii,  débarrassée  de  ses  racines  fixes  o  et  co,  se  réduit  à 

équation  dont  les  racines  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires. 11  est  immédiat,  par  identification,  que,  inver- 
sement, si  deux  points  ont  des  paramètres  égaux  et 
de  signes  contraires,  la  droite  qui  les  joint  ren- 
contre IJ. 

2"  Par  un  point  P  de  la  droite  IJ  on  peut  mener 
quatre  plans  osculateurs  à  la  courbe  C,  et  les  points  de 
contact  sont  répartis  deux  à  deux  sur  deux  droites 
issues  de  P.  En  effet,  le  plan  osculateur  au  point  M,  de 
paramètre  A,  a  pour  équation 

X  —  1  Ky  -+-  2  A^  z  —  X  W  =  o. 

Écrivons  qu'il  passe  par  le  point  P  défini  par  l'inter- 
section de  la  droite  IJ  avec  le  plan  mené  par  AB  avant 
pour  équation  x  +p/^o.  On  trouve  ainsi  la  condi- 
tion 

V*  =  —  ?, 

équation  du  quatrième  degré  dont  les  racines  sont 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires.  D'où  le 
théorème. 

Cela  posé,  projetons  coniquement  du  point  P  situé 
sur  IJ  la  courbe  C  sur  un  plan.  La  projection  est  une 
courbe  du  quatrième  degré  c  qui  admet  pour  points 
doubles  d'intlexion  la  trace  de  la  droite  IJ  et  les  traces 
des  deux  droites  issues  de  P  qui  contiennent  les  points 
de  contact  des  plans  osculateurs  à  la  courbe  C  qui  pas- 
sent par  P.  Les  tangentes  aux  points  doubles  sont  les 
traces  des  quatre  plans  osculateurs  menés  de  P  à  la 
courbe  C  et  les  projections  des  tangentes  en  I  et  J  à  la 
courbe  C.  Du  théorème  l  on  déduit  alors  le  théorème 
suivant  : 


(  ^96  ) 
Etant  donnée  une  courbe  plane  c  du  quatrième 
degré  à  trois  points  doubles  d' inflexion,  d^un 
point  nio  de  cette  courbe  on  peut  mener  quatre 
tangentes  à  la  courbe,  autres  que  la  tangente  en  m^  ; 
les  points  de  contact  sont  sur  une  droite  tz. 

Cette  droite  t:  est  la  trace  du  plan  II  défini  précé- 
demment. Quand,  P  restant  fixe,  Mq  se  déplace  sur  la 
courbe  C,  le  plan  II  enveloppe  le  cône  circonscrit  à  la 
quadrique  2,  de  sommet  P.  Ce  cône  est  tangent  aux 
deux  plans  qui  passent  par  P  et  par  les  tangentes  en  I 
et  J  à  la  courbe  et  aux  plans  osculaleurs  à  la  courbe  C 
issus  de  P.  En  projetant  on  a,  relativementà  la  courbe  C, 
le  théorème  suivant  : 

Quand  le  point  m^  se  déplace  sur  la  quartique  c, 
la  droite  tz  enveloppe  une  conique  qui  est  tangente 
aux  six  tangentes  aux  points  doubles  de  la  quar- 
tique c. 

Par  dualité,  on  a  les  résultats  suivants,  relatifs 
à  la  développable  qui  a  pour  arête  de  rebroussementla 
courbe  C  : 

Une  section  de  cette  déicloppable  par  un  plan 
quelconque  passant  par  AB  est  une  courbe  de  la 
quatrième  classe  ayant  trois  tangentes  doubles  de 
rebroussenient. 

Etant  donnée  une  courbe  de  la  quatrième  classe 
ayant  trois  tangentes  doubles  de  rebroussenient, 
une  tangente  quelconque  à  cette  courbe  la  ren- 
contre en  quatre  points  autres  que  le  point  de  con- 
tact. Les  tangentes  en  ces  quatre  points  sont  con- 
courantes en  un  point  dont  le  lieu  est  la  conique  qui 
passe  par  les  six  points  de  rebroussement  de  la 
courbe. 
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SUR  LES  PROPRIÉTÉS  D'ADDITIO\  D'U\E  SUITE  RÉCURRENTE 
CONSIDÉRÉE  PAR  D.  BËRNOULLI  ; 

Par  m.  AMSLER. 


Étant  donnée  une  équation 

f{x)  =  X'"  —  pix"^-^  —  piX"^-^  — . .  .  —  p„i=  o 

dont  les  racines  sont  a,  6,  c,  ...,/,  on  considère  les 
coefficients  des  puissances  décroissantes  de  x  dans  le 
développement  de -^-r — »  que  l'on  appelle  Um-i,  Um,  •••> 

u„, 

On  démontre  aisément  que  l'on  a 

et,  pour  plus  de  commodité  dans  la  théorie  générale, 

"""  2é  {a-b)...(a  —  l)' 

Nous  allons   étudier  les  propriétés  d'addition  de  ii 
relativement  à  n. 

Forme  symbolique   de  iin-  —  Considérons   les  m 
équations  suivantes  linéaires  par  rapport  aux  quantités 

telles  que ^^ t-  . 

^       (a  —  b)..  .(a  —  l) 

=   «n, 


jU  ia  —  b)...{a  —  l) 


1 


(a  —  b).  ..(«  —  /} 

a" 

(a  —  b)..  .(a—  l) 


Uit+\i 


^   Ct"'->    ; ,  ^~      . =  Un-lrm    1- 
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On  en  conclut 


(a_6). ..(«_/; 


Un 
Uft-hl 


I  I 

b  c 


I 
/ 


I 

',  b 


I 

[m    1 


Les  deux  termes  de  la  fraction  sont  divisibles  par  le 
produit  des  différences  des  racines  b,  c,  . .  .,  l. 

Imaginons  que  les  indices  des  ii  soient  placés  en 
exposants  symboliques;  on  a,  en  supprimant  le  facteur 
commun  U  (b  —  c)  : 

g"  _  m'"' (u  —  b)(u  —  c)...(u~l) 


{a  —  b)...{a  —  l)  (^a  —  b)  {a  —  c) .  .  .{a  —  l) 

D'oij  la  formule  symbolique 

a"=  u'-"\u  —  b){u  —  c). .  .(u  —  /). 

Usage  de  la  notation  symbolique.  —  Cette  nota- 
tion est  d'un  maniement  commode. 

Calculons,  par  exemple,  la  fonction  symétrique 
Sa"  en  fonction  des  «;  on  a 

Sa"^  X  u^n)[u  —  b)...{u—  l)  =  «(")  ^{u  —  h)...{u  —  l), 
c'est-à-dire 

V  a"  =  rnu,n+n-i  —  (ni—i)pi  u,n+ii-2  — 

Calculons  encore  la  fonction    7   — — -• 

jLà  a  —  b 

Pour  cela,    nous    groupons    les  deux  termes 

b" 


a  —  b 


Cl 


dont  la  somme  est 


a"  —  b"  _  «<"'  [(  u  —  b  )  (  u    -  c  ) .  . .{  u  —  f  )  —  {  u  —  a )  (  u  —  c) .  .  .(  u  —  l , 
a  —  b    ~  a  —  b 


(  '^-99  ) 

a"  —  b" 


a  —  b 


—  u"Hu  —  c)  (  u  —  d).  .  Au—  l), 


=  M'"'  :£.(u  —  c){u  —  d).  ..{u  —  l). 


^  a-b 

Mais  on  a 

/'(M)  =  1(«  — 6)(m  — c)...(«  — /), 

et,  en  dérivant, 

f"  (u)  ^  il(u  —  c)(  1/  —  b). ,  .{u  —  l)^ 

puisqu'un  ternie    tel  que   {ii  —  c)(ji  —  d) .  .  . (  u  —  /  ) 
peut  s'obtenir  de  deux  façons.  On  a  donc 

Au  a  —  b        1         J    ^    ' 
On  verrait,  en  dérivant  une  fois  de  plus,  que  l'on  a 


^U  (  a  —  b)  (  a  —  c)        2.3 
et  d'une  façon  générale 

jLi  (a—b)...(a  —  h  )         p\  '' 

p  étant  le  nombre  des  racines  «,  ^,  ...,/'• 
Comme  vérification,  on  a  bien 


^  (  rt  —  6  ) . .  .  (  a  —  /  )         n\ 

Addition  des  u.  —  Pour  la  commodité  de  l'écri- 
lure,  soit  i'  une  lettre  qui  est  la  même  que  u  et  que 
l'on  remplacera  par  u.  une  fois  le  calcul  symbolique 
achevé. 


(  3oo  ) 
Nous  avons 

an   =  u^n^  (u  —  b).  ..{u  —  l), 
a"'  =  v'-""'  (v  —  b)..  .{v  —  l)- 

Il  viendra 

«"+«'  =  u(n)^,[n■)  [(u  —  b)(u  —  c)...(u--f){v~^b){v  —  c)...{v  —  l)] 

Noire  but  est  l'évaluation  de 

Un+n'  -  2^  ^a-b)..Aa-l)' 

Il  vient  donc 

an+„'^  „(„,^(„')  y  («-6)(/.-c)...(«-/)(r-6)(P-c)...(»'-/ 
Jmà  {a  —  b)(a  —  c)...{a—l) 

Je  dis  que  le  S  est  identique  au  poljnome 

U  —  V 

On  voit,  en  effet,  que  ce  polynôme  et  le  S  sont  des 
polynômes  en  u  de  degré  m  —  i,  qui  prennent  les 
mêmes  valeurs  pour  u^=a,b,  ...,  /,  puisque,  pour 
u  =  a,  par  exemple,  on  a  de  part  et  d'autre 

(v-b)(v-c)...(v—l). 

On  a  donc,  symboliquement, 

,  ,  ,  ,,  f(u)  —  f{v) 

M„-i.-'  =  u(n)ç{n  )  -L L i-l — L. 

Pour  bien  expliquer  le  retour  de  la  notation  s^-mbo- 
lique  aux  indices,  prenons  poury(:c)  un  polynôme  du 
deuxième  degré  :  f{x)  =  x-  —  px  —  q 

U  V 

=  u^n)çin-)(u^  i'  —p), 

Un^n'  =  ««4-1  «n'-i-  Un+i  U,,  — pUnH  n- 


(   ^oi    ) 
Exemple.  —  Dans  la  suite  de  Fibonnacci,  que  l'on 
oblient    pour    f{^x)=.x-  —  x  —  i     et    dans    laquelle 
chaque  terme  est  la  somme  des  deux  précédents  : 


M, 

I 

«J 

I 

"3 

2 

"t 

3   1 

"5 

;')  1 

"6 

8  f 

"- 

i3 
...    f 

«8 

i<9 

34 

"10 

55 

«11 

«9 

«12 

'44 

«13 

233    1 

«9- 


;/,;  =   ii^^u^-^-  MgMfi —  U-iU-a 


377  =  5  X  55  -H  8  X  34  —  5  X  34- 


«li 
Prenons  encore  :  f{x)  =  x'^  —  px-  —  qx  —  r 

Ici,  on  peut  sim[)lifier  la  formule  d'addition  au  mojen 
de  la  loi  de  récurrence,  u^  — pu-  —  qu  —  /•  devant  être 
regardé  comme  nul, 

Un-\-ii'  =  u"i"  in'  -+-  u"i"'^'-Hy- — /Ji'^ — (jv) 

-T-  K"    '  V"'  (  u^  —  pu'^  —  qu }  -^  qu'^v"^', 

«n+n'  —  «"'^'  '■"'"*"'  -H  /■(  «"i^'"'    '  -+-  ""-•  V'^')  -+-  qu"v"\ 

«n  «  «'  =  «//+1  ««'4  1  +  '•(  ««  Hn'-\  -r-  U,i'Un-l  )  -+-  qu„  Un'. 


Exemple.   —  /{^)  =  ^'^  —  3x--{-  ^x  —  i  ;  on  ob- 
lient comme  suite  les  nombres  triangulaires 

I   3   G   10  1 5  21  28  36  45   . . ., 
«2  «3  «4  «5  «6  «7  «8  «9  «10  

«6  +  i  =  "|U=  U-,Ui-+-   «fiMj-i-  Ui,Us  —  3U;M6, 

45  =  210  -+-  45  4-  60  —  270. 


(  3o..  ) 
Formules  de  multiplication.    —   Si,   dans  la  for- 
mule qui  donne  Uu^i'^  on  fait  n'::=n,  on  aura  une  for- 
mule qui  donne  «j».  De  même,  en  faisant  n' :=  n  —  i, 
on  calculera  Wo„_,. 

Exemple.  —  /{^)  =  x-  —  px  -^  ç» 

«2,,       =  2  Un  U«-i-i  —  pul  =  pu\  -T-  2  qUn  M/^-1» 
"în-1  —  ««  -+-  "tt-1  «<«+l  —  /?««  ««-1   =  Uh  —  Ç"i-t  ' 

On  voit  que  ces  formules  donnent  de  proche  ea 
proche  ^^2*  et  «o^-i?  O'^  efifectue  ainsi  la  duplication;  il 
est  évident  qu'en  choisissant  n'  égal  à  2 n  et  se  servant 
de  la  duplication,  on  effectuerait  la  triplication,  etc. 
Mais  il  est  plus  simple  d'appliquer  l'addition  à  plus  de 
deux  indices. 

Addition  à  3,  4i  •  •  •  indices.  —  On  verrait  comme 
plus  haut  que  l'on  a 

/(i^)/('v) 


fUl)  ()(«')  <r>(« 


"2, 


{u  —  V  )  (  Il  —  w  ) 

Calculons  cette  formule  pour  f(x)  =  x-  —  px  —  r/ 


(m  —  i')(.u  —  "'  ) 


f(v)f{w)     a 

'   1 

/('»')/<«;      V      I 

/(u)/(i>)         il'       I 

lû       u       l 

V-         V          l 

IV-     ir      I 

wf{  w)       f{  (»')       I 


lu-      a 

V-         V 


En   décomposant  les   colonnes  des  numérateurs  en 
colonnes  partielles,  on  a  aisément 


=  VW  -i-  WU  -f-  uv 


w) 


et 


^n-it-n'-^n 


p{u-^ 

^  (  U  —  V}(  U  


iv) 


(  3o3  ) 
On  verrait  de  même  que 


etc. 


fi^')f(^^)f(s) 


^^  {u  —  v)iu  —  w ){u S) 


Applicatioiss.  —  Les  propriétés  précédentes  s'appli- 
quent dans  le  calcul  des  racines  par  la  méthode  de 
Bernoulli  et  dans  l'étude  de  la  décomposition  des  termes 
des  suites  numériques  en  facteurs. 

Exemple .    —   Calcul  de    \Ji   par  la  suite   de  Pell, 


on  a 


y 


En  posant 
on  sait  que 


/^ 


ly  —  i 


or  =  I  —  — > 

y 


i  =  lim 


1-4-2-1-5-+- 1  ■2-1-29-1-70-1- 169 
-4-408 -1-98  J-+-2 178-1-3741 


24 -H  I  2 

S8--  29 

140-1-  70 

338-+- 169 

8i6-f-  408 

1570-i-  985 
4:56 

2     ^^2 

M.j  =  98),      «19=       2378  -i-   985  , 

«,„  =  2378,      «20  =  2  X  2378  H-  2  X  2378  X  985, 

M,,=  574r,      «21=      ^378  -h  )74l     ou   2«20-+-"l9- 

On  a  calculé  ainsi  Moq  et  w,9  par  duplication  sans 
fivoir  besoin  des    u   intermédiaires  entre  u^^   et  i^i». 


(  3o4  ) 
On  a,  d'ailleurs, 

—  >  y/v.  —  I  >  —  , 

«20  "21 

avec 

Ml  9  «20    ' 

«20  Wjl  "l9'"20 

Exemple.  —  On  conclut  des  formules  établies  plus 
haut  que,  pour/(^)  =  x2  —  p^  —  ^  (^p  g[  ^  entiers), 

j.   .                /                         «'"•—  6'"-  j.   .  .,  , 

que   Ur  divise  Unr  1  autrement  :  ; —  est  divisible 

*  \  a  —  b 

Exemple.  —  Si,  dans  x-  —  px  —  ^,  on  a  ^==  —  a^^ 
tous  les  ?^2«+t  se  décomposent  comme  suit  : 

"2n-f-l  =  ««+1  —  «-  "«  =  (  "«-+-1  -1-  «"«  )  (  "«  +  1  —  aUn  ). 

Exemple.  —  Pour  f(x)  =  x-  —  px  —  ^,  on  a 

"3//(+l  =  "m+1  —  3  ^«,,,4-1  U;„  —  pqUJn] 

s'il  y  a  un  nombre  entier  N  tel  que 

N^ -h  ^q'S  —  prj  =  o , 
on  connaît  une  décomposition  de  U:i,ii+i   en  facteurs. 


[X4b-/] 

SIR  LA  RÉS0LITI0.\  GR4P11IQIË  DES  ËQUATIONS  LINÉAIRES; 

Par  m.  FARID  BOULAD, 

Ingénieur  au  Service  des  ponts  des  chemins  de  fer 
de  l'Ktat  égyptien. 


Dans  son  cours   de    Calcul  graphique  et  Nomo- 
graphie  qu'il  a  fait  tout  récemment  à  la  Sorbonne  (*), 

(  '  )  Ce  Cours  va  être  publié  incessamment  dans  V Encyclopédie 
scientifique.  Doin,  éditeur. 


(  3o5  ) 

M.  irOcagne  a  cx[)osé  les  méthodes  de  résoliilion  ^va- 
nliique  des  ('{lualions  linéaiics  de  MM.  IMassan  et  Yan 
den  lîerg,  sotis  une  forme  (jiii  nous  a  eondiiit  à  Iroiner 
les  nouveaux  procédés  suivants  qui  ne  sont  [las  moins 
simples. 


1.  Nous  donnerons  d'abord  deux  nouvelles  solutions 
g;raphif|ues  du  problème  suivant  : 

a.  Etaiil  donnés  deux  systèmes  de  valeurs  des  in- 
connues satisfaisant  à  (n  —  \)  de  n  équations  liné- 
aires à  n  inconnues,  déterminer  grapliiquement 
les  valeurs  fies  inconnues  de  ces  n  équations. 

La  solution  de  ce  problème  permet  de  résoudre  les 
équations  linéaires  en  suivant  la  marche  adoptée  par 
M.  d'Ocagne  dans  son  cours  de  Calcul  grapliicjue. 

Première  solution.  —  Considérons  les  trois  fais- 
ceaux de  droites  qu'on  obtient  en  joignant  un  système 
de  n  points  i  .  2  ,  3  .../,...  /?  (fig-  1)  à  cliacun  des  trois 

l'ig.  .. 
,1 


pôles   O,  ()',  O"   pris  sur  une  même   ligne  de  rappel 

(nom  que  M.  d'Ocagne  a  donné  dans  son  Cours  à  toute 

Ann.  de  Matlicmat.,  4"  série,  t.  VII.  (Juillel  190-.)  30 


(  3o6  ) 

parallèle  à  Oy).  Désignons  par  z-i,  z-i,  Z3,  ...,  z„  les 
coefficients  angulaires  des  rayons  polaires  Oi,  O2, 
O  3,  . . .,  On  du  premier  faisceau  et  par  z\ ,  z'.^,  z'.^,  . . ., 
z',i  et  5'^,  z\,  z".^,  ...,  z]^  ceux  des  rayons  polaires  des 
deux  autres  faisceaux  de  pôles  O'  et  O". 
Donnons-nous  un  système  de  n  équations  linéaires 

!ao-4-  ai^i+«2'52-i--  •  •-+-  "/(^rt  =  o, 
1°' 
/"o  +    /"i  -«1  -+-  /■2  ^2  -I-  .  .  .  -+-    /'n  Z,i  —  O. 

Démontrons  la  proposition  suivante  : 

b.  Si  chacun  des  deux  systèmes  de  coefficients 
angulaires  z\,  z'.,,  z\,  . . .,  z',^  et  z],  zl,  z".^,  . . .,  z^  re- 
latifs aux  pôles  O'  et  O"  satisfait  à  (n  —  i)  de  ces 
n  équations,  aux  (n  —  j)  premières  par  exemple,  le 
système  des  coefficients  z^,  ^2,  53,  .  ..,  Zn  relatif  au 
pôle  O  satisfait  aussi  à  ces  (n  —  i)  équations,  quelle 
que  soit  la  position  de  ce  dernier  pôle  sur  la  verti- 
cale des  deux  pôles  arbitraires  O'  et  O". 

En  effet,  posons         ,  =  a;  les  trois  rayons  polaires 

OA-,  O'A-',  O" k"  de   coefficients   angulaires  ^a,  ^'/,i  ^'a- 
donnent 

zk-z\  _  o;^  _ 

z^-z',-  O'O" 
on  bien 

(2)  Zk=(l-\-^)zl—7.z'^.. 

Pour  démontrer  que  le  système  de  coefficients  angu- 
laires ^, ,  52,  53,  . . .,  z,i  est  une  solution  des  (n  —  i)  pre- 
mières équations  (i),  il  suffit  de  le  prouver  pour  l'une 
quelconque  de  ces  (n  —  1)  équations,  pour  la  première 
par  exemple, 


(3o7) 
Or.  nous  avons  par  liypolhèse  les  deux  équations  : 

(lo^  aiz\-h  aiz'^-i-, .  .-h  a,iz'„  =  o, 
ao  -4-  ai  3  "j  -h  a-2z\~ . .  .-T-  a,i  z",i  =  o. 

En  multipliant  la  premièi'e  par  ( —  ot)  et  la  deuxième 
par  (i  +  a)  et  en  additionnant,  on  trouve,  en  vertu  de 
la  relation  (2),  que  le  système  de  valeurs  :;,,  ^.,, 
^3 z,i  est  une  solution  de  la  première  des  n  équa- 
tions (i),  et  de  même  pour  les  n  —  2  autres. 

A  présent,  montrons  comment  on  pourrait  déter- 
miner graphiquement  la  position  du  pôle  du  fais- 
ceau (O  .  1  .  2  .  3  . . . /<  )  dont  les  coefficients  angulaires 
forment  la  solution  des  n  équations  (i). 

Pour  cela,  considérons  les  deux  équations  sui- 
vantes : 

^    So-f-  5,3',  -f-  52^2  H-.  ..-!-  5,j_i-;j_l  -H  S„  3^,^=0, 
f    5o-r-  5i  ^.j  —  Si^.^^  .  .  .-r-  S«-i  3,j_,  -r-  S„Z„^  =  O, 

dans  lesquelles  z„^  et  z-„^  représentent  les  valeurs 
que  prend  l'inconnue  Zn  de  la  dernière  équation  du 
système  (i)  lorsqu'on  y  substitue  aux  autres  incon- 
nues j,.  ^2.  z-i,  ...,  z,t_,  chacun  des  deux  systèmes  de 
valeurs  z\,  z'^,  ...,  ^^...et  i; ,  ^;,  ...,  zl_,. 

Supposons  que  par  un  procédé  quelconque  on  ait 
obtenu  les  deux  valeurs  z'„^^  et  z"„^^.  On  pourrait  appli- 
(pier  à  cet  effet  la  méthode  donnée  par  M.  d'Ocagne 
dans  son  cours  de  Calcul  graphique  précité,  laquelle 
consiste  à   construire  avec    les  deux  systèmes  de  va- 

'<^"''s  -.-  -2 ^'//-.  ^"l  -i'  -1'  ••-  -'«-,  deux  poly- 
gones sur  le  schéma  de  la  deuxième  équation  du  sys- 
tème (i  )  et  à  prendre,  pour  valeurs  de  c^^  et  z„^^  les 
coefficients  angulaires  des  derniers  côtt's  de  ces  deux 
polygones. 

Tirons    les  deux  ravons  polaires  O'/Iq   et  O'/Iq  de 
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coefficients  angulaires  z'„^  et  z"„^^.  Je  dis  que  la  droile/mo 
coupe  la  verticale  0"0'  au  pôle  O  relatif  à  la  solution 
des  n  équations  (i). 

En  effet,  désignons  par  z,i  le  coefficient  angulaire  de 
cette  droite  et  appliquons  la  relation  (2)  aux  deux 
points  n  et  «0,  nous  avons  : 

(4)  ^„—  (i-t-  'x)z"„  —  iz',,  —  (1  -(-  a)<„—  as^,^. 

En  multipliant  la  première  des  deux  équations  (3) 
par  ( — a)  et  la  deuxième  par  (i-J-a),  on  trouve,  en 
vertu  des  relations  (2)  et  (4),  que  les  coefficienls  ;3, , 
^o,  .  . .,  Zu  des  ravons  polaires  du  faisceau  (O.  i  .2.3. . .  n) 
satisfait  à  la  dernière  des  n  équations  (1).  Or,  comme, 
d'après  la  proposition  (6),  ces  coefficients  satisfont 
aussi  aux  (n  —  i)  premières  de  ces  n  équations,  il  en 
résulte  qu'ils  constituent  la  solution  de  ces  n  équations. 

Deuxième  solution.  —  Le  principe  de  dualité,  ap- 
pliqué au  moyen  des  coordonnées  parallèles  de  M.  d'O- 
cagne  à  la  figure  i,  donne  la  figure  2  qui  fournit 
une  autre  solution  du  problème  ci-dessus  (a).  Dans 
celle  dernière  figure,  nous  avons  trois  axes  parallèles 
O,  O',  O".  OZ, ,  OZ,,  OZ,,  . . . ,  0Z„  sont  des  segments 
représentatifs  des  valeurs  z^,  z-,.  ^3,  ••..  z,t',  de  même 
avec  les  accents  prime  et  seconde.  Chacun  des  trois 
points  Z/t,  Z^,  'L'^  correspondant  à  une  même  variable 
quelconque  Zk  est  aligné. 

L'axe  O  des  segments  représentatifs  des  valeurs 
Zx.,Z2^  ...,  5«  satisfaisant  aux  n  équations  (i)  est  dé- 
terminé par  le  point  de  rencontre  Z„  des  deux  aligne- 
ments Z'Z',  et  Z',  7J„  . 

2.  Procédé  de  hésolution  nomographiqlk  des 
ÉQUATiojis  i.iNÉAiiiEs.    —    Lc  principe  du  double  ali- 
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p;nement  concourant  de  M.  d'Ocagne  permet,   en  vue 
de  la   résolulion    des  équations    linéaires,    d'effectuer 
d'une  manière  simple  l'élimination  des  inconnues. 

Fi 


Soient 


ie) 
(e') 


■ai  Zi-\-  a-i  Zi-h . 

■  a\  z-i  -\-  «2  z-i  -+- . 


an  Z/t  =  o, 
a'„z„  =  o 


deux  équations  linéaires.  Désignons  par  a'j^,  à\^a^,  .  . ., 
a',',  les  coefficients  de  l'équation  résultant  de  l'élimi- 
nation d'une  inconnue,  quelconque  Zk  entre  ces  deux 
équations.  Ces  coefficients  s'obtiennent,  par  simple 
lecture,  au  moyen  du  nomogramme  à  double  aligne- 
ment ifig.  3)  constitué  par  les  éléments  suivants  : 
deux  échelles  régulières  confondues  P,Q(  relatives 
aux  coefficients  des  équations  (e)  et  (e');  une  échelle 
régulière  P...Q2  parallèle  à  PiQ»  et  relative  aux  coeffi- 
cients de  l'équation  résultante  (e");  un  axe  des  pivots 
1^3 Q3  parallèle  à  ces  échelles  et  de  position  arbitraire; 
un  point  C  de  position  variable  sur  la  droite  des  ori- 
gines 0,0.2  tles  échelles  PiQ,  et  P2Q2- 

Pour  avoir  les  coefficients  de  l'équation  (e" )  résul- 


(  3io) 
tant  de   l'élimination    d'une  inconnue   z/i  entre  deux 
équations  quelconques  (e)  et(e'),  on  détermine  d'abord 
la  position  du  point  C  sur  O,  Oo  de  la  façon  suivante  : 

Fig.  3. 

a: 


a; 


Pi 


iaAn) 

7 

m 

/ 

0, 

(f-'J"-' 

K 

(a  m) 

P3 

P2 

On  mène  l'alignement  OoA'y^,  et,  par  le  point  de 
rencontre  Zyt  avec  P3Q3,  on  tire  l'alignement  Z^A*  qui 
coupe  0|  O2  au  point  C. 

A  présent,  pour  avoir  le  point  A'^^  coté  a''„^  sur  P2Q2) 
on  mène  l'alignement  A,„GZ„,,  et,  en  le  faisant  pi- 
voter autour  de  son  point  de  rencontre  Z^  avec  P3Q3, 
on  l'amène  dans  la  position  A^,Z„,  qui  rencontre  P2Q2 
au  point  A'^. 

Démonstration.  — En  posant  O,  O^^^o,,  OoOa^Oa 

CO3  1  j-  •  •  •• 

et  T^-yr  =  ^',  on  a   la  condition  suivante   qui   exprime 

que  les  deux  alignements  A^C  et  A'^^A!'„^  concourent 
sur  l'axe  P3Q3 

Cette  relation  est  linéaire  par  rapport  à  a,„,  a',^  et  a,„ 


(  ;^>'  ) 

et  à  un  seul  paramètre  v  dout  la  valeur  est  donnée  par 
les  deux  alignements  concourants  O-iLk^k  6l  A^GZy^ 
correspondant  à  a);.  =  o. 

Hemarque.  —  Il  convient  dans  la  pratique  de  con- 
sidérer deux  axes  des  pivots  :  l'un,  dans  l'intervalle 
0,0a,  et  l'autre,  en  dehors  de  cet  intervalle,  de  façon 
qu'avec  l'un  de  ces  deux  axes  le  point  G  tombe  tou- 
jours dans  l'intervalle  O,  Oj- 
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LES  POLYGONES  CORRÉLATIFS  DES  FUMCILAIRES 
ET  LEIRS  APPLICATIONS; 

Par   m.    FARID    BOULAD, 

Ingénieur  au  Service  des  ponts  des  chemins  de  fer 
de  l'État  égyptien. 


En  appliquant  au  calcul  des  ponts  la  méthode  nomo- 
graphique  des  points  alignés  que  notre  ancien  profes- 
seur M.  d'Ocagne  a  créée  par  l'application  du  principe 
de  dualité  dans  le  domaine  de  la  Nomographie,  nous 
avons  été  incité,  par  les  avantages  de  celte  méthode,  à 
effectuer  une  transformation  analogue  dans  le  domaine 
de  la  Statique  graphique.  Tel  est  l'objet  de  la  présente 
Note.  Mais,  tandis  que  la  transformation  dualistique 
adoptée  par  M.  d'Ocagne  repose  sur  l'échange  des  coor- 
données cartésiennes  en  coordonnées  parallèles,  celle  à 
laquelle  nous  nous  sommes  arrêté  ici,  en  raison  des 
avantages  spéciaux  qu'elle  offre  pour  l'objet  (pie  nous 
avons  en  vue,  résulte  de  l'échange  des  coordonnées 
cartésiennes  en  un  autre  système  de  coordonnées  tan- 
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gentielles.   qui   a   fait  aussi    l'objet  d'une  élude  déve- 
loppée de  la  pari  de  M.  d'Ocagne  (  '  ). 

Nous  utiliserons  cette  dernière  transformation  |)our 
former  certains  polygones  qui  permettent  de  résoudre 
graphiquement  d'une  façon  simple,  différente  de  celle 
des  polygones  funiculaires,  les  problèmes  les  plus 
usuels  de  la  résistance  des  matériaux  et  de  la  stabilité 
des  constructions. 

Nous  proposons  d'appeler  ces  polygones  funicu- 
laires corrélatifs.  Nous  les  appliquerons,  dans  cette 
Note,  à  la  composition  et  à  la  détermination  des  mo- 
ments statiques  d'un  système  quelconque  de  forces,  à 
la  détermination  des  réactions  d'appuis,  des  moments 
fléchissants  et  efforts  tranchants  dévelojipés  dans  une 
poutre  à  appuis  simples,  et  à  une  nouvelle  représenta- 
tion graphique  des  moments  fléchissants  dans  ces 
poutres. 

Ces  quelques  applicatio^-suffiront  à  montrer  l'uti- 
lité que  présente  ce  genre  de  p'oi^^^nes  pour  diverses 
applications  rentrant  dans  le  domaine'e  la  Statique 
graj)hiqiie,  et  l'avantage  qu'offre  leur  cmjoi  quand  il 
s'agit  d'un  tracé  e\})éditif  tout  en  évitant  les'ireurs  de 
graphique  que  l'on  peut  craindre  avec  les  furCulaires 
ordinaires  en  raison  du  tracé  des  parallèles  aux"ayons 
polaires. 


î.  -  NOTIONS  RELATIVES   \L.\  FIGURES  CORl{Ér..VTlVES. 

Avant  d'aborder  \c%  funiculaires  co)-rélatifs,  nous 
définirons  la  transformation  corrélative  sur  laquelle 
repose  la  construction  de  ces   |)olvgones  et  nous  éta- 

(')  .\oin'e/les    l/i/ia/es  de  Malhcmalitjiues,  '\°  série,  t.  I,  p.  433. 


\ 
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Idirons  une  propriété  mélriciiie  des  (if^iires  corrrlalivcs 
(pii  permet  (l(>  taire  dériver  les  pro|)ri('tés  de  ces  lii- 
nicidaires  corrélatifs  de  celles  des  funiculaires  ordi- 
iiaues. 

1.   Transformation  géométrique  corrélative  de  M.  d'O- 
cagne  (').  —  Considérons  une  droite  x\iM  (  /ig.  i)  dans 

Fis.   >• 
U, aP' 


le  plan  d^une  figure  I  rapportée  à  deux  axes 
{Oxy  Oy).  Par  l'origine  arbitraire  de-  deux  axes 
(0„j:o,  0„  )  0  >  parallèles  aux  axes  (Ox,  O^),  menons 
une  parallèle  OqMo  ci  la  droite  \M  JusquW  sa  ren- 
contre en  Mo  ai^ec  la  parallèle  (^),  à  l'axe  Oo^)'o' 
menée  par  le  point  D  de  OoZ"o,  tel  que  Oq  O  =  i . 

Si,  à  partir  du  point  de  rencontre  JNl  de  la 
droite  AM  «tec  l'axe  Ojk,  on  porte,  sur  la  parallèle 
menée  par  ce  point  à  un  axe  Ox',  une  longueur  MM' 


(';  Celle  liansfoiiiialioii   s'ohlicnl   par  simple   ccliaiigc,  cii  coor- 
données carlésiennes,  des  coordonnées  langenliclles  de  M.  dOcagne. 
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égale  au  coefficient  angulaire  DMq  de  la  droite  AM, 
le  point  M'  appartiendra  à  une  autre  figure  ^'  cor- 
rélative de  ^  et  correspondra,  dans  cette  figure,  à 
la  droite  AM  de  la  première. 

Démojvstratioiv.  —  Rapportons  la  figure  2'  à  deux 
axes  (O^',  Oy')  tels  que  Ok'  se  confoude  avec  l'axe 
des  y  négatifs. 

Désignons  par  (a:,  y)  les  coordonnées  d'un  point 
courant  de  la  droite  AM  et  par  {^x\  y')  les  coordon- 
nées du  point  corrélatif  M' de  cette  droite. 

D'après  l'énoncé  de  la  proposition  ci-dessus,  (x',y') 
représentent,  pour  la  droite  AM,  les  coordonnées  tan- 
gentielles  de  M.  d'Ocagne.  L'équation  de  cette  droite, 
rapportée  aux  axes  (Ojc,  Oy),  s'écrit 

Cette  équation  étant  linéaire  par  rapport  aux  coor- 
données .r'=MM',  y' == — OM  du  point  M',  les  deux 
figures  2  et  2'  sont  corrélatii'es;  elles  sont  aussi  réci- 
proques. Nous  les  rapporterons,  dans  tout  ce  qui  suit, 
respectivement  aux  deux  systèmes  d'axes  (0;r,  Oy)  et 
{Ox',  Oy'). 

Remarque.  —  D'après  le  mode  de  transformation 
précédent,  quand  une  droite  de  la  tîgure  S  est  parallèle 
à  l'axe  O^r,  son  point  corrélatif  est  son  point  de  ren- 
contre avec  l'axe  Oy. 

Toutes  les  droites  de  cette  même  figure,  parallèles  à 
une  direction  quelconque,  ont  leurs  points  corrélatifs, 
dans  S',  situés  sur  une  parallèle  à  Oy,  laquelle  sera  dite 
ligne  de  rappel  relative  à  cette  direction. 

2.  Propriété  métrique  relative  aux  figures  corrélatives  S 
et  S'.  —  Le  segment  AB  intercepté  sur  une  droite  AM, 


(  3i5) 
dans  l(t  fif^m-e  S,  pai'  deux  autres  AP  et  BQ  ayant 
I''  et  Q'  pour  points  corrélatifs  respectifs  dans  la 
figure  S',  est  égal,  dans  cette  dernière,  au  seg- 
ment SH  intercepté,  par  les  deux  droites  M'P' 
et  M'Q'  sur  la  parallèle  TR,  à  l'axe  Oy,,  menée  par 
le  point  T  tel  que  le  segment  M'T,  parallèle  à  Ox', 
soit  égal  au  rayon  OqMo  parallèle  à  AM. 

Démonstration.  —  Soient  P  et  Q  les  points  de  ren- 
contre respectifs  des  deux  droites  AP  et  BQ  avec 
l'axe  Oy;  menons  par  P'  une  parallèle  à  Oj' jusqu'à 
sa  rencontre  en  U  avec  MM'.  Les  deux  triangles  sem- 
blables MAP  et  M^OoPo  donnent 

AM  _  OqMo 
MP  "  MoPo' 

De  même,  la  similitude  des  deux  triangles  UM'P'  et 

TM' S  donne 

TS   _  M'T 


mais,  comme 

et 

on  en  déduit 


M1'  =  UP',        0„Mo=M'T 
Mo  Po  =  PP  —  MM'  =  MU, 

TS  =  AM. 


De  même,  pour  le  segment  BM,  on  aura 

TR  =  BM 

et,  par  suite, 

SR  =  AB. 


II.  -  FUNICULAIRES  CORRKLATII'S. 

3.   Cas   général   d'un   système   de   forces  non   concou- 
rantes. —  Considérons  un  système  de  forces  'f  i  .A .  f  a.A. 
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fs/si  'f4.A  (y^o  •  2)  dont  les  lignes  d'action  sont  sup- 
posées appartenir  à  une  figure  plane  S. 

Fig.  2, 


Construisons  à  côté  de  celte  figure  un  faisceau  de 
droites  (Oo-^'f^'^^'^'f^)  respectivement  parallèles  à  ces 
lignes  d'action.  Rapportons  la  figure  ^  à  deux  axes 
{Ox,  Oy)  tels  que  Oy  rencoulre  ces  mêmes  lignes 
d'action  en  des  points  accessibles  cp),  ©2?  'fs^  '^^j  ^^  soit 
parallèle  à   une   droite  arbitraire  (A),    laquelle  couj)e 
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aussi,   en   des    points    accessibles    '~s\,   es.',,  cp',,    .p'^,   les 
droites  du  faisceau  (Oq.  es,  cs^ 'jj'j'^). 

Transportons  les  axes  (Ox,  Oy)  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  (OoXo,  OqYo),  et  soit  D  le  point  de 
rencontre  de  l'axe  OqXq  avec  la  droite  (A). 

Si  l'on  porte,  en  tenant  compte  des  signes,  les  seg- 
ments D'jj,  D'fô.  D'-s'a,  C'p)',  respectivement  en  '^^F^, 
'joFo,  'P3F:,,  'Ji  F^  sur  les  parallèles  menées  à  l'axe  Ox' 
par  les  points  .pi,  .po,  03,  cc^,  les  points  F,,  Fo,  F3,  F4 
appartiendront,  d'après  le  n"  1.  à  une  figure  S'  corré- 
lative de  I,  et  représentant  les  points  corrélatifs  des 
droites/,  ,/o,  y":,. /i  de  la  figure  S. 

Cela  posé,  considérons  le  polygone  dynamique 
f'ofif-^fsfi  ^^^  forces  ci-dessus  et  supposons  que  la 
figure  S  soit  un  polygone  funiculaire  correspondant  à 
ces  forces  et  à  un  pôle  O,  et  ayant  son  côté  initial  qui 
rencontre  en  un  point  I  l'axe  Oy. 

Désignons  par  «q,  a,,  «2'.  <^3i  <^i  les  rayons  polaires 
issus  du  pôleO,  et  aboutissant  aux  sommets  /„./, -./o. 
/.', .  /j  du  polygone  dynamique;  appelons  («o)^  (^0' 
(«2)1  (f^.i)''  (''''.)  ^^^  côtés  du  polygone  funiculaire  S  res- 
pectivement parallèles  à  ces  rayons  polaires.  Proposons- 
nous  de  construire,  au  moyen  de  la  transformation  pré- 
cédente, le  polygone  corrélatif  de  ce  funiculaire  sans 
recourir  à  ce  dernier. 

A  cet  efiet,  déterminons  d'abord  les  coefficients  an- 
gulaires des  côtés  du  funiculaire  S.  Pour  cela,  trans- 
portons les  axes  (0:r,Ov)  jinrallèlement  à  eux-mêmes 
eu  (0,X,,  0,Y|),en  prenant  comme  nouvelle  origine 
le  pôle  0|.  Prolongeons  les  rayons  polaires  Oq,  cti,  a.j, 
a^,  rt(  jusqu'à  leurs  rencontres  respectives  en  a„,  «', , 
«"/.,,  «I,,  rt'j  avec  la  parallèle  (A,),  à  0|Y,,  menée  par  le 
point  D,  de  O,  X,  tel  que  O,  D,  =  CD. 

Les    distances    des    points  rtj,,    a',,   «1,  a!,,    fi\    aq 


(  3i8  ) 
point  D,  représentent   les  coefficients  angulaires  des 
côtés  ci-dessus  («o)?  (^i  )?  •  •  -5  («0-  Portons  ces  points 
respectivement  en  a"^,  a\,  a"..,,  «'g,  a\  sur  l'axe  O.r'  en 
faisant  coïncider  D,  avec  l'origine  O. 

D'après  le  n"  1,  les  points  corrélatifs  Aq,  A,,  Ao, 
Aj,  A,  des  côtés  («o),  («)),  ...,  («^)  du  funiculaire  S 
sont  situés  respectivement  sur  les  parallèles  menées 
par  les  points  or^,  aj ,  à.,,  «'g,  «^'  à  Or,  lesquelles 
constituent  les  lignes  de  rappel  respectivement  rela- 
tives aux  directions  de  ces  côtés. 

A  présent,  comme  nous  savons  qu'à  un  système  de 
trois  droites  concourantes  de  ce  funiculaire  corres- 
pondent trois  points  alignés,  dans  la  figure  I]',  et  que  la 
parallèle  lAo  menée  par  I  à  O^'  coupe  la  ligne  de 
rappel  «^A,,  relative  au  rayon  «o,  au  sommet  A»  cor- 
rélatif du  côté  initial  («0)1  nous  pourrons  construire 
aisément  le  polygone  corrélatif  du  funiculaire  S,  en  ap- 
pliquant la  marche  suivante  : 

On  part  du  sommet  initial  Ao  connu,  on  mène  Tali- 
gnement  AqF,  A)  jusqu'à  sa  rencontre  eu  A|  avec  la 
ligne  de  rappel  a|,  ensuite  on  tire  l'alignenienL  A,  F^  A2 
jusqu'à  sa  rencontre  en  Ao  avec  la  ligne  de  rappel  «.',, 
puis  l'alignement  A0F3  A3  jusqu'à  sa  rencontre  en  A3 
avec  la  ligne  de  rappel  «g,  et  ainsi  de  suite,  en  suivant 
les  remarques  I  et  II  du  n°  4.  On  obtient  ainsi  le  poly- 
gone AoA,  A0A3A4  corrélatif  de  îi.  (le  polygone  est 
le  funiculaire  corrélatif  dont  il  s'agit  correspon- 
dant aux  forces  ci-dessus,  au  pôle  O,  et  ayant  comme 
sommet  initial  Ao. 

4.  Définition  des  funiculaires  corrélatifs.  —  Les  fu- 
niculaires corrélatifs  correspondant  à  un  système 
de  forces  et  à  un  pôle  sont  des  polygones  dont  les 
côtés  passent  par  les  points  corrélatifs  de  ces  forces 
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et  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  parallèles 
menées  à  Oy  à  des  distances  proportionnelles  aux 
coefficients  angulaires  des  rayons  polaires  issus  de 
ce  pôle  et  aboutissant  aux  sommets  du  polygone 
dynamique. 

Remarque  1.  —  A  tout  rayon  polaire  qui  aboutit 
à  Vintersection  de  deux  forces,  dans  le  polygone 
dynamique,  répond,  sur  le  funiculaire  corrélatif, 
un  sommet  situé  sur  la  parallèle  menée,  à  Vaxe  Oy, 
à  une  distance  égale  au  coefjicient  angulaire  de  ce 
rayon. 

Remarque  II.  —  A  trois  côtés  d'un  triangle  con- 
stitué, dans  le  polygone  dynamique,  par  une  force 
et  deux  rayons  polaires  aboutissant  aux  extrémités 
de  celle-ci,  répondent,  dans  le  funiculaire  corréla- 
tif, trois  points  alignés  dont  deux  sont  les  deux 
sommets  consécutifs  correspondant  à  ces  deux 
rayons  polaires  et  le  troisième  est  le  point  corrélatif 
de  cette  force. 

o.  Propriétés  géométriques  des  funiculaires  corrélatifs. 
—  Quand  on  change  de  pôle  Oi.  les  côtés  du  funi- 
culaire corrélatif  pivotent  autour  des  points  corré- 
latifs F,,  F2,  F3,  F4  des  forces. 

Deux  funiculaires  corrélatifs  du n  même  système 
de  forces,  correspondant  à  deux  pôles  distincts,  ont 
leurs  sommets  correspondants  situés  sur  des  droites 
concourant  en  un  point  C  de  la  ligne  de  rappel  re- 
lative à  la  droite  de  ces  deux  pôles  ('). 

^')  Celle  propriélé  esl  corrélalive  de  la  suivanle  bien  connue  : 
les  côtes  correspondants  de  deux  funiculaires  ordinaires  relatifs 
à  deux  pôles  se  coupent  sur  un  même  axe  paralhlr  à  la  droite 
unissant  ces  deux  pôles, 
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Pour  avoir  ce  point  C,  il  suffit  de  prendre  l'aHgiie- 
ment  de  deux  sommets  correspondants  quelconques 
des  funiculaires  corrélatifs  considérés;  cet  alignement 
coupe,  au  point  C,  la  ligne  de  rappel  relative  à  la  droite 
unissant  les  deux  pôles. 

6.  Cas  particuliers  d'un  système  de  forces  concourantes 
ou  parallèles.  —  Dans  le  cas  d'un  système  de  forces 
concourantes,  les  points  corrélaiifs  F,,  Fj,  F3,  F.j  des 
forces  sont  en  ligne  droite.  Deux  funiculaires  corréla- 
tifs correspondant  à  deux  pôles  distincts  sont  homo- 
logiques ;  ils  ont  pour  axe  d'Iiomologie  la  droite  des 
points  Fj,  ...,  F.i  et  pour  centre  cV homologie  le 
point  (]  défini  ci-dessus. 

Dans  le  cas  des  forces  parallèles,  en  prenant  l'axe  O x 
parallèle  à  ces  forces,  les  points  corrélatifs  de  celles-ci 
sont  leurs  points  de  rencontre  respectifs  avec  l'axe  Oj", 
comme  nous  le  verrons  sur  la  figure  3  relative  à  une 
application  aux  poutres  droites. 


III.  —  APPLICATION  DES  FUMCULAIUKS  CORRELVTIFS 
A  LA  COMPOSITION  ET  A  LA  DÉTERMINATION  DES  MO- 
MENTS STATIQUES  DES  FORCES. 

7.  Composition  et  équilibre  des  forces  —  Proposous- 
nons  de  déterminer  la  résultante  c/  {fig'  2)  d'un 
nombre  quelconque  de  forces,  de  trois  forces/,, y^,/» 
par  exemple. 

A  cet  eflet,  remarquons  que  cette  résultante  est 
représentée,  dans  le  polygone  dvnannque,  en  gran- 
deur, direction  et  sens,  par  le  vecteur  /„,/!,.  Pour 
(|u'elle  soit  déterminée  en  position,  il  suffit  d'avoir  un 
point  de  sa  ligne  d'action,  son  point  de  rencontre  Q 
^vec  l'axe  Oy  par  exemj)le. 
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Or,  comme  les  deux  cotés  (a(^)  et  («3)  du  funicu- 
laire S  se  coupent  sur  cette  résultante,  le  point  corré- 
latif Q' de  cette  dernière  est  le  point  de  rencontre  de 
Talignement  A„A:,  des  points  corrélatifs  de  ces  deux 
côtés  avec  la  ligne  de  ra|ipel  «/'Q'  relative  au  \ec- 
teur  y,,/"^  de  celte  résultante.  Ce  point  Q'  étant  situé 
aussi  sur  la  parallèle  QQ'  à  Ox',  il  s'ensuit  que.  pour 
avoir  le  point  Q,  il  suffit  de  mener  par  O  une  |)arallèle 
au  vecteur  /,^/.^  jusqu'à  sa  lenconlre  en  q'  avec  la 
droite  (A),  ensuite  de  porter  D^' en  Oq"  sur  Oor'et  de 
projeter  en  Q,  suivant  O.r',  le  point  de  rencontre  Q' 
de  l'alignement  AqAs  avec  la  ligne  de  rappel  ^"Q' 
relative  à  /,  /, . 

De  là  découle  une  généralisation  de  la  remarque  H 
du  n"  4. 

REAfvnQiE.  —  Aux  trois  cotes  d'un  triangle  con- 
stitué, dans  le  polygone  dynamique,  par  le  vecteur 
de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
et  par  les  deux  rayons  polaires  aboutissant  aux 
extrémités  de  ce  vecteur,  répondent  dans  le  funicu- 
laire corrélatif  trois  points  alignés  dont  deux  sont 
les  deux  sommets  correspondant  à  ces  deux  rayons 
polaires  et  le  troisième  est  le  point  corrélatif  de 
cette  résultante. 

CoNniTio?(  nKQiiLiniîi;  ckaphioce  des  forces.  — 
/{  un  système  de  forces  dont  le  polygone  dyna- 
mique se  ferme,  correspond  un  funiculaire  qui  se 
ferme  aussi. 

8.  Moments  statiques  des  forces.  —  Soit  à  déterminer 
le  moment  des  trois  forces  ft,  f,,,  fs  par  rapport  à  un 
point  quelconque  m  de  la  figure  2. 

Ann.  fie  Mntltémat.,  \'  série,  t.  VII.  (Juillet  iy<>7)  2' 
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Nous  savons  q\ie  ce  moment  est  égal  au  produit  de 
la  distance  polaire  du  vecteur /"j^/j  par  le  segment  in- 
tercepté, sur  la  parallèle  en  M  à  ce  vecteur,  par  les 
deux  côtés  («o))  («3)  du  funiculaire  S.  Or,  ce  segment 
est  égal,  dans  le  funiculaire  corrélatif  S',  au  seg- 
ment U0U3  qu'on  obtient,  d'après  le  n"  2,  en  procé- 
dant comme  suit  : 

On  détermine  le  point  corrélatif  M'  de  la  paral- 
lèle mM  à  /|,/^3,  on  joint  ce  point  M'  aux  deux  som- 
mets Aq,  A3  correspondant  aux  rayons  polaires  abou- 
tissant aux  extrémités  du  vecteur /j,/",,  et  l'on  porte 
sur  l'abscisse  MM'une  longueur  M'Tégale  au  rayon  Oo^' 
parallèle  à  f\^f\-  Les  deux  droites  M'Ao  et  M'As  inter- 
ceptent, sur  la  parallèle  TUq  à  Oj',  un  segment  U0U3 
dont  le  produit  par  la  distance  polaire  du  vecteury^,/^ 
est  le  moment  demajidé. 


IV.  -  APPLICATION  AU  CALCUL  DES   POUTRES 
A  APPUIS   SIMPLES. 


9.  Funiculaires  corrélatifs.  —  Considérons  une  poutre 
reposant  libremeiit  sur  deux  appuis  A  et  B  {fig.  3)  et 
supportant  en  des  points  F,,  Fo,  F3,  F.,,  Fg  un  sys- 
tème quelconque  de  charges  \so\ées  fi,  f^i/z-,  fa^  f^- 
Cherchons  à  déterminer  au  moyen  des  funiculaires 
corrélatifs  la  résultante  de  ces  charges,  les  réactions 
d'appuis,  les  moments  fléchissants  et  efforts  tranchants 
développés  dans  cette  poutre. 

A  cet  eflet,  prenons  AB  pour  axe  Oy^  l'axe  Ox 
parallèle  à  ces  forces  et  une  direction  arbitraire  pour 
l'axe  Ox',  Choisissons  un  pôle  0|,  à  côté  du  polygone 
dynamique  ''Jof\f2fzfhfi  de  ces  charges,  lequel  se  ré- 
duit ici  à  une  droite.    Menons  0,X,  parallèle  à  0;r, 
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et  coupons  CCI  axe  cl  les  rajons  polaires  OiXu,  O,/,, 
Ot/ii  ■  '  '^  ^\/i  pai'  une  parallèle  (A,)  à  O)',  respec- 
liveniciiL  en  des  points  D,,  a'^,  i',  2',  3',  4'i  ^'  ^1^6 
nous  porterons  en  O,  a'^,  i",  2",  3",  4".  j"  sur  l'axe  Ox' . 
Les  parallèles  menées  par  ces  derniers  points  à  l'axe  Oy 


constituent  les  lignes  de  raj)pel  relatives  aux  rayons 
j)olaires  ci-dessus.  A  présent,  remarquons  que  les 
points  F|,  Fo,  ...,  F;;  sont  corrélatifs  des  lignes 
d'action  des  charges  considérées  agissant  en  ces 
mêmes  points.  IN:)ur  construire  un  funiculaire  corré- 
latif (a,  I,  II,  m,  IV,  V)  relatif  à  un  pôle  O,,  on  part 
du  sommet  initial,  pris  arbitrairement  sur  la  ligne  de 
rappel  «",  relative  au  rayon  initial  0|a„,  et  l'on  tire, 
d'après  les  remarques  I  et  II  du  n  '  i,  les  alignements 
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coiisrciilifs  F,  a  I,  F.j  1  11,  J'':,  Il  III,  ...  qui  se  coupent 
sur  les  lignes   Je  rappel  a|', .  i",  2",  3",  4",  •••  l'especti- 
vement    relatives    aux    rayons    polaires    O,ao,    0)/(, 

o./„  .... 

10.  Résultante  des  charges.  —  Remarquons  que  le 
point  corrélatif  de  la  ligne  d'action  de  cette  résultante 
est  son  point  de  rencontre  Q  avec  l'axe  Oy,  et  rpie  ce 
point  est  silué,  d'ajirès  la  remarque  du  n"  8,  sur  l'ali- 
gncmcnt  des  deux  sommets  extrêmes  correspondant 
aux  polaires  aboutissant  aux  extrémités  de  cette  résul- 
lantc  dans  le  polygone  dynamique.  Il  s'ensuit  qu'on 
obtient  immédiatement  cette  résultante  eu  menant 
l'alignement  aV  qui  coupe  AB  en  un  point  Q  de  sa 
ligne  d'action. 

11.  Réactions  des  appuis.  —  Désignons  par  q  et  q' 
les  réactions  déveioj)pécs  respectivement  en  A  et  B  ; 
soit  O,  S,  le  rayon  polaire  qui  détermine  sur  aoy;;  les 
vecteurs  a„Si^q  et  Sifi=-q'  de  ces  réactions. 
Appelons  S  le  sommet,  dans  le  funiculaire  corrélatif, 
répondant  à  ce  rayon  polaire. 

Ce  sommet  est  le  point  de  rencontre  des  deux 
droites  Aa  et  BV,  en  raison  de  ce  que  A  et  B  sont  les 
points  corrélatifs  respectifs  des  lignes  d'action  des 
réactions  q  et  q'  développées  en  ces  points,  et  de  ce 
que,  aussi,  d'après  la  remarque  du  n"8,  aux  trois  côtés 
du  triangle  Sia-oO,  correspondent  les  trois  points  ali- 
gnés A,  a  et  S,  et  aux  trois  côtés  du  triangle  y^S,©, 
correspondent  aussi  les  trois  points  alignés  B,  S  et  V. 

En  menant  la  parallèle  Ss"  à  Oy  jusqu'à  sa  ren- 
contre en  s"  avec  O' x,  et  en  portant  Os"  en  D)  S'  sur  la 
droite  (A,),  on  obtient  le  rayon  0|S'S,  qui  détermine 
sur  ao/s  les  réactions  ci-dessus. 
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l^.  Moments  fléchissants.  —  Cherchons  le  moment 
lléchissiinl  déveh)|)pé  en  un  point  cinelconque  M 
lie  AB.  (^e  moment  est  |»roduit  par  les  lorces  agissant 
sur  le  tronçon  A^I,  savoir  :  la  réaction  q  et  la  charge/ 
concentrée  en  P',  ayant  comme  résultante,  dans  le  po- 
lygone dynami(pie,  le  vecteur  Si/"). 

l^)^r  avoir  ce  moment,  on  appliquera  le  n"  8  :  on 
|)()rle  O,  D|  en  OT  sur  l'axe  O x' ,  et  Ton  joint  le 
[loint  M  au\  deux  sommets  l  et  S  correspondant  aux 
lavons  polaires  0,y",  et  0|  S,  aboutissant  aux  extré- 
niil(''S  du  vecteur  ci-dessus  Si/").  Le  produit  de  la  dis- 
lance polaire  O,^,  par  le  segment  Ui  U^  intercepté, 
sur  la  parallèle  TU,  à  Oj",  par  les  deux  droites  jMI 
et  MS,  est  le  moment  demandé. 

Hk-MAroi  E.  —  Quel  que  soit  le  point  M,  le  segment 

icprésentatif  du    moment    développé   en   ce   point   est 

déterminé  sur  une  même  droite  fixe  TU).  Au  lieu  de 

ce  segment  U|  U^,  on  |)oui-rait  prendre  le  segment  JS 

Milerccpté    sur   la    parallèle    a"S    à    Oy   par    les    i\oA\\ 

droites  JMI  et  MS,  à  condition  d'ado|)ter  comme  nou- 

II      ,.  .                 I   .       ^        (JY,  X  0.«"     p. 
\eile  distance  polaire  o  =  Dans  ce  cas,  tous 

les  segments   représentatifs   des   moments   ont    même 
origine  S. 

13.  Efforts  tranchants.  —  Le  vecteur  S,/*, .  dans  le 
polvgone  djnamique,  représente  rcfioi  I  Irancliant  dé- 
veloppé en  .\L 

1  (.  Nouvelle  représentation  graphique  des  moments 
fléchissants  au  moyen  des  funiculaires  corrélatifs.  —  Si 
Ion  prend  un  second  p(')le  O-j  à  rinirrsection  de 
l'axe  O,  X,  avec  la  parallèle  menée  par  T  à  l'axe  Oj', 
le   sommet  de   fermeture  S,  dans  le  polygone  corré- 
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latif  relatif  à  ce  pôle,  sera  rejeté  à  l'infini  suivant  Ox'. 
Dans  ce  cas,  le  moment  fléchissant  en  un  point  M  sera 
représenté  par  le  coefficient  angulaire,  par  rapport  aux 
axes  (O.r',  Or'),  de  la  droite  qui  joint  ce  point  M  au 
sommet  I  correspondant  au  rajon  polaire  aboutissant 
au  point  commun  de  deux  forces  consécutives  compre- 
nant dans  leur  intervalle  ce  point  M. 

On  construit  ce  funiculaire  aisément,  en  remar- 
quant, d'après  le  n"  o,  qu'il  constitue  avec  celui  cor- 
respondant au  pôle  O)  deux  figures  /lomo logiques 
ayant  Oy  pour  axe  d'homologie,  et,  pour  centre 
d'homologie,  le  point  de  rencontre  de  AB  avec  la 
parallèle  menée  par  le  sommet  S  à  l'axe  Ox' . 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQIES 
(CONCOIRS  DE  1906). 


Sujets  des  compositions. 


Mathématiques   élémentaires. 

I.  Etant  donné  un  lrianj;le  ABC,  trouver  sur  la  droite  HG 
un  point  D  tel  qn"uu  cercle  (P),  inscrit  ou  exinscril  au 
triangle  ABD  et  ayant  son  centre  sur  la  bissectrice  intérieure 
de  l'angle  B  du  triangle  donné,  soit  tangent  à  un  cercle  (y)» 
inscrit  ou  exinscrit  au  triangle  ACD  et  ayant  son  centre  sur 
la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  G  du  triangle  donné.  Même 
question  en  considérant  les  angles  extérieurs  en  B  et  G,  ou 
encore  un  angle  intérieur  et  un  angle  extérieur. 

II.  On  donne  deux  cercles  ([ij  et  (yj  tangents  extérieure- 
ment et  soient  SX,  SX'  les  tangentes  communes  extérieures 
à  ces  cercles.  Un  |)oint  A  décrit  la  tangente  commune  inté- 
rieure ZZ'  et  l'on  mène  de  ce   point  les  secondes   tangentes 
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aux  cercles  (  p  ),  (y),  lesquelles  rencontrent  SX  en  B  et  C,  SX' 
en  B',  G'. 

1°  Les  centres  des  deux  cercles  étant  fJ  et  y,  le  point  d'inter- 
section M  des  droites  B  ^  et  Gy  et  le  point  d'intersection  M' 
des  droites  B'ji  et  C'y  décrivent  deux,  droites  A,  A'. 

■x"  Le  quadrilatère  iM^M'y  est  inscriptible  à  un  cercle  et  les 
deux  droites  MM'  et  ^y  sont  conjuguées  par  rapport  à  ce 
cercle. 

'J°  L'enveloppe  de  MM'  est  une  hyperbole  ;  trouver  le  point 
de  contact  de  MM'  avec  son  enveloppe. 

î"  Le  cercle  A  ^y  est  orthogonal  au  cercle  MJBM'y.  Ge 
même  cercle  A  Jiy,  le  cercle  de  centre  M  tangent  aux  trois 
côtés  du  triangle  ABG  et  le  cercle  de  centre  M'  tangent  aux 
trois  côtés  du  triangle  AB'G'  ont,  deux  à  deux,  même  axe 
radical. 

j"  Désignons  par  O  le  milieu  de  py,  par  D  et  D'  les  points 
où  ZZ'  rencontre  SX  et  SX'  et  par  m  le  centre  du  cercle  A[iy. 

On  a 

MO  _  D^  _  Aiy 
ÔD  ""  ÔM'  ~  AD  ' 

I     _     I  I 

tûÔ  "^  ÂD  ~  AD' ' 


Mathématiques  spéciales. 

On  considère  trois  axes  Oar,  O^,  Os  formant  un  trièdre 
trireclangle  et  les  paraboloïdes  ayant  pour  équation,  par  rap- 
port à  ces  axes  : 

a-î-H  (y  _  ftzY  -\-  1\Z--  R2=:  O, 

a  et  R  étant  des  constantes  et  X  un  paramètre  variable. 

I.  Par  chacun  des  points  P,  P'  où  l'un  de  ces  paraboloïdes 
rencontre  O-,  on  mène  la  sphère  qui  contient  les  sections 
circulaires  réelles  passant  par  ce  point;  trouver  le  lieu  de 
l'intersection  des  deux  sphères  relatives  à  P  et  P';  m<mtrer 
que  le  plan  radical  de  ces  deux  sphères  est  parallèle  à  un  plan 
lixe  et  passe  par  le  milieu  de  PP'.  Par  chacun  des  points  M 
communs  à  ces  deux  sphères  passe  une  troisième  sphère  qui 
correspond  à  un  autre  paraboloïdc  ;  quel  est  le  lieu  do  M  si 
celte  sphère  est  fixe? 
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II.  Le  lieu  des  sections  circulaires  rencontrant  O^  se  com- 
pose, en  général,  d'un  cône  du  second  dogré  et  d'une  surface 
du  troisième  degré;  montrer  que  cette  dernière  peut  être 
engendrée  par  un  cercle  assujetti  à  rencontrer  l'axe  O^  et 
deux  autres  droites  réelles  fixes  D,  D'  auxquelles  il  est 
constamment  orthogonal. 

III.  Trouver  les  plans  qui  coupent  la  surface  précédente 
suivant  des  cubiques  circulaires;  montrer  que  toute  sécante 
menée  dans  un  tel  plan,  par  le  point  A  où  il  rencoutre  O5, 
coupe  la  cubique  en  des  points  S  et  S'  tels  que  le  pro- 
duit AS.  AS'  soit  constant  si  le  plan  est  fixe. 

Aux  points  S,  S',  on  mène  les  normales  à  la  cubique;  trouver 
le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  quand  la  sécante  SAS'  varie 
ainsi  que  le  plan  de  la  courbe. 


Composition  sur  le  calcul  dilf'érentiel  et  intégral. 

Soient  0.r,  Oy^  Ç> z  trois  axes  de  coordonnées  formant  un 
irièdre  trireciangle  de  sommet  O;  on  désigne  par  M  un  point 
quelconque  d'une  surface,  par  P  et  Q  les  points  où  le  plan 
tangent  à  cette  surlace  au  point  M  rencontre  respectivement 
les  axes  O^r,  Oy. 

1"  Déterminer  les  surfaces,  autres  que  les  cônes  de  som- 
met O,  satisfaisant  à  la  condition  que  les  deux  triangles  OMP, 
OMQ  soient  conslamiuent  équivalents  entre  eux.  Ces  surfaces 
sont  les  solutions  de  l'une  ou  de  l'autre  de  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  (^Ei),  (K2),  et  se  partagent  en  deux  caté- 
gories, la  première  comprenant  les  surfaces  Sj  solutions  de 
(El)  et  la  deuxième  les  surfaces  S2  solutions  de  (K^j.  Peut- 
on  passer  d'une  surface  Si  à  une  surface  S2  par  une  variation 
réelle  et  continue  des  paramètres  qui  entrent  dans  l'équation 
de  la  première? 

Quelle  peut  être  la  trace  sur  le  |)lan  xOy  d'une  surface  Sj 
ou  d'une  surface  So? 

:i"  On  désigne  par  (E)  l'une  des  deux  équations  (Ejj  ou  (E2), 
jjar  Y  une  caractéristique  de  cette  équation  (E)  et  par  F  le 
cône  ayant  |)our  sommet  l'origine  O  et  pour  directrice  cette 
caractéristique  y-  ^1  étant  un  point  de  l'espace,  on  trace 
par  ce  point  les  deux  droites  D  et  D'  respectivement  perpen- 


(  -^29  ) 
(liculaires   aux    plan?   de    sections  ciiculaires  du   cône  F  qui 
passe  par  ce  point  M. 

On  su|)pose  que  M  dérril  un  contour  plan  ferme  G  ne  se 
coupant  pas  et  ne  rencontrant  aucun  des  axes  Ox,  O  y  et  l'on 
suit  séparément  les  variations  correspondantes  des  droites  D 
et  D'.  Indiquer,  suivant  la  nature  du  conlour  G,  la  situation 
(les  ptisitions  finales  de  ces  droites  lorsqu'on  les  compare  aux 
positions  initiales,  et  le  nombre  de  lignes  fermées  distinctes 
décrites  par  les  traces  de  ces  droites  sur  un  plan  parallèle 
à  celui  du  contour  G. 

3"  Sur  une  surface  S,  solution  de  l'une  des  équations  (E, ) 
ou  (Eî),  on  trace  les  lignes  L  conjuguées  des  caractéristiques  -;  ; 
si  l'on  considère  toutes  les  surfaces  S  passant  par  un  même 
point  M,  quel  est  le  lieu  des  lignes  1>  assujetties  à  passer  éga- 
lement par  ce  point  M? 

Peut-on  trouver  une  famille  Fj  composée  de  surfaces  Sj  et 
une  famille  F»  composée  de  surfaces  So,  telles  que  toute 
surface  de  la  première  coupe  toute  surface  de  la  seconde 
suivant  une  ligne  L?  montrer  que  le  problème  est  possible 
d'une  infinité  de  manières  et  qu'on  peut  fixer  arbitrairement 
une  des  surfaces  de  la  famille  Fj. 

4°  En  désignant  comme  précédemment  par  v  une  caracté- 
ristique de  l'une  des  deux  équations  (  Ej)  ou  (E*),  on  considère 
dans  l'espace  <les  surfaces  quelconques,  telles  cependant  que 
cliacune  d'elles  soit  rencontrée  en  un  seul  point  par  chaque 
caractéristique  '(\  on  appelle  points  correspondants  sur  ces 
surfaces,  des  points  situés,  sur  une  même  caractéristique  et 
portions  correspondantes,  des  portions  dont  les  points  se 
correspondent.  Sur  une  de  ces  surfaces  on  prend  une  portion 
finie  S  qui  n'est  rencontrée  par  aucun  des  axes  Occ,  Oy  et  Ion 
forme  pour  cette  porliun  l'intégrale  de  surface 


(h  étant  un  élément  d'aire  de  il,  A  et  \>  ses  distances  aux 
axes  Ox,  Oy,  a  et  {i  les  angles  formés  avec  ces  axes  par  la 
normale  à  l'élément. 

Démontier  que,  si  l'on  choisit  con\enablemcnt  le  signe  -i-  ou 
le  signe  —  suivant  que  les  caractéristiques  y  appartiennent  à 
l'une   ou   à    l'autre  des  équations  (Ei)  ou  (E»),  la   valeur  de 
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l'intégrale  I  reste  la  même  lorsqu'on  l'étend  à  des  portions 
correspondantes  de  surfaces  différentes.  Dans  ces  conditions, 
évaluer  l'intégrale  1  en  supposant  que  les  caractéristiques  y 
rencontrant  la  portion  S  sont  toutes  celles  dont  les  plans 
restent  à  une  distance  du  point  O  au  plus  égale  à  une  limite 
donnée  /  et  telles,  de  |)lus,  que  la  valeur  absolue  de  l'angle 
formé  avec  Ox   par  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 

lune   d'elles   soit   comprise    entre   deux    limites    X   et    - — X 

5°  Étant  donnée  une  surface  fixe  lo)  on  demande  de  déter- 
miner une  autre  surface  Z  telle  que  les  aires  de  deux  portions 
correspondantes  quelconques  prises  respectivement  sur  Sq  et 
-  aient  pour  perpectivcs  des  aiies  équivalentes  entre  elles, 
lorsqu'on  prend  le  point  O  comme  point  de  vue  et  un  plan 
parallèle  au  plan  xOy  comme  plan  du  Tableau.  Si  l'équation 
de  cette  surface  S  est  supposée  sous  la  forme  F(x,  y,  z)  =  o, 
montrer  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  elle 
satisfait  peut  être  intégrée  i)ar  quadratures  lorsqu'on  ])rend 
comme  nouvelles  variables  d'une  part  les  deux  paramétres  qui 
déterminent  chacune  des  caractéristiques  y>  d'autre  part  une 
fonction  homogène  et  de  degré  zéro  de  x,  y,  z. 


Composition  sur  la  Mécanique. 

Un  corps  de  révolution  Z  homogène  pesant,  analogue  à  une 
toupie,  repose  par  une  pointe  S  sur  un  plan  horizontal  fixe  H  ; 
la  pointe  glisse  sans  frottement  sur  ce  plan,  le  système  n'est 
assujetti  à  aucune  autre  liaison  et  il  n'est  soumis  qu'à  l'action 
de  la  pesanteur. 

On  désigne  par  G  le  centre  de  gravité  de  S  et  par  /  la  dis- 
tance SG;  on  définit  le  mouvement  du  corps  par  la  variation 
des  angles  d'Euler,  G,  <}/,  cp  qui  sont  respectivement  l'angle 
de  SG  avec  la  verticale  ascendante,  l'angle  de  préoession  et 
l'angle  de  rotation  propre;  on  désigne  par  /•,  q,  p  les  compo- 
santes de  la  rotation  instantanée  suivant  l'axe,  l'horizontale 
perpendiculaire  à  l'axe  et  une  perpendiculaire  commune  à  ces 
deux  droites,  par  \x  et  \x'  les  moments  de  rotation  par  rapport 
à  l'axe  et  à  la  verticale  du  point  G. 
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I"  l'iniie  les  équations  du  niouveinent  de  X.  Kn  supposant 
(|u'au  début  du  niouvenienl  la  dérivée  de  0  par  rapport  au 
temps  est  nulle,  à  quelle  condition  doivent  satisfaire  les  don- 
nées initiale?  pour  que  0  conserve  indéliniment  une  valeur 
constante  ? 

a"  Application  numérique.  —  On  suppose  que  le  corps  i 
a  toute  sa  masse  concentrée  sur  une  circonférence  homogène 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe,  le  centre  G  sur  l'axe 
et  le  ravon  égal  à  lo"";  la  distance  SG  ou  /  est  égale  à  20*^"", 
et  l'intensité  ^  de  la  pesanteur  est  prise  égale  à  980  G.  G.  S. 
La  position  initiale  de  l'axe  SG  est  inclinée  sur  la  verticale  de 

l'angle  ^>  et  le  mouvement  initial  est  le  mouvement  résultant 

de  deux  rotations,  l'une  autour  d'un  axe  vertical  passant 
par  G,  avec  une  vitesse  angulaire  correspondant  à  n  tours 
par  seconde,  l'autre  autour  de  l'axe  SG  avec  une  vitesse  angu- 
laire correspondant  à  5o  tours  par  seconde.  On  demande  de 
calculer  la  valeur  numérique  qu'il  faut  attribuer  à  n  pour 
que  6  conserve  indéfiniment  la  même  valeur  qu'à  l'instant 
initial. 

3"  Le  corps  S  et  les  données  initiales  sont  supposés  quel- 
conques, tels  cependant  que  le  point  G  se  déplace  suivant 
une  verticale  et  que  la  pointe  S  repose  constamment  sur  le 
plan  H.  A  un  certain  moment  on  approche  de  S  une  droite 
rigide  D  que  l'on  maintient  fixe,  et  cette  droite  D  est  choquée 
par  le  corps  il  à  la  manière  des  corps  élastiques;  on  suppose 
qu'au  moment  du  choc  la  droite  D  est  perpendiculaire  au 
plan  vertical  contenant  SG,  et  l'on  désigne  par  c  sa  cote  au- 
dessus  du  plan  II;  on  l'écarté  après  le  choc  de  façon  que  le 
mouvement  ultérieur  de  2  ne  soit  pas  gêné. 

Si  Mj  et  M.2  sont  les  mouvements  du  corps  S  avant  et  après 
le  choc,  démontrer  que  les  limites  entre  lesquelles  varie  6 
sont  plus  étroites  dans  M2  que  dans  Mi.  Cette  conclusion  sub- 
sisterait-elle encore  dans  le  cas  où  l'élasticité  des  corps  cho- 
quants serait  imparfaite? 

'i"  On  suppose  que  l'élasticité  est  parfaite,  et  l'on  donne  le 
Miniivement  Mj  ;  peut-on  choisir  l'angle  6  que  fait,  au  moment 
du  choc,  l'axe  SG  avec  la  verticale  pour  que  cet  angle  reste 
ensuite  constant  pendant  le  mouvement  AL?  Quelles  devront 
être  les  autres  circonstances  du  choc?  Indiquei-,  en  particu- 
lier, suivant  quelles  lignes  pourra  s'exercer  la  percussion  pro- 
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(liiile  par  le  clioc  au  |)(>inl  de  CDiiiact  ilr  D  cl  di-  i-,  el  en 
(léiliiire  les  positions  que  l'on  peut  atlrihuer  ii  la  droite  D. 

j"  On  considère  dans  co  qui  suit  le  cas  où  le  corps  il  com- 
prend une  tige  inlininienl  mince  dirigée  suivant  son  axe  et 
on  le  choc  se  fait  en  un  point  de  cette  tige  dans  les  conditions 
du  \"  :  montrer  qu'il  existe  en  général  deux  positions  pos- 
sibles D',  D"  de  la  droite  D  et  déterminer  ces  positions.  Kn 
siipposoiu  que  l'on  ait  ellectué.  loisque  D  occupe  la  |)osi- 
tion  D',  le  caliul  des  percussions  au  moment  du  choc  et  des 
éli'nienls  du  mouvement  .AL.  quelles  modifications  faudrail-il 
apporter  aux  résultats  de  ce  calcul  lorsque  Ion  fait  occuper 
à  la  droite  D  l'autre  position  D"? 

6'  Comment  doivent  être  choisies  les  circonstances  du  mou- 
vement -M]  au  moment  du  clioc  pour  que  l'une  des  posi- 
tions D'  ou  D"  soit  dans  le  plan  H  ?  Montrer  que,  si  l'on  place  D 
dans  l'autre  position,  le  choc  ne  produit  aucune  percussion 
sur  la  pointe  S.  La  distribution  des  masses  de  S  peut-elle 
être  telle  que  cette  circonstance  ne  se  produise  pour  aucun 
mouvement  Mi  '? 

7"  Dans  les  conditions  générales  énoncées  au  j",  discuter  le 
nombre  et  la  position  de  celles  des  droites  D'  ou  D"  pour 
lesquelles  le  choc  n'a  pas  pour  effet  de  soulever  la  pointe  S  ; 
examiner  séparément  le  cas  où,  au  moment  du  choc,  l'axe  du 
corps  1  dans  le  mouvement  M]  s'approcbe  de  la  verticale,  et 
le  cas  où  il  s'en  éloigne. 


SOLI!TIO\S  m  (MIKSriO\S  I»I10I»0SEKS. 
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Soit  A(X,  [x,  v)  la  droite  de  Sinison  relative  à  un  point  0  du 
cercle  ABC.  Les  paraliides  à  U.\,  OB,  OC  menées  par  l' or- 
thocentre O'  de  ABC  coupent  liC,  G.V,  AB  en  V,  [x',  v'  rf  l'on 
a  la  droite  A'(}/,  \x\  v').  Les  droites  A,  A'  se  coupent  sa/-  le 
cercle  d'Euler  nu  milieu  de  OO'.  {  1'.  Sondât.) 


(  XV.\  ) 


.«OI.tTION 
Par  A.  Duoz-Farny. 

On  sait  que  la  droite  de  Siinson  du  point  O  rencontre  la 
droite  00'  en  son  point  milieu,  point  du  cercle  d'Euler.  Il 
suffira  donc  de  démontrer  que  A'  passe  aussi  par  ce  point  O". 

Construisons  la  droite  0"X'  qui  coupe  OA  en  a.  Il  suffira 
pour  cela  de  mener  une  droite  B'C  symétrique  de  BG  par 
rapport  à  O".  Cette  droite  B'C  rencontre  OA  en  a  et  la 
droite  aO"  passe  par  A'.  Il  est  facile  de  démontrer  que  0"X' 
contient  aussi  jjl'  et  v'. 

Soient  A',  B',  C  les  symétriques  de  A,  B,  C  par  rapport 
à  0*.  Les  côtés  B'C',  A'C,  A'B'  coupent  respectivement  les 
droites  OA,  OB,  OC  en  a,  p,  ■;. 

0"  appartenant  au  cercle  d'Euler  du  triani;le  ABC,  il  existe 
une  hyperbole  équilatère  passant  par  A,  B,  C,  O'  et  ayant  0" 
comme  centre.  Cette  hyperbole  contiendra  donc  les  points  A, 
B,  C,  O',  A',  B',  C,  O.  Les  deux  triangles  ABC  et  A' B'C  in- 
scrits dans  la  courbe  sont  homologiques,  O"  étant  le  centre 
d'homologie.  Il  suffira  donc,  pour  démontrer  que  les  points 
aS^O'  ou  À';jt.'v'0"  sont  en  ligne  droite  d'appliquer  le  théo- 
rème de  M.  Aubert  {Nouvelles  Annales,  Y  série,  t.  VIII). 

Si  deux  triangles  ABC,  A'B'C  inscrits  dans  une  conique 
sont  homologiques  et,  si  l'on  prend  un  point  O  quelconque 
sur  la  conique,  les  points  d'intersection  a,  p,  y,  OA  et  B'C, 
OB  et  A'C,  OC  et  A'B'  sont  situés  sur  une  même  ligue 
droite  A'  passant  par  le  centre  d'homologie  O". 

.\utrc'  soliilion  de  M.  Li:z. 
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Etant  donné  un  triangle  ABC,  on  mène  par  le  milieu  a. 
de  la  hauteur  A.V  une  demi-droite  faisant  avec  aA'  un 

ani;le  égal  à  la  différence  des  angles  BAA',  A' AC  et  située 
dans  le  plus  grand  de  ces  deux  angles.  Cette  demi-droite 
et  les  deux  demi-droites  analogues  se  coupent  en  un  même 
point.  (A.  Ror.oFK.) 
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SOLITION 
Par  M.  Letibrce. 

Si  l'on  désigne  par  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC, 
on  sait  que  AO  et  AA'  sont  symétriques  par  rapport  à  la 
bissectrice  de  l'angle  BAC;  par  suite  la  demi-droite  menée 
par  a  est  parallèle  à  AO,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  B'C. 

Si,  par  A',  on  mène  la  parallèle  à  la  demi-droite  considérée, 
on  a  une  hauteur  du  triangle  A'B'C;  par  conséquent,  les 
demi-droites  de  l'énoncé  se  coupent  au  milieu  I  de  OH, 
H  étant  le  point  de  concours  des  hauteurs  des  triangles  A'B'C. 

C.    Q.    F.    D. 

fiema/rjue.  —  Si  a',  p',  y'  sont  les  milieux  de  OA,  OB,  OC, 
les  droites  A' a',  B'^',  C'y'  se  coupent  au  point  I,  en  leur  mi- 
lieu: de  plus,  le  point  I  est  aussi  le  centre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  A"B"G",  ayant  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  A'B'C  (vofV  Rouché,  Traité  de  Géométrie  :  Géomé- 
trie du  triangle). 

2053. 
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La  conique,  qui  touche  les  côtés  d'un  triangle  donné 
ainsi  que  les  perpendiculaires  élevées  du  centre  de  son 
cercle  inscrit  aux  droites  qui  joignent  ce  point  aux  extré- 
mités de  l'un  de  ces  côtés,  est  tangente  au  cercle  inscrit  au 
triangle.  (Canon.) 

SOLUTION 
Par  M.  Lktierce. 

Soient  0  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC  donné, 
OD  et  OE  les  perpendiculaires  élevées  de  O  aux  droites  OA 
et  OB. 

Considérons  le  faisceau  tangenlicl  T  des  coniques  défini  par 
le  cercle  O  et  les  points  A  et  B,  c'est-à-dire  des  coniques  tan- 
gentes aux  droites  CA,  GB,  et  en  y  au  cercJe  inscrit  (•;  point 
de  contact  de  AB  et  du  cercle  O). 

(OA,  OB)  et  les  droites  isotropes  passant  par  0  étant  doux 
couples  de  rayons  homologues  de  l'involution  déterminée  par 
les  tangentes  issues  de  O  aux  coniques  T,  on  en  conclut  que 
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tons  les  couples  de  rayons  homologvies  île  l'involulion  consi- 
dérée, sont  formés  par  les  droites  également  inclinées  sur  les 
bissectrices  des  angles  des  droites  OA  et  OB. 

Kn  particulier,  OD  et  OE  sont  homologues;  donc,  parmi 
les  coniques  T,  il  en  est  une  tangente  à  ces  deux  droites. 

Ce  qui  démontre  la  proposition. 

Hemarcjue.  —  J.a  démonstration  subsiste  si,  au  lieu  du  cercle 
inscrit,  on  considère  une  conique  tangente  aux  trois  côtés  du 
triangle,  le  centre  du  cercle  étant  remplacé  par  un  foyer  de 
la  conique.  On  peut  aussi  remplacer  les  perpendiculaires 
à  OA  et  OB  par  deux  droites  également  inclinées  sur  les  bis- 
sectrices des  angles  des  droites  OA  et  OB  et  énoncer  la  pro- 
position pins  générale  suivante  : 

Etant  donnée  une  conique  de  foyer  0  inscrite  dans  un 
triangle  ABC,  si  l'on  désigne  par  OD  et  OE  deux  droites 
également  inclinées  sur  les  bissectrices  des  angles  des 
droites  OA  et  OB,  la  conique,  tangente  aux  côtés  du 
triangle  et  aux  droites  OD  et  OE,  est  tangente  à  la  co- 
nique donnée. 

Autres  solutions  par  MM.  Droz-Farny  et  Laureaux. 


QUESTIONS. 

2078.  On  appelle  «„  le  /z'^'"*  coefficient  du  développement 

de  et  Vn   le  n""""^   coefficient  du   dévelop- 

I  —  "Ix  —  'ix- —  x^ 

pemcnt  de ;  démontrer  qu'en  prenant 

V  =  ;<„-!-  «,,+!,         T  =  ('«-4-  i'„-,-i 


2(\3-h  Z3j  =    V3-4-T3 


R.  Amsler. 
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2079.  Si  l'on  pose 

__ r'"         dx 

-  —   y=r«/l  —  a-    I       —•  ' 

•'0 

on  a  aussi 

«,'0 

(G.  F.) 

2080.  On  coupe  le  triangle  ABC  par  la  droite  ACXi^v). 

I  Lo*  points  1,  H.  K,  svmélriques  des  sommets  A,  B.  G  par 
rapport  auK  segments  [av/Xv/Aa,  sont  situés  sur  une  droite  A,. 

JI.  Si  A  enveloppe  une  conique  inscrite  à  ABC,  A,  tourne 
autour  d'un  point  fixe. 

III.   SI  A  est   une  droite  de  Simson,  A,  est  perpendiculaire 

(P.  Sondât.) 
a  A.  ^ 
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[D3a] 

SIR  LE  CALCUL  U'IJXE  FONCTION  AXALYTIQIE  DOM 
Oi\  COi\i\AIT  LA  PARUE  REELLE  ; 

Par  m.  R.  ALEZAIS. 


Soit  P  une  fonction  réelle  de  j:  et  de  ^;  on  se  pro- 
pose d'en  trouver  une  autre  Q  telle  que  P  -j-  «Q  soit 
fonction  de  z  =  x  -\-  iy^  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  trouver  la  fonction  f{z)  dont  P  est  la  partie  réelle. 
Les  méthodes  généralement  employées  nécessitent  une 
intégration  que  l'on  peut  facilement  éviter  en  s'ap- 
puyant  sur  la  forme  générale  des  intégrales  de  l'équa- 
tion de  Laplace 

â?î  "^  ^  ~^' 

dont  P  et  Q  doivent  être  solutions. 

Je  désigne  par  t  la  conjuguée  de  z,  de  sorte  que 

Z  -r-  t  Z  -~  t 

X=    >  Y=  r-- 

■2  "^  Il 

Théorïeme.  —  Si  Ion  a 

P(x,y)  =  'b(z,t) 

et  si  to  est  une  constante  telle  que  •!/  (-,  ^o)  ne  soit 
pas  infinie,  on  a 

(I)  /(S)  =  2<V(.3,  <o)-+-C, 

oii  c  est  une  constante  arbitraire. 

En  elTet,  la   fonction   P  étant  harmonique   peul    se 
Ann.  de  Mattiëmat.,  4*  série,  t.  VII.  (Août  1907.)  22 
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mettre  sous  la  forme 

F  =  9(s)-+-cp,(^),- 

et,  comme  de  plus  elle  est  réelle,  ts,  ne  peut  différer  de 
la  conjuguée  de  cp  que  par  une  constante  réelle.  On 
peut  donc  écrire 

P  =  cp(z)  -+-  cpi(^)  -+-  const. 

en  supposant  cp,  la  conjuguée  de  cp.  Q  étant  aussi  une 
fonction  harmonique  réelle,  on  a  de  même 

Q  =  4;(z) -I- ({;,(/) -^  const., 
OÙ  'i/,  est  la  conjuguée  de  à.  Il  en  résulte 

'f(z)  =  C5(z)-H<pi  (<)-+-  i['i'{z)  -(-4'i(0]-+-  const. 

Mais  le  second  membre  doit  être  fonction  de  z  seul;  il 
faut  donc  que  l'on  ait 

c'est-à-dire 

4/1(0=- 7?i(0,       <i^(z)=  j<s(z). 

On  a  donc 

f{z)  =  2cp(^)-f-  const. 

Enfin,  de  l'identité 

iV(s,  0  =  f(s)-+-<ï>i(0-+- const., 

il  résulte  que  '^•j{z^  Iq).  supposé  fini,  ne  diffère  de  o{z) 
que  par  une  constante,  et  l'on  a  bien  la  formule  (i). 

11  est  à  remarquer  que,  P  étant  entièrement  déter- 
minée, la  partie  imaginaire  de  c  est  seule  arbitraire; 
on  détermine  sa  partie  réelle  en  donnant  k  x  ei  à  y 
un  système  particulier  de  valeurs  dans  P  et  dans 
'jl-1{zq,  Iq)  -h  c.  Cela  fait,  je  désignerai  par  /A.,  A  réel, 
la  constante  arbitraire. 
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Voici  quelques  exemples  donnés  aux  examens  de  la 
licence  : 


I'  = 


■  tz.  t)  = 


e~^y —  2COS2; 
sin(^  -f-  t) 


(Grenoble,  nov.  i884 


cosz 


1*  s'annule  avec  ;;  ;  on  a 


2"     P  = 


f(z)  =  co\.z  -i-  /A. 

Xjl Ji! yi  , 


'■K^-—y-)  -i- { x^- -r- y-i  f 


(Rennes,  nov.  i 


)(z.t^  = 


K^.  0)  = 


~['~'^^^'^^] 


t)^        (z  —  t)'>- 


~H~^-'~^]" 


P  s'annule  avec  ^;  on  a 
3"     \>  = 


ik. 


co?'2.r  -f-  e'-y 
•2Cos2:r-f-  e2j--t-e-îr         (>lontpellier,  juillet  1893). 

<I/(Z.,  O    =    CfsU-H-   0-f-COS(.5  —  ^)  —  , -gin  (;;  —  /) 
2[C0S(Z-+-  «)^-COS('s  —  Oj  ' 

4-^,0)=  2Cos^-^"sin^         ,         ,• 

Pse  réduit  à   '-  pour  c  =  (j  ;   on  a 

f{z)  =  -[i  —  Mtang2-t-  A)]. 

4^  H  =i-cl.27cos2a7        (Nancy,  juillet  1893). 

<:(5,0  =  1  -  cos(2  -^)  cos(3  +  o,         •{/(,--,  oj  =  sin-^;s. 

P  s'annule  avec  ^;  on  a 

f{z)  =  2sin2  5  -f-  i  A. 
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Généralisations.  —   Soit  à  délerminer 
sachant  que  l'on  a 

a  el  b  étant  des  constantes  réelles. 
En  raisonnant  comme  plus  haut,  on  a 

aP  -\-  bQ  =  (a —  bi)  'i(z)  -i-  (a  -^  bi)  ffi(t) -h  const. 

Soit 

^(x,y)  =  <!fi(  z,  t), 
il  vient 


et,  par  suite, 


Exemple 


4'*  ^'  ^oj 

to(5)= r^ -H  const. 

a  —  bi 


f{z)  —  —^ — h  const. 

a  —  bi 


P —  Q  =  '- ■■ (Montpellier,  no\.  iqofi). 

-t.co^x  —  ey  —  e-y  '  •'     ' 

Z  ->r  t  .      Z  -\-  t  Z  ~  i  .    .      Z  —  t 

cos f-  sin cos f  siii 

•2      cos COS  

V  2  -l        J 

—  2 sin \-  {\  -\-  i)  cos 

■> 

—  4  sin 


,  ,  i         \         \  —  i         z 

(1/(3,  TT)  = = — ■ —  col  -  ; 


on  a  ici  a  —  bi  ■=  i  -\-  i  et,  par  suite, 


I         z 

f{z)  =  c cot-. 

1        ■>. 


,    1 


Mais,  pour  ::  =  o,  P  —  Q  se  réduit  à  -;   on  a  donc  en 
définitive 


/(s)=  l(^i_col^j  ^(1  ^l). 
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D'une  manière  plus  générale,  élant  donnée  une  rela- 
tion 

F(P,  0,:r.^)  =  o, 

on  peul  l'écrire 


F    cp(  ô  )  -H  9i  (  n  -t-  const., 

■^—r-  —  ^    .    ■  -4-  const., 


t      z  —  t  \ 

-,  —     =  o. 

7.1      J 


Si  l'on  peul  trouver  une  valeur  constante  t^  de  t  telle 
que  celte  relation  prenne  la  forme 

a  ç(3j-h-è<f,(«u)  =  *(^), 

on    en    déduira    cp(3)     à    une    constante    près  et,   par 
suite, /(;). 

Exemple  : 

3j"Q — j-P  =  8a-^j         (Nancy,  novembre  1904). 

Cette  relation  peut  s'écrire 

-  (  5  —  O  [?(s)  ^- ?i (n]  =  ( -  H- o='(^  -  O- 

Pour  /  :=  o,  on  a 

3z['f{Z)-^l{0)\-z['^{z)^^^{o)\=Z^, 

ou 

f{z)^zK 

On  voit  facilement  en  substituant  que  la  constante 
est  nulle. 
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CONCOURS  D'AGRÉGATFO\  DES  SCIENCES  MATIIÉMATIQIES 
EN  1907  (MATHEMATIOllES  ÉLÉMEXTAIRES). 

Solution  par  lx  Anonyme. 


I.  Etant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  sur  la 
droite  BC  un  point  D  tel  qu'un  cercle  (p),  inscrit  ou 
exinscrit  au  triangle  ABD  et  ayant  son  centre  sur 
la  bissectrice  intérieure  de  V angle  B  du  triangle 
donné,  soit  tangent  à  un  cercle  (y),  inscrit  ou  exin- 
scrit au  triangle  ACD  et  ayant  son  centre  sur  la 
bissectrice  intérieure  de  l'angle  C  du  triangle 
donné.  Même  question  en  considérant  les  angles 
extérieurs  en  B  et  C.  ou  encore  un  angle  intérieur 
et  un  angle  extérieur. 

\\.  On  donne  deux  cercles  (  ^)  et  (y)  tangents  exté- 
rieurement et  soient  SX,  SX'  les  tangentes  communes 
extérieures  à  ces  cercles.  Un  point  A  décrit  la  tan- 
gente commune  intérieure  7JL'  et  l'on  mène  de  ce 
point  les  secondes  tangentes  aux  cercles  ([^),  (y), 
lesquelles  rencontrent  SX  en  B  et  C,  SX'  en  B',  C  : 

1°  Les  centres  des  deux  cercles  étant  ^  et  y,  le 
point  d'intersection  M  des  droites  B|i  et  Cy  et  le 
point  d' intersection  M'  des  droites  B'^  et  C'y  décri- 
vent deux  droites  A,  A'. 

2"  Le  quadrilatère  MjjM'y  est  inscriptible  à  un 
cercle  et  les  deux  droites  MM'  et  '^-f  sont  conjuguées 
par  rapport  à  ce  cercle. 

3"  L'enveloppe  de  MM'  est  une  hyperbole;  trou- 
ver le  point  de  contact  de  MM'  avec  son  enveloppe. 
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4"  Le  cercle  X'^^f  est  orthogonal  au  cercle  Mj^M'y. 
Ce  même  cercle  A|iy,  le  cercle  de  centre  M  tangent 
aux  trois  côtés  du  triangle  ABC  et  le  cercle  de 
centre  M'  tangent  aux  trois  côtés  du  triangle  AB'C 
ont,  deux  à  deux,  même  axe  radical. 

5"  Désignons  par  O  le  milieu  de  ,3-/,  par  13  et  D' 

les  points  où  ZZ'  rencontre  SX  et  SX'  et  par  w  le 

centre  du  cercle  A3v. 

On  a 

OM  _  D'O  _  Aiy 

Dô  ~  ôÂr  ~  ad"' 

1     _     I  I 

I.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  figures  pour  cette 
première  partie.  ) 

Les  deux  cercles  (|i)  et  (y)  doivent  être  tangents 
extérieurement,  mais  trois  hypothèses  sont  possibles  : 

\.  La  tangente  commune  intérieure  peut  être  la 
droite  AD,  les  deux  cercles  touchant  cet  te  droite  au  même 
point,  et  c'est  ce  cas  que  l'on  devait  surtout  considérer 
en  vue  de  la  seconde  partie  du  problème.  Le  point  D 
est  alors  le  point  de  contact  avec  BC  du  cercle  qui 
touche  les  trois  droites  indéfinies  BC,  AB,  AC,  et  qui 
a  son  centre  au  point  de  rencontre  des  bissectrices 
considérées  ;  ces  bissectrices  étant  données,  il  y  a 
donc  un  seul  point  D,  mais  ce  point  correspond  à 
deux  solutions  différentes. 

Avec  les  bissectrices  des  angles  intérieurs,  le  point  D 

étant  entre  B  et  C,  les  cercles  (^)  et  (y)  peuvent  être 

inscrits  aux  triangles  ADB  et  ADC,  ou  être  exinscrits 

dans  les  angles  B  et  C  respectivement;  on  a,  dans  les 

deux  cas, 

DB  -DG  =  AB  — AC, 
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et  D  est  le  point  de  contact  avec  BC  du  cercle  inscrit 
an  triangle  ABC. 

Avec  les  bissectrices  des  angles  extérieurs,  le  point  D 
étant  entre  B  et  C,  les  cercles  (^)  et  (y)  peuvent  être 
exinscrits  aux  triaugles  ADB  et  ADG  dans  les  angles 
qui  ont  leurs  sommets  en  A,  ou  dans  ceux  qui  ont  leurs 
sommets  en  D;  on  a  alors 

DG  — DB  =  AB  — AG, 

et  D  est  le  point  de  contact  avec  BC  du  cercle  exin- 
scrit au  triangle  ABC  dans  l'angle  A. 

Avec  la  bissectrice  de  l'angle  intérieur  en  B  et  celle 
de  l'angle  extérieur  en  C,  le  point  D  étant  sur  le  pro- 
longement de  BC  au  delà  de  C,  le  cercle  (JîJ)  peut  être 
inscrit  au  triangle  ABD  en  même  temps  que  le  cercle  (v) 
est  exinscrit  au  triangle  ACD  dans  l'angle  ACD,  ou 
encore  le  cercle  ([îi)  peut  être  exinscrit  au  triangle  ABD 
dans  l'angle  B  en  même  temps  que  le  cercle  (v)  est 
inscrit  au  triangle  ACD;  on  a  alors 

DB  +  DG  =  AB -+- AG, 

et  D  est  le  point  de  contact  avec  BC  du  cercle  exinscrit 
au  triangle  ABC  dans  l'angle  B. 

2.  La  tangente  commune  intérieure  peut  être  la 
droite  BC,  les  deux  cercles  touchent  cette  droite  au 
même  point.  Si  l'on  considère,  par  exemple,  les  bis- 
sectrices des  angles  extérieurs  en  B  et  C,  on  trouve 
AD  =/?,  ce  qui  donne  deux  solutions  ;  etc. 

3.  Cliacune  des  droites  AD  et  BC  peut  être  une  tan- 
gente commune  extérieure.  Soient  E  et  F  les  points  de 
contact  des  cercles  (^)  et  (v)  avec  la  droite  BC,  et  po- 
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sons  13E  =  X,  CF  =j^',  le  sens  positif  pour  BE  étant  le 
sens  BC,  le  sens  positif  pour  CF  étant  le  sens  CB* 

Si  les  centres  -^  et  r  doivent  être  sur  les  bissectrices 
des  angles  intérieurs  en  B  et  C,  on  a  d'abord  (sans  te- 
nir compte  du  contact) 


le  contact  donne,  en  observant  que  FE  =  /»  —  a  (dans 

le  sens  BC), 

/?(/>  — a)  _ 


ré(|ualion 


xy 


X2_«X-f- 


p(p 


ayant  des  racines,  on  a  ainsi  deux  solutions.  La  dis- 
lance du  milieu  du  coté  BC  au  milieu  du  segment  FE, 

dont  le  sens  et  la  longueur  sont  connus,  est  -\fap. 
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Les  angles  extérieurs  en  B  et  C  ne  donnent  pas  de 
solution  ;  réqualion 


n'a  pas  de  racines 
Si  l'on  considè 
extérieur  en  G,  on  a,  avec  EF  =/>  —  c  dans  le  sens  BC, 


Si  l'on  considère  l'angle   intérieur  en  B  et  l'angle 


,  ip  —  b)ip  —  C) 


4 


la  distance  du  milieu   du  côté  BC  au   milieu  du   seg- 
ment EF  est  -  sjci{p  —  b). 

Avec  l'angle  intérieur  en  C  et  l'angle  extérieur  en  B, 
on  a  FE=/?  —  b  dans  le  sens  CB,  et  la  distance  du 
milieu  du  côté  CB  au  milieu  du  segment  FE  est 

II.   (Le  lecteur  est  prié  de  compléter  la  figure.  ) 

L  Soient  D  et  D'  les  points  où  la  droite  ZZ'  ren- 
contre les  droites  SX  et  SX'.  En  appliquant  au 
triangle  ABC  le  résultat  obtenu  dans  la  première  par- 
lie,  avec  la  première  hvpothèse,  on  voit  que  D  est  le 
point  de  contact  avec  HC  du  cercle  qui  a  pour  centre  le 
point  M  et  qui  est  tangent  aux  trois  droites  B(^,  AB, 
AC;  le  lieu  du  point  M  est  donc  la  perpendiculaire  A 
menée  en  D  à  la  droite  SX.  Le  lieu  du  point  M'  est  de 
même  la  perpendiculaire  A' menée  en  D'à  la  droite  SX'. 
Les  deux  droites  A  et  A'  passent  au  milieu  O  du  seg- 
ment 3v. 

2.  Les  côtés  du  quadrilatère  M  |3M'v  sont  les  bissec- 
trices des  angles  du  quadrilatère  BB'C'C;  ce  quadrila- 
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tère  M^M'y  est  donc  inscripllble  à  un  cercle.  On  a, 
d'ailleurs, 

M=i''h ,  M'=i<' , 

■l  '  2 

La  droite  MM'  est  la  bissectrice  de  l'angle  A. 

^bis.  La  perpendiculaire  menée  en  O  à  la  droite  ^y 
passe  au  centre  du  cercle  M|3M'-'.  Si  w  est  le  point  où 
la  droite  MM'  rencontre  cette  perpendiculaire,  comme 
les  droites  Oji  et  Ow  sont  les  bissectrices  des  angles 
que  forment  les  droites  A  et  A',  le  conjugué  du  point  oi 
par  rapport  à  M  et  M'  est  sur  |jv,  et  la  droite  |iy  est  la 
polaire  du  point  to  par  rapport  au  cercle  considéré.  Les 
droites  MM'  et  [3"'  sont  donc  conjuguées  par  rapport  à 
ce  cercle. 

3.  Le  segment  MM',  compris  entre  les  droites  fixes 
A  et  A',  étant  vu  sous  un  angle  constant  de  chacun  des 
points  ^  et  v,  l'enveloppe  de  la  droite  MM'  est  une  co- 
nique de  fojers  '^  et  y,  tangente  à  ces  deux  droites.  Les 
valeurs  des  angles  ^3  et"  montrent  que  cette  conique  a 
pour  asymptotes  les  droites  A  et  A';  elle  a  un  sommet 
au  point  K..  On  |)eut  encore  démontrer  que  le  produit 
des  dislances  des  points  |j  et  v  à  la  droite  MM'  est 
constant. 

Le  point  de  contact  de  la  droite  MM'  avec  son  enve- 
loppe est  le  milieu  P  du  segment  MM'.  En  efTel,  les 
droites  MM'  et  |jv  étant  conjuguées  par  rapport  au 
cercle  M|iM'y,  la  droite  jiJv  passe  au  pôle  de  MM',  et  le 
milieu  P  de  la  corde  MM'  est  un  point  tel  que,  si  on  le 
joint  aux  points  [i  et  -',  la  droite  PM  est  bissectrice  de 
l'angle  ,3Py  (réciproque  du  tait  considéré  plus  haut). 
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Si  l'on  n'avait  pas  tenu  à  n'utiliser  que  les  propriétés 
focales  de  l'hyperbole,  on  aurait  pu  faire  voir  que  l'aire 
du  triangle  MOM'  est  constante  en  démontrant  que  le 
produit  OM.OlVr  est  constant  (voirn°  o).  Dans  le  même 
ordre  d'idées,  le  fait  que  P  est  milieu  de  MM'  est  im- 
médiat. 

T  A 

4.   Les  valeurs  des  angles  3 M"  et  jA^'  étant  -  H 

b  i  .  I  .  2  2 

\ 

et  —,  les  deux  cercles  3M-'  et  jAvont  leurs  tangentes 

en  |v  ou  en  -'  rectangulaires  ;  le  cercle  A|i*'  est  donc  or- 
thogonal au  cercle  M^jM'y.  Le  centre  du  cercle  Ajiy 
est  dès  lors  le  point  to. 

Autrement  :  la  droite  Aoj  étant  bissectrice  de  l'angle 
BAC,  en  même  temps  que  les  droites  A|i  et  Av  sont 
bissectrices  des  angles  KAB  et  RAC,  si  l'on  désigne 
par  2X  et  Q.y  les  angles  KAB  et  KAC,  on  a 

BAio  =  a"-f-^,         oa         ^Aa)=j'  =  YAK, 

de  sorte  que  Aw  et  AK  sont  également  inclinées  sur 
Aji  et  Ay.  Le  point  w  étant  d'ailleurs  sur  la  perpendi- 
culaire menée  à  la  droite  |j"  en  son  milieu  O,  ce  point 
est  le  centre  du  cercle  A'i".  Donc  .... 

Un  même  cercle  M^M'*'  donne  deux  positions  du 
point  A  sur  la  droite  ZZ',  avec  un  même  cercle  A  ^3"". 

4  bis.  Le  cercle  A^S"  étant  orthogonal  au  cercle 
MjjM'y,  si  A  A,  est  le  diamètre  de  ce  cercle  issu  de  A, 
les  points  A  et  Ai  sont  conjugués  par  rapport  à  M  et  M'; 
comme  A  est  un  centre  de  similitude  des  deux  cercles 
(M)  el  (M'),  A,  est  le  second  centre  de  similitude,  et 
le  cercle  A|i",  de  diamètre  AA,,  est  coradical  à  ces 
deux  cercles.  On  peu!  remarquer  que  les  droites  -iA 
et  Y  A  sont  bissectrices  des  angles  M|îiB'  et  MyC 
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Aulrement  :  le  centre  ASyel  les  cercles  (M)  el  (M'), 
qui  ont  leurs  centres  en  ligne  droite,  auront  deux  à 
deux  même  itxe  radical  s'il  existe  à  distance  finie  un 
point  ajant  même  puissance  par  rapport  à  chacun 
d'eux;  or,  les  puissances  du  point  S  par  rapport  à  ces 

cercles  sont  SD  ,  SU'  ,  S|3  x  Sy,  et  l'on  a 

dans  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon 
0D  =  O^  =  Oy. 

L'axe  radical  commun  se  confond  avec  la  droite  SEF, 
en  appelant  E  et  F  les  points  de  contact  des  droites  AB 
et  AC  avec  les  cercles  (|â)  et  (y).  Les  droites  P,3  et  Py 
passent  en  effet  aux  points  E  el  F  respectivement, 
comme  on  peut  le  voir  au  moyen  des  égalités  d'angles 

MP^  =  MPy  =  iW'; 

comme  P  est  milieu  de  MM',  E  est  milieu  du  segment 
compris  entre  les  |)oints  de  contact  des  cercles  (M) 
et  (M'j  avec  AB  ou  AC. 

o.   La  similitude  des  triangles  MO  ^  et  ^OM'  donne 

OM  _  OJ^  OM  _  ^ 

O^^  ~  OM''         ""  OD  ~  OM'' 

de  sorte  (juc  MU'  et  M'D  sont  parallèles.  On  a  donc 

OM  _  DO  _  MD'  _  AD' 
^'^  DÔ  ~  OM'  ""  MD  ~   AD  ■ 


On  a  encore 


AL)  _  DM  _         jX^  _  AJ) 

ZÂ)  ~~  cm  ~  ^  ~^  (m  "  ' '^  AD' 


(  35o  ) 
ou 

*  wL)  ~  AD  ^  ad" 

Autrement  :  si  H  est  Torlhocentre  du  triangle  A^3v, 
on  a  AH  =  2toO,  et  H  doit  être  conjugué  de  A  par 
rapport  à  D  et  D';  or  on  a 

KA.KH  =  kS.Kv  =  kF'. 


CONCOIKS  D'AD)ll$SIO\  A  L'ÉCOLE  \0RM4LE  SIJPÉRIEIRE 
m  1907. 

Première   composition  de   Mathématiques 
(Sciences  I  et  II). 

Solution  par  M.  Jean  SERVAIS. 


I.   Étudier  la  varia/ion  de  la  fonction 
y  =  e--^  sinr. 

Représenter  cette  variation  par  une  courbe  rap- 
portée à  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy.  Déter- 
miner les  points  d'inflexion  de  la  courbe. 

Calculer  V intégrale 


oii  k  désigne  un  entier  positif  (A'  =  i,  2,  3,  . . .)  et 
indiquer  la  signification  géométrique  de  cette  inté- 
grale. 

Déterminer  la  limite  de  \/,  pour  /•  =  +  00. 

II.    i"  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox 
et  OjK,  on  demande  de  trouver  une  courbe  (C  )  possé- 


(  35i  ) 
clant  la  propriété  suii>ante.  Si,  en  un  point  quel- 
conque M  de  cette  courbe,  on  mène  la  tangente  MT 
qui  rencontre  Or  en  T,  et  si  Von  abaisse  du  point  M 
ta  perpendiculaire  MP  sur  Ox^  l'aire  du  tra- 
pèze OTMP  est  équivalente  à  un  carré  donné  de 
côté  a  {fig.  i). 

Fig.  I, 


On  établira  l'équation  de  la  courbe  en  supposant 
que  l'arc  de  courbe  considéré  ait,  par  rapport  aux 
axes,  la  disposition  indiquée  sur  la  figure;  on  tra- 
cera la  courbe  dont  on  aura  obtenu  ainsi  l'équation 
et  l'on  énoncera  la  propriété  géométrique  qui  rem- 
place celle  de  l'énoncé  pour  les  arcs  qui  présentent 
une  disposition  différente  de  celle  de  la  figure. 

2"  Parmi  les  courbes  trouvées  on  construira  en 
particulier  celle  qui  passe  par  le  point  x  =^  a^  y=:^a^ 
et  l'on  calculera  les  rayons  de  courbure  de  cette 
courbe  aux  points  d'abscisses  x  =  ±:  a. 


111.  Ln  fil  élastique,  de  masse  négligeable,  est 
attaché  à  un  point  fixe  A;  quand  ce  Jil  pend  libre- 
nienl  sous  l'action  de  la  pesanteur,  sans  être  tiré, 
il  a  une  longueur  AB  ^  /  et  une  tension  nulle. 
Quand  le  fil  est  tiré,  à  son  extrémité  libre,  de  façon 
à  prendre  une  longueur  AM  =  /•,  plus  grande  que  l, 
la  tension  F  du  fil  est  une  force,  dirigée  de  M 
vers  A,  ayant  une  intensité  proportionnelle  à  l'ai- 


longeme.nt 


(  35.  ) 
F  =  k(r  —  l). 


où  k  est  une  constante  positive. 

i"  Ceci  posé,  on  attache  au  bout  du  fil  un  point 
pesant;  déterminer  la  masse  m  de  ce  point,  de  façon 


Fig.    2. 

TA 


"B 


0 
'F 

"M 
Me 


quHl  soit  en  équilibre  sous  V action  de  son  poids 
et  de  la  tension  du  fil,  dans  la  position  O  telle 
que  AO  =  2I. 

2"  On  tire  sur  le  fil  portant  à  son  extrémité  ce 
point  matériel  m  et  l'on  amène  le  point  dans  une 
position  Mo  telle  que  AMo=/"o  ait  une  longueur 
supérieure  à  2I,  puis  on  abandonne  le  système  à 
lui-même  sans  vitesse  initiale.  Etudier  le  tnouvement 
du  point  matériel  m. 

Quelle  doit  être  la  valeur  de  r^  pour  que  le  point  m 
remonte  jusqu' au  point  B.  où  la  tension  s' annule,  et 
arrive  au  point  B  avec  une  vitesse  nulle? 

Quelle  doit  être  la  valeur  de  r„  pour  que  le  point  m 


(  353  ) 
remonte  jusqu'en  A  et  arrive  en  A  avec  une  vitesse 
ni/ lie'/ 

1.   La  dérivée  de  la  ("oncUon  esl 

-f-  =  e~-'  (008  37  —  sin.r ). 
dx 

Elle  s'annule  pour  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles 

t  a  11  2  ./■  =  I , 


SOll 


X=    -^    -^  /kTT. 

4 


La    fonction    passe    donc    alternativement    par    les 
maxima  et  niinima  pour  les  valeurs 


a?  =    j   —  '2TC, 

-4 

t: 

TT 

.=  --.., 

4 

([ni    \()nl    en    décroissant    en    valeur    absolue    et    sont 
alt<'rnalivement  positives  et  néj^atives  : 

■}  •>.  91  -2  l 

[ja  courbe  représenlalive  coupe  d'ailleurs  l'axe  Ox 
aux  |)oinls  d  abscisses  /ct:,  elle  a  donc  la  forme  de  la 
ligure  .'),  ilune  sinusoïde  déformtM*  dont  les  sinuosités 
inliniuKMit  grandes  à  gauclie,  du  côté  des  x  négatifs, 
dt'croissent  pour  devenir  infiniment  petites  du  côté 
des  x  positifs,  de  telle  sorte  que  la  courbe  devient 
asymptote  à  Ox  du  côté  positif  en  scrpenlant. 

La  déiivée  seconde  est 

d.r- 
Ann.  de  Malhrniat.,  .'p-  série,  l.  VII.  (Août  1907.)  23 
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Les  points  d'inflexion  sont  donc  les  points  d'abscisses 

X  =  (2A-f-l)-- 
•2 

On  obtient,  par  deux  intégrations  par  parties,  l'in- 

Fig.  3. 


tégraie  indéfinie 


/■ 


—x^^nxdx  = e-^(cosr  -f-  sin.r), 


ce  qui  donne 


■1       -i 


'  1  9. 


I,-  i_ie-2^ 


en  gênerai 


I;,=  i[,_(_i)/.e-A':]. 


Lorsque  A"  croît  indéfiniment  par  valeurs  entières 
positives,  la  limite  de  1a  est  manifestement  -•  C'est  la 
somme  d"unc  série  alternée  convergente  dont  les  termes 
sont  les  aires  des  boucles  successives  de  la  courbe. 

11.  L'équation  de  la  tangente  MX  est,  en  désignant 
par  .r,  y  les  coordonnées  du  point  M  et  par  X,  Y  les 
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coordonnées  couranles, 

L'ordonnée  OT  du  point  T  est  donc  (X  =  o)  : 

L'aire  du  trapèze  OTMP  est 

j -^  Y         x[  dy\ 


L'équation  différentielle  de  la  courbe  est  donc 

«  dy 

dx  -^ 

En  appliquant  à  cette  équation  linéaire  le  procédé 
classi(jue,  on  trouve  l'intégrale  générale 

x-  -1  «2 

y  ~  - — f-  - — > 

)/?  ^x 

0X1  p  désigne  une  constante  arbitraire. 

On  voit  que  la  courbe  s'obtient  en  faisant  la  somme 
des  ordonnées  de  mèmie  abscisse  de  la  parabole 


^       ip 


et  de  riijperbole  équilatére 


Ceci  donne  immédiatement  la  courbe  qui  a  la 
forme  (I)  {Jig.  4  )  quand  p  est  positif  et  la  forme  (II) 
{Jig-  5)  quand  p  est  négatif.  Pour  -  =  o,  on  a,  en  par- 
liculier,  l'hyperbole,  ce  qui  était  à  prévoir.  On  [)as*e 


(  356  ) 
d'ailleurs  de   la   forme    (I)    à    la  forme  (II)    par    iin<; 

Fig.  'i  (forme  I). 


symétrie  par  rapport  à  l'oiigine. 

Le  point  I  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  s'obtient 

t^ig.  .5  (forme  II  ). 


en  éiralanl  à  zéro  la  dérivée 


dy       xx        •'.a-        i  x^ — «-/' 
dx       ?){)        '^x'^        3       />.r2 
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qui  a  pour  racine  réelle  unique 

.r  =  V  «V'- 

\jC  point  d'inflexion  sV)l)lieut  en  clierclianl  la  valeur 
pour  la{|uelle  s'annule  la  dc'rivée  seconde 


dx-         3  \ /;  .r-*  /         x- 


d^ 
dx- 

Celle  dérivée  s'annule  en  même  lemps  que  j^  pour 


X  ^  —  \  ?.n'^ p  ; 

le  point  d'inflexion  D  est  donc  le  point  où  la  courbe 
coupe  Ox. 

De  l'orif^ine  O  menons  la  tangente  OA  à  la  courbe. 
L'abscisse  de  A  est  donnée^  par  l'équation 

'"(>'  _  y 

dx        X 
qui  s'écrit 

X        4  ^'' 

et  a  pour  racine  réelle  unique 


X  =  \  4  a°^p- 

\jA  courbe  {jig.  4)  est  ainsi  partagée  en  quatre  arcs  : 
BA,  AC,  ED  et  DF.  L'arc  BA  correspond  à  l'énoncé. 
D'ailleurs  pour  tout  point  M  de  la  courbe  on  a  : 

xv        x\ 

■>,  ■>. 

—  est,  au  signe  près  {Jig-  i),  l'aire  du  triangle  OMI*. 

x\ 

et  —  est  celle  du  triangle  OMT. 

l^our  un  point  INI,  de  l'arc  A(]  on  a 

jr  >  o,         j'  >  o,  Y  <  o; 


don< 


ou 
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r/2=  aire  OM,  P,—  aire  OM,  T, 
«2=  aire  M, Q,P,  — aire  OQiT,. 


(^,  rlanl  le  point  d'inlerseclion  de  la  laiii^enle  avec  O.r. 
Pour  un  point  Mo  de  Tare  ED  on  a 

a-i=  aireOMoTa— aircOMjP. 
OU 

a2=  aireOQ.To— aireM.QoPo- 
Enfin  pour  un  point  M;,  de  l'axe  DF  on  a 

a^=  aire  OMsP.,-^  aire  0^3X3=  aire  OP3M3T3. 

On  voit  (pic.  lorsque  le  li-apèze  OPiNJT  est  convexe, 
l'équation  exprime  que  son  aire  est  égale  à  a-  et  que, 
lorsque  le  trapèze  est  concave,  «-  est  égal  à  la  difle- 
rence  des  aires  des  deux  triangles  formés  par  le  recou- 
pement des  côtés  non  parallèles. 

Si  l'on  convient  d'appeler  aire  du  trapèze  concave 
la  somme  algébrique  des  aires  des  deux  triangles  qui 
le  forment,  Taire  d'un  de  ces  triangles  étant  précédée 
du  signe  -(-  ou  du  signe  —  suivant  qu'un  mobile,  par- 
courant le  contour  ]MTOPdu  trapèze  dans  le  sens  de  M 
vers  T,  a  l'aire  du  triangle  à  sa  gauche  ou  à  sa  droite, 
on  peut  dire  que,  dans  tous  les  cas,  Vaire  du  trapèze 
M  TOP  est  égale  à  a-. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  passe  par  le 
point  X  =  a^  y  =^  a^  on   a  />  =  rt  et  ce  point  est  pré- 

•     ,  I  •  I       .    '/ K  1 ^ 

Gisement  le  point  1  ou  -^  =  u.  l^n  ce  point  on  a 
'  rt.r  ' 

dx^        a-        a 
Le  rajon  de  courbure  est  donc  égal  à  -  • 
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Po 

ur  X  = 

=  —  a 

on  a  j^  = 

a 

-3' 

dx  ' 

4 

d^y  _ 
dx^ 

•> 

~  3« 

Le 

rajon 

de  co 
R  = 

urbiire  est  donc 

2 

i6y 
9  / 

125« 

3a 

III.  En  O  (.Ao"-  2)  ^3  force  F  est  égale  à  A-/,  puisque 
/•  =  2^.  Pour  que  le  point  soit  en  équilibre  il  faut  et 

il  suffit  que 

kl  —  mg, 

kl  ,        m  g 

m  =  —  ou  A  =  —j-  • 

Prenons  alorsOconime  originedesabscîsseset  comme 
sens  positif  sur  la  verticale  AO  le  sens  de  haut  en  bas, 
de  A  vers  O.  Soit  OM  =  a:;  on  a 

r  =  2I  -~  X, 
do  II 

F  =  k  (l  -{-x)  =  mg  -+-  -y- X. 

L'équation  différentielle  du  mouvement  du  point  est 
alors 

rf^a-  m  g 

,n—-^-,ng-~x^^mg, 

OU 

d^x  g 

Il  est  bon  de  remarquer  de  suite  que  celle  é(|ualion 
n'est  valable  que  si  le  fil  est  tendu,  c'est-à-dire  si  1  on  a 

/•^  /,         ou        X  ^^  —  /. 


(  36o  ) 
L'inlégrale  générale  de  celle  équation  est 


=  A  cosl/^  t  -h  B  s'iil/y  t, 


et,  d'après  les  données  initiales,  on  doit  avoir,   pour 
/  =  o, 

ce  qui  donne 

k  —  i-Q —  il,         B  =  o. 

L'équation  du  mouvement  est 

D'après  la  remarque  précédente  elle  ne  serSi  const a in- 
metit  applicable  que  si  l'on  a  toujours  x^ —  /.  Le  mi- 
nimum de  X  est  —  (/'o —  2 /).  Ceci  aura  donc  lieu  si 

—  /•o-î-2/^— /,         ou         /■o;^3/. 

Nous  dislinf;uerons  donc  deux  cas  : 
1°  /"o^S/.  Le  mouvement  de  M  est  un  mouvement 
oscillatoire,    autour   de    la    position    moyenne    O,    de 

période   2  iz  </_  et  d'amplitude  2  (/•(, —  il).  Le  point 

\    g 
oscille  entre  Mo  et  le  point  Mj,  symétrique   de  M,,  par 

rapport  à  O. 

En  particulier  M'^  coïncide  avec  B  si  /q  =  3/. 

2"  /o  >  3  /.  Dans  ce  cas  le  mouvement  commence  par 
être    régi   par    l'équation  (2).    Le     point   M    remonle 

de  Mo  en  O,  passe  en  O  au  temps  - 1  /—  et  atteint  le 
point  B  à  un  instant  t^  tel  que 


/=(/-u— ■i/)cosl/?^/,, 


(  3.6.   ) 
avec  une  vilesse  v^ 


i-,  =  _  ,  ,v  -  •..  /  )l/Ç  sin  i/^  /, 


On  a  donc 


l'ï  =  -|  (/'o—  0  (''o—  'i/j- 


t'i  = 


-^/yCo-Oi'-u-'i/- 


A  ce  moment  le  fil  5e  détend  et  le  point  est  un  point  pe- 
sant libre.  Il  remonte  donc  d'un  mouvement  uniformé- 
ment retardé,  au-dessus  de  B,  jusqu'à  une  hauteur  // 
lelle  que 

.  _  ^i  _  (/-Q— /)(/-o  —  3/) 

9,  ^'  i  l 

puis  redescend  et  revient  en  B  avec  la  vilesse  \^'i\-  I-e 
ni  se  tend  à  nouveau,  le  mouvement  oscillatoire  reprend, 
le  point  descend  jusqu'en  jMq  où  sa  vitesse  s'annule;  et 
tout  recommence  comme  précédemment. 

Pour  que  le  point  arrive  en  A  avec  une  vitesse  nulle, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

h  =  l, 
ou 

(/•o—  /)(/-o— 3/)  =  2/^ 

r'I  —  '\  I  /-o  -H  /-  =  o. 

On  prend  pour  ]\  la  racine  plus  grande  que  M: 

/•o=(-2+v/3)/. 
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Deuxième  composition  de  Mathématiques 
(  Sciences  I). 

SoLL'Tiox  PAR  M.  Jean  SERVAIS. 


1.  O^,  Oy,  Oz,  étant  trois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires,  montrer  que  l'équation 

y^z^-^  ikxyz  -î-  k^x-  —  iak-y  =  o. 

où  a  et  k  désignent  deux  longueurs  données,  définit 
une  surface  réglée  (S).  Trouver  les  traces  et  les  con- 
tours apparents  de  cette  surface  sur  les  plans  de 
coordonnées.  Indiquer  une  construction  géomé- 
trique des  génératrices  rectilignes  de  la  surface. 

2.  A  .quelle  condition  les  coefficients  de  l'équa- 
tion 

A  j-  -h  lày  -t-  C  5  -H  D  =:  o 

doivent-ils  satisfcdre,  pour  que  le  plan  représenté 
par  cette  équation  contienne  une  génératrice  de  la 
surface?  Quelles  sont,  en  supposant  cette  condition 
vérifiée,  les  coordonnées  du  point  de  contact  du  plan 
et  de  la  surface? 

3.  L'intersection  de  la  surface  (2)  et  du  cylindre 
dont  l'équation  est 

x-  -^-  y^  —  •>■  a  y  =  o 

se  compose  de  l'axe  Ozet  d'une  courbe  gauche  (C); 
exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  les 
coordonnées  d' un  point  quelconque  de  (C).  Une  gé- 
nératrice du  cylindre  rencontre  la  courbe  (C)  en 
deux  points  :  lieu  du  milieu  de  ces  deux  points. 


(  ;^<>3  ) 

i.  La  section  de  (S)  par  un  plan  parallèle  à  xOy 
est  une  parabole  (P);  exprimer,  en  fonction  de  la 
cote  de  son  plan,  le  paramètre  de  cette  parabole; 
tromer  le  lieu  de  son  foyer  et  celui  de  son  sommet; 
construire  les  projections  de  ces  courbes  sur  les  plans 
de  coordonnées. 

o.  La  parabole  {V)  se  projette  sur  xOy,  suivant 
une  parabole  (Q);  chercher  les  enveloppes  de  l'axe 
et  de  la  directrice  de  (Q). 

Indiquer;  dans  le  plan  xOy,  une  définition  géo- 
métrique des  paraboles  (Q). 

0.  //  existe,  sur  chacune  des  paraboles  (Q),  un 
point  M  tel  que  le  cercle  osculateur  en  M  passe 
par  O  :  trouver  le  lieu  du  point  M. 

1.  Le  cône  directeur  de  la  surface  se  composant  des 
plans  )- ^  o  et  c  :=  o,  elle  ne  peut  admettre  que  des 
génératrices  parallèles  à  ces  plans;  or  l'équation  de  la 
surface  (^C)  s'écrit  : 

(  I )  {yz  -+-  kxY-  —  ■>. a k^-y  =  o 

et  sous  cette  forme  on  voit  que  seuls  les  plans  paral- 
lèles au  plan  xOz  la  coupent  suivant  des  droites  : 

y  =  i^- 

ixz  -h  kx  —  ±  k  ]/•}.((  a. 

(Chacun  de  ces  plans  coupe  la  surface  suivant  deux 
droites  parallèles,  le  reste  de  Tinterseclion  étant  rejeté 
à  l'inllni  suivant  la  droite  à  l'infini  du  pian  .lOz  qui 
est  une  droite  double  de  (ï).  Ces  génératrices  ne  sont 
réelles  que  si  ij.  >>  o.  La  surface  est  située  tout  entière 
du  côté  des  y  positifs. 


(  364  ) 
Pour  avoir  un  parainrlre  qui   entre  ralionnellement 
dans  les  équations,  posons 

2  a  i-i  =  ).- 
et  les  équations  d'une  généralrice  quelconque  seront 

(2)  }  -^ 

\  ),^-  -T-  ?.ak{x  —  A  j  =  o. 

Les  deux  généralrices  G  et  G' situées  dans  un  même 
plan  parallèle  au  plan  xOz  correspondent  à  deux  va- 
leurs opposées  de  \. 

La  trace  sur  le  plan  1-  =  o  est  l'axe  Os,  deux  fois. 
La  surlace  est  Idiii^cnle  au  plan  zOx  tout  le  long' 
de  Oz.  La  trace  sur  le  plan  :;  ^  o  est  la  parabole  Pq  : 

X-  —  ■>.  a  y  =  o  ; 

celle  sur  le  plan  x  ^o  est  l'axe  O  z-  et  la  cubique  Qo  : 
j-2—  •>,«/.-'  =  o, 

admettant  Oy  comme  axe  de  symétrie  et  asymptote  à 
Os  et  Oy, 

Les  contours  apparents  en  projection  sont  les  enve- 
loppes des  projections  des  génératrices. 

J^e  contour  apparent  sur  le  plan  xOz  est  donc  l'en- 
veloppe de  la  droite 

K^^  z  —  ■).  a  k )>  —  •}.  a  kx  =0 

(pii  est  l'hyperbole  équilatcre  H 

■}.  x  z  —  «A  =  o . 

Les  génératrices  se  projettent  sur  le  plan  y  Os  sui- 
vant des  parallèles  à  Os  cl  sur  zQ)x  suivant  des  paral- 
lèles à  Çix.  Les  contours  apparents  sur  ces  deux  plans 
sont  les  projections  des  génératrices  limites.  Ce  sont 
les  traces  Os  et  0.r  du  plan  tangent  zOx. 


(  365  ) 
On  a  alors  une  idée  nette  de  la  surface  (-).  Un  plan 
parallèle  au   plan   zOx  {Ji^^-  (>)  coupe  la  surface  sui- 

Fig.  G. 


vaut  deux  génératrices  parallèles  G  et  G'  s'appuyant 
sur  la  parabole  1%  et  la  cubicpie  Qo  en  M,  N  et  M',  N'. 
Lorsque  le  plan  sécant  coïncide  avec  le  plan  ^0:ples 
deux  génératrices  G  et. G'  se  confondent  avec  Oz. 
Lorsque  le  plan  s'éloigne  indéfiniment  du  côté  des  y 
positifs  les  deux  droites  G  et  G'  s'éloignent  toutes  deux 
indéfiniment  dans  le  plan  xOy  et  viennent  coïncider 
avec  la  droite  à  l'inlini  de  ce  plan  (pii  e>t  une  seconde 
droite  double  de  la  surface. 

Pour  construire  géomélmpieMieiit  une  génératrice  G 
nous  piciKJDs  un  point  iM  de  la  |)arabole  Pq-  Soit  m  la 
projection  de  Al  sur  Ox.  De  m  nous  menons  l'unique 
tangente  mn  à  l'bj'perbole  11  de  contour  apparent; 
la  génératrice  G  est  la  parallèle  MN  menée  par  M 
à   1)1  II. 


(  366  ) 
2.    Pour  que  le  plan 

Ar-4- Bj-t-Ci-f- D  =  o 

contienne  la  génératrice  G  définie  par  les  équations  (2) 
il  faal  cjue  l'équation 


\  2  ak 


soit  vérifiée  quel  que  soit  5;  ce  qui  donne 
G-^  =0, 

AX-4-B—  -+-D  =0: 
ia 

en  éliminant  A  entre  ces  deux  équations  on  aura  la  con- 
dition pour  que  le  plan  contienne  au  moins  une  géné- 
ratrice. 

La  première  équation  donne 

^  „       2  a  A"  G 
cette  valeur  portée  dans  la  seconde  fournit 

et  la  condition  clierchée  est 

(4)  (ABG-+-ÀD)2=  .2«AGA3. 

C'est  l'équation  tangentielle  de  la  surface.  Si  elle  est 
vérifiée  le  plan  contient  la  génératrice  correspondante 
à  la  valeur  de  A  fournie  par  l'équation  (3)  et  il  est  tan- 
gent au  jjoint 

_  (A-BG-4- AD)D— U//GA2 
^  (ABG-^  K\))\  ' 

•^  ""     A  ' 
_  _  (ABC  + AD)A-B  — gA-A» 

"  ~  (ABG-4-AD;A 


(  367  ) 
3.    Pour  avoir  la  courbe  (C)  il  suffit  de  chercher  le 
lieu  des  points  d'intersection  de  la  génératrice  G  avec 
le  cylindre 

(  5  )  x^-hy^  —  •>.  ay  =  o. 

On  aura  les  coordonnées  d'un  point  en  fonction  de  ). 
en  résolvant  le  système  des  trois  équations  (a)  et  (5), 
en  x^y,  z,  ce  qui  donne 


v/4a2— X2, 
■la 


y  =  — » 


z  =  -y-ip  y /4rt2_  xs 


Pour  avoir  des  expressions  rationnelles  posons 


± 

v/4«^ 

—  X2=    (•>« 

•  X)/. 

On 

en  lire 
X  =  îa 

<2 

—  I 

iat 

±v/4«^- 

— 

X2  = 

f^ 

-4-  I 

e--^  r 

et 

,  pai 

'  suite, 

X  = 

y  = 

z  = 

4at(t^—i) 

«  + 1 


Cette  courbe  est  du  cinquième  ordre.  Cela  lient  à  ce 
que  rinlerseclion  complète  du  cylindre  et  de  (S)  com- 
prend en  oulre  trois  fois  l'axe  O:;. 

On  voit  que  x  el  y  pourraient  s'exprimer  rationnel- 
lement en  z  : 

4aA3(A-2—  z^) 


(A-2+32)2 

J       _     Sak^z-^ 


(  368  ) 
Les  deux  points  d'inlerseclion  d'une  génératrice  G 
avec  la  courbe  (C)  sont  évidemment  ses  deux  points 
d'intersection  avec  le  cylindre  dont  le  milieu  N  est  dans 
le  plan  diamétral  correspondant,  qui  est  le  plan  yOz. 
Le  lieu,  du  milieu  N  est  donc  la  cubique  Qo'»  Iface  de  la 
surface  (S)  sur  le  plan  y  O:;. 

4.  Le  plan  horizontal  de  cote  z  coupe  la  surface  (S) 
suivant  la  droite  double  à  l'infini  et  une  parabole  (l*) 
dont  la  projection  iiorizonlale  (Q)  a  pour  équation 
l'équation  (i),  où  l'on  considère  c  comme  un  paramrtre. 

On  |ieut  remarquer  que  l'équation  (i)  est  l'équation 
générale  des  paraboles  osculatrices  au  cercle  (5)  au 
point  O.  Les  résultais  qui  suivent  sont  alors  classiques. 
Ceci  permettait  aussi  de  prévoir  que  tout  plan  liorizon- 
lal  ne  coupe  la  courbe  (C)  |)récédente  qu'en  un  point 
et  (pie  le  cylindre  a  l'axe  O-  trois  fois  eu  commun 
avec  (S). 

Pour  meltro  en  évidence  l'axe  et  la  tangente  au 
sommet  de  cette  parabole  (Q)  écrivons  l'équation  sous 
la  forme 

( yz  -^-  kx  -\-  pY  —  -i^kx  —  2 ( ak' -\-  Çiz)y  —  p-=  o 
et  choisissons  o  de  façon  que  les  deux  droites 

yz  H-  />■.?•  -+-  p  =  o, 
-i^kx  +  ■^.(a/i^-t-  ps)  >-  -f-  p2=  o 

soient  rectangulaires,  (^eci  donne 

p/i--4-  {<ik--  pz)  z  =  o, 
ak'-  z 


z--^k-^ 
cl  l'cMpialion  de  la  parabole  (Q)  s'écrit 


(  369  ) 
Changeons   de   cooi'données  en  prenant   pour  axes 
Taxe  de  la  parabole  et  la   tangente    au    sommet.    Les 
nouvelles  coordonnées  X,  Y  sont  alors  les  distances  du 
point  {x,y)  à  ces  deux  droites  et  Ton  a 


(6) 


L'équation  de  la  parabole  est  alois 
Y*  —  -2 \  =  o. 

Le  paramètre  de  la  parabole  est  donc 


aA3 

<7)  P=  


Le  sommet  est  le  point  X  =  o,  \  =  o  ou,  en  résol- 
vant en  X  et  y, 

/  akzi  z-  +-  xk-) 

J  -   «A-  Z^ 

!  -^  ^  ■?.(z-^-~k*-r-  ' 

Ces  équations,  si  l'oiv  y  considère  z  comme  une 
coordonnée,  définissent  le  lieu  du  sommet  dans  l'espace. 
Si  l'on  y  regarde  z  comme  un  paramètre  elles  donnent 
la  projection  du  lieu  sur  le  plan  ./O)'.  Cette  projection 
est  une  quarli(pie  unicuisale,  qui  a  la  forme  de  la 
ligure  'j. 

\.e  foyer  est  le  point  X  =  -  ,  ^=  o,  ce  qui  donne, 
en  vertu  des  formules  (6)  et  (7),  et  en  résolvant  en  x 
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et  y, 

(F) 


(   370   ) 

ak  z 

.       ak- 

(  ^'=    i{z^-i-k^)' 

Fie.  7. 


L^T 


3a   a 

8  '  8 


Celle  courbe  est  un  cercle,  car  on  a 

a 

x^^y-=  -y. 

o.    La  directrice  a  pour  équalion  X  = —  -  >  ce  ([iii 
s'écrit,  en  verlu  des  formules  ((3)  et  (7), 


(D) 


,  ak 

zx  -4-  ky  H =  0. 


Elle  passe  par  le  puinl  (ixe 

a 
X  =  o,         y  =  —  -' 

L'équalion  de  \'axe  esl  \  ^  o  ou 

ik^Z 


kx  -h  zy  —  — 


2_X-: 


L'enveloppe  s'obtient  en   lui  adjoignant  l'équation 
df'rivée  par  rapport  à  :■ 


(  ^v  ) 

L'enveloppe  est  donc  la  (jiiarlique  iinicursalc; 


y  = 


(]esl  l'hypocvcloïcle  à  trois  rebrousscnienls  in(li(|uée 
dans  la  figure  8,  circonscrite  au  cercle  lien  du  fojer. 

Vis.  «. 


Les  paraboles  (Q)   se  définissent  alors  siniplenient 
géométriquement. 

Soient  y  le  cercle  (  /?.?•.  9)  décrit  par  le  fover  F,  A  le 


point  (x  =  o,j'  =  — ''/)    par    lecpiel    passe    la    direc- 


(  372  ) 
Irice  D.  Pour  avoir  une  parabole  (Q),  menons  par  \ 
une  droite  arbitraire  D  qui  sera  la  directrice.  La  para- 
bole cherchée  passe  par  O  et  est  tangente  à  0.r.  Le 
ra^'on  vecteur  OF  est  donc  le  symétrique  par  rapport 
à  Ox  de  la  pi'r|)endiculaire  OH  abaissée  de  O  sur  D; 
ce  qui  détermine  Je  foyer  F. 

6.  Pour  que  le  point  M  (x,  j')  de  la  parabole  (Q) 
soit  le  point  de  contact  d'un  cercle  osculateur  passant 
par  O,  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  OM  et  la  tan- 
gente MT  en  M  à  la  parabole  soient  également  inclinées 
sur  la  directrice  D.  Les  coeflicienls  angulaires  de  OM, 
MT  et  D  sont 

A(yz  —  kar)  y        z 


■,(yz-^/ix)-ar- 


En  exprimant  que  la  troisième  direction  est  bissec- 
trice des  deux  premières,  on  trouve  la  condition 

(  yz  -^  kxy-(z^  -h  /.  -  )  —  a/i-  z(  yz~  /{xj-T-  ak^  (  ky  —  zr  )  =  o. 

Cette  équation  jointe  à  celle  de  la  parabole  donne  le 
point  {^x,y).  En  y  remplaçant  [yz  +  kx)-  par  iak'-y 
[équation  (i)],  on  conclut  finalement  que  le  pointer,  y 
est  donné  par  l'inlerseclion  de  la  parabole  (Q)  d'é([ua- 
lion  (i)  et  de  la  droite 

y[  z---  3A'^j  —  ikzx  =  o. 

Cette  droite  coupe  la  parabole,  en  dehors  de  l'ori- 
gine, au  point  M  cherché 

1  ^akziz'-^^k-^) 


1  9  -3^ -H  /»■')- 


(  3-3  ) 

Oïl  a  ainsi  les  coordonnées  de  M  i'\|>rimée  ralioiinol- 
leinent  en  lonclion  du  paranièlre  :;. 

Celle  courbe  iiniciirsale  a  la  même  forme  que  le  lieu 
du  sommet  {Jig.  7). 

yV.  B.  —  Nous  avuns  reçu  une  solution  analogue  de 
M.  Bol V VIST. 


CEUTIFICATS  DE  CALCIL  DIFFÉRE.MIEL  ET  I\TÉGRAL. 


Bordeaux. 


Ki'RKLvii  THÉORIQUE.  —  On  donne  une  courbe  gauche  C 
et  une  sphère  X  ayant  pour  écjuation,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, 

Jr^ -r- y-  —  c"^  =  a'K 

Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  tangentes  à  la  courbe  G  soient  tangentes  à  la 
sphère  X  est  que  les  coordonnées  x,y^  z  d'un  point  M  mo- 
bile sur  la  courbe  C  satisfassent  à  la  relation  différen- 
tielle 

(x-  —  j2  _^.  -2  ,  ( dx"^  -\-  dy-  -^  dz'^  )  =  { X  dx  -4- y  dy  -^  z  dz)-. 

Calculer  la  longueur  d'un  arc  de  la  courbe  C  en  fonc- 
tion des  coordonnées  des  extrémités  de  Varc.  (  On  exclut 
le  cas  où  la  courbe  C  est  tracée  sur  la  sphère  1.  ) 

Montrer  géométriquement  que  le  plan  osculateur  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe  0  est  tangent  à  la 
sphère  S. 

On  déterminera  ensuite  la  courbe  G  par  la  condition 
qu'elle  soit  située  sur  le  cylindre  de  révolution  d'axe  Os 
et  de  rayon  donné  b.  On  formera,  dans  ce  cas,  l'équation 
du  plan  osculateur  et  l'on  calculera  le  rayon  de  cour- 
bure et  le  rayon  de  torsion  en  un  point  quelconque   de  G. 

Épreuve  pratique.  —  Étant  données  les  deux  équations 


(  ^74  ) 


di If'ére n t ie Iles  lin éa ires 


d^-y 

1           ^  ^       f  ^  </k 

+-  3  .r  -l-  ■>. 

dx'- 

-i- 

d-^Y 

y/\-^x                   ^     dx 

y  =  o. 

I                   1               1    ~ 

dx 

dx'- 

I            ,                    1 

I 

.\\\-\-  X)           j  j7  (  ,  _j_  .2-  )  ^ 

1  \  ~\-  X 

î  v/^ il  -h  x) 

montrer   qu'elles  admettent  une  solution  commune,   puis 
intégrer  complètement  chacune  des  deux  équations. 

(Juillet  if)07.) 

Caen. 

I.   Former,    en    coordonnées  rectangulaires,    V équation 
iV une  surface  S  contenant  la  parabole 


R, 


y- 


€t  telle  que  le  plan  tangent  en  un  point  "SI  de  S  rencontre, 
à  une  distance  R  de  l'origine,  la  droite  allant  de  cette  ori- 
gine à  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  OXY. 


Solution. 
On  trouve  une  équation  linéaire  et  l'on  a  l'intégrale 


R 


.T-  -+-  y-  —  \\.r  ±{\\ 


II.    Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille 
de  cercles  qui  ont  leur  centre  en  un  point  de  la  droite 


=  o, 


ar  =  a, 


et  qui  sont  tangents  à  OZ  au  point  O.  Reconnaître  que  ce 
sont  des  cercles  situés  dans  des  plans  parallèles  à  OY,  les 
axes  étant  rectangulaires. 


(  •^7-^  ) 

SOMTION. 
I^cs  conidonnées  d'un  point  des  cercles  donnés  sont 

sin  u 

.r  =  rt  (i -f- cos«),  y  =  a(  I -h  cosm)  taniji-,         z=a ; 

cost' 

les  trajectoires  sont  déterminées  par  l'équation 

du  sin  f  (Iv 

sin»  cost' 

C a*  -i-  2  —  2  G  rt  =  o  ;         T'^  -~- y^  -f-  z"^  —  iC^a  z  =o. 

(Juillet  1907.) 

Grenoble. 

Ki'KKt'VK  THKORiQLE.  —  ( hi  considère  la  surface  S  définie 
par  les  équations 

3"  =  — ^  /^'  -i-  3  uv-  ^-  3  u, 
jK  =  —  3  u-  V  -^  i'^  —  3  v, 
z  =  3u'  ^  3t'-, 

dans  lesquelles  u,  v  sont  des  variables  indépendantes,  et 
l'on  demande  de  détermine/'  : 

1°  Le  plan  tanguent  en  un  point  de  S; 

■?."  L'arête  de  rehroussenient  d'une  développable  circon- 
scrite à  S.  le  lo/t^'  d  'une  des  courbes  coordonnées  u  =  consi., 
ou  V  ^=  const.  ; 

3"  Les  lii^nes  asymptoticjues  de  S; 

4°  Les  lignes  de  courbure  de  S; 

')"  Les  rayons  principaux  en  un  point  de  S. 

Ki'Uki.vk  pratiolk.  —  Intégration  de  l'équation 

d-y        .  dy        .,  .  .  .r^  —  H  r -f- 7 

dx"-        ^  '  dx  '  -^  .  (  X  —  I  )  ' 

(Juillet  1907.) 

Lille. 

QiESTioN  i)K  COURS.  —  i"  On  suppose  que  les  coordon- 
nées X.  y  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  plane  sont 


(  •^-6  ) 

des  fondions  elliptiques  d'un  paramètre  t.  Démontrer 
que  cette  courbe  est  algébrique  et  calculer  le  nombre  de 
ses  points  doubles. 

■?°  Démontrer  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
sur  une  cubique  sans  point  double  peuvent  être  exprimées 
par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre. 

3°  Même  question  pour  une  courbe  algébrique  quel- 
conque de  genre  un. 

Problème.  —  i°  On  donne  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  premier  ordre  : 

(z  —  px  —  qy  )-  H — —  —  o. 

Démontrer  qu'il  existe,  comme  surfaces  intégrales,  cer- 
taines quadriques  admettant  pour  axes  les  axes  de  coor- 
données. 

•}°  En  déduire  l'intégrale  générale. 

3°  Déterminer  celle  des  surfaces  intégrales  qui  passe 
par  la  courbe 


I,  .r2  +  jK''=7' 


4 

(Juillet  1907.) 


Marseille. 


Ki'RKiVE  THÉORiQiE.  —  1°  Démontrer  que  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  intégrales  particulières  d'une 
équation  dite  de  Riccati  de  la  forme 

-j-  -^  a-^-by-\-  cy-  =  o, 

où  a,  b,  c  sont  des  fonctions  de  la  variable  x,  ne  dépend 
pas  de  X. 

■x"  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

px"^  -f-  qy"  —  z", 

où  n  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Déterminer  la  surface  qui  satisfait  à  cette  équation  et 
qui  contient  la  droite  dont  les  équations  en   coordonnées 


rectangulaires  sont 


(  •^77  ) 


=  1,         x=y\/i.. 


Examiner  tes  cas  particuliers  où  l'on  a  :  «  =  ±  i,  n  =  o 
et,  dans  le  cas  de  n  =  —  i,  indiquer  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface. 

ÉpREiVK    PRATIQUE.  —    La  variable  complexe 

z  =x-\-y\/-  1 
étant  représentée  par  un  point  dans  un  plan,  on  trace  les 


parties  positives  des  axes  Ox  et  Oy  et  la  bissectrice  de 
leur  angle.  On  prend  sur  celte  bissectrice  un  point  A  (jue 
l'on  projette  en  B  sur  O  x  et  l'on  demande  : 

i"   D'évaluer    l'intégrale     1  e    •' dz,  prise  dans  un  sens 

quelconque  le  long  du  contour  formé  par  les  trois  côtés 
du  triangle  OAB  ; 

2"  De  démontrer  que  l'expression 

»      X  j      e*  '  dy  —  e^"'  -+- 1 

est  négative  pour  toute  valeur  positive  de  x  et  qu'il  en  ré- 
sulte que  le  module  de  l'intégrale  l    e-^""  dz,  prixe  sur  le 

seul  côté  AB,  tend  vers  zéro  quand  le  point  A  s'éloigne  in- 
définiment sur  OA; 
3°    De  trouver,  dans  les  mêmes  conditions,  la  limite  de 

l'intégrale  i    e~^^  dz,  calculée  sur  OA. 


(  378  ) 

Nota.  —  On  rappelle  la  forinule  réelle 


(Juillet  1907.) 


Montpellier. 

l'^i'Riu  VI-:  TiiKoiiiQUE.  —  Une  surface  étant  rapportée  à 
des  axes  rectangulaires,  la  normale  au  point  M  coupe  le 
plan  XOY  en  A;  ce  point  M  se  projette  en  P  sur  le  même 
plan  XOY  : 

1"  Former  l'ér/uation  aux  dérivées  partielles  des  sur - 
faces  telles  que  la  bissectrice  de  l'angle  AOP  se  confonde 
avec  la  bissectrice  des  axes  XOY; 

2"  Intégrer  cette  équation,  et  former  l'équation  géné- 
rale de  ces  surfaces; 

3°  Déterminer  la  surface  particulière  S  qui  passe  par 
la  circonférence  intersection  du  plan  x  =y  et  de  la  sphère 

(x  —  a)'^  ^(y  —  a )2 -H  z-  =  4  a-  ; 

4"  Déterminer  les  lignes  de  courbure  des  deux  systèmes 
de  la  surface  S  ; 

5"  Montrer  que  les  lignes  de  courbure  de  chaque  sys- 
tème passent  par  deux  points  fixes  et  sont  des  circonfé- 
rences. 

KiMiKLVE  PRATlQUlî.  —  i"  Calculer  la  surface  du  para- 
boloïde 

xy  =  az 

qui  est  inférieure  au  cylindre  fermé 

(x^  -\-y^)^  =  ■la'-xy; 

■i"    Calculer   le   volume    compris    à    l'intérieur  du    cy- 
lindre, limité  par  le  paraboloïde  et  par  le  plan  xOy. 
Les  axes  sont  supposés  rectangulaires  e^  a  >  o. 

(Juillet  1907.) 


(  '^JO  ) 

Rennes. 
KpHKivn  TiiKORiQi  K.  —  I.  An.vi-YSk.  —  Les  formules 

Xi  =  x{i-\-zt). 


,,,  ;y,=y^.-~ztu 


où  t  ilésii^ne  un  paramètre,  définissent  une  correspondance 

entre  le  point  M  (x,y,  z)et  le  point  iM|(ari,  j'j,  Zi). 

,,  Oxi       OVi       r)Zi  , 

\"    Montrer   que   -r— >    -^  >    peuvent  s  exprimer    en 

'  dt        dt         Ot    '  '^ 

fonction  de  î'i.^'i,  s,. 

■>."  Si  l'on  donne  à  t  une  valeur  constante,  Xi,  ji,  Zi  de- 
viennent les  fonctions  de  x,  y,  «,  et  Vexpression 

j-]  -I  dxi  -^ y\  Zy  d}'i  -   :;f  dzi  — (xz  dx  -^yz  dy  —  z-  dz) 

peut  être  mise  sous  la  for/ne 

P  dx  ^qdy-^R  dz, 

V,  Q,  R  étant  des  fonctions  dex,y,z.  Calculer  l'intégrale 
(le  dUl'érentielle  totale 


f 


P  dx  -}-Qdy-+-  R  dz 


et  montrer  quelle  se  réduit    à    une  fonction   rationnelle 
de  X,  y,  z. 

3"  Le  paramètre  t  ayant  une  valeur  déterminée  quand 
le  point  M(t,j',  z)  décrit  une  courbe  fermée  (C),  le  point 
correspondant  Mi  décrit  une  courbe  fermée  {di).  Vérifier 
que  l'on  a 

I     X,  zi  dxi-- yi  Zy  djy —zjdzi  =z    1   xzdx~yzdy  —  z-dz. 


i"   Transformer  par  la  formule  de   Stokes    V intégrale 
curvilifi^ne 

xz  dx  —  y 3  dy  —  c-  dz 

'(Cl 


i 


(  ;^8o  ) 

et  montrer  que  cette  intégrale  est  nulle  quand  la  courbe 
fermée  (G)  est  sur  une  surface  de  révolution  autour 
de  OZ. 

II.  Gkométrik.  —  On  donne  une  famille  de  courbes  (G) 
dépendant  d'un  paramètre  v.  Ces  courbes  sont  tracées  sur 
un  cylindre  de  révolution  de  rayon  r.  d'axe  Oz,  et  passent 
par  le  point  A  de  rencontre  de  Ox  et  du  cylindre.  Soient 

X  =  /•  cits  i/,         y  =  /■  sin  u.         z  =  r  '-p(  «,  v) 

les  équations  déterminant  cette  famille. 

On  porte  sur  la  tangente,  en  un  point  quelconque  M' 
d'une  courbe  (C)  déterminée,  un  segment  M' M  tel  que 

arc  AM'+IVri\I  =  /, 

/  étant  une  constante  donnée.  Lorsque  le  point  M'  décrit 
la  courbe  (G)  choisie,  le  point  M  décrit  une  dévelop- 
pante (D)  de  cette  courbe  et,  lorsque  (G)  varie,  cette  dé- 
veloppante (D)  engendre  une  surface  (Sj. 

i"  Lorsque  les  courbes  (G)  sont  des  hélices,  trouver  en 
fonction  des  deux  paramètres  u  et  v  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  surface  (S).  Montrer  que  la  sur- 
face (S)  reste  normale  à  M' M,  trouver  ses  lignes  de  cour- 
bures, étudier  leurs  particularités  et  en  déduire  des  gé- 
nérations simples  de  cette  surface. 

i"  Les  courbes  {Q)  étant  quelconques,  démontrer  géomé- 
triquement, en  utilisant  les  propriétés  des  développées, 
que,  pour  que  les  développantes  (  D)  soient  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface  (S),  il  faut  et  il  suffit  que  la  normale 
en  M  à  la  surface  fasse  un  angle  constant  avec  la  direc- 
tion MM'. 

EpREtvK  PRATIQUE.  —  Etant  donnée  V équation  aux  dif- 
férentielles totales 

(yz  -(-  a2; \-  (xz  -i-  «^^  _Z  _  (^_i_j)  ^^  =  o, 

X  y 

où  a  désigne  une  constante  : 

\"  Vérifier  que  la  condition  d'intégrabitité  est  satis- 
faite; 


(  "^8.  ) 

a"  Intt'grer  l'équation  donnée; 

3°  Déterminer  une  fonction  \{  x,  y,  z)  telle  (/ue,  en 
multipliant  par  À  le  premier  membre  de  l'équation  don- 
née, on  obtienne  comme  produit  une  différentielle  exacte. 

(Juin  11)07.) 


SOLIJTIOXS  DE  OIESTIOXS  PROPOSEES. 


2054. 

(  ion;,  p.  .".28 


Les  axes  des  coniques  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  une  courbe  en  un  point  M  donné  sont  tan- 
gentes à  une  parabole.  (A.   Pellet.  I 


soi.rrioN 
Piir  -M.  Lktierce. 

l'reiiniis   pmir  axe  des  x  et  des  j'  la  tangente  et  la  normale 
à  la  couihe  en  M  ol  soit 

a  it-~  a"  (i-  -r-  ibv  iv  -^  ".b'nu  =  o 

l'équation  tangentielle    d'une   conique    ayant,  avec    la  courbe 
donnée,  un  contact  du  troisième  ordre  au  point  M. 
L'é(|uation  générale  des  coniques  de  l'énoncé  sera 

y'(  u,  t',  tr  )  =  au'--r-  Àt»--|-  ibin-  —  ib'  nu  =  o 

().  paramètre  variable). 
Les  axes  sont  définis  par 


La  première  de  ces  équations,  qui  s'écrit 
«Mi-  -\-  b'  \w  —  bnu  —  o. 


(  38^  ) 

ne  dé|>en<l  pas  du  paramèli'€  X;  c'est  donc  l'équation  de  l'en- 
veloppe des  axes.  Klie  représente  une  parabole  tani;enle  à  Ox 

et  à  Oj'  au  point  d'ordonnée  —  -,  qu'  est  le   centre  de  cour- 
bure de  la  courbe  en  M. 

Autre  solution  de  M.  Lauhkaux. 

NOTE 
Par  M.   Ki.L'o. 

Si  des  coniques  A,-  sont  inscrites  dans  un  quadrilatère  et 
si  c  est  une  conique  quelconque  du  même  plan,  les  côtés  des 
triangles  polaires  communs  à  c  et  à  chaque  conique  du  sys- 
tème ki  sont  tangentesà  une  courbe  de  troisième  classe  (P. -E. 
ScHROTEU  :  Théorie  d.  Kegelschnitte,  III.  Aufl.,  p.  417). 

Mais,  si  la  conique  c  est  la  conique  absolue  (l'intersection 
d'un  cercle  avec  la  droite  à  rinfiui),  les  côtés  de  ces  triangles 
sont  les  axes  dos  coniques  A,-  et  la  droite  à  l'infini.  On  peut 
donc  dire  :  les  ares  de  toutes  les  coniques  inscrites  dans 
un  quadrilatère  sont  tangentes  à  une  courbe  de  troisième 
classe. 

Si  les  coniques  /r,  sont  inscrites  dans  un  quadrilatère  qui 
est  circonscrit  à  un  cercle  ou  si  les  coniques  /./  ont  un. 
double  contact  :  les  axes  des  coniques  /»/  sont  les  tangentes 
à  une  parabole  cl  les  droites  qui  passent  dans  le  premier  cas 
par  le  centre  du  cercle,  dans  le  second  cas  par  le  point  à  l'in- 
fini de  la  droite  qui  est  rectangulaire  sur  la  corde  de  contact. 

Si  enfin  les  coniques  /17  ont  un  contact  du  troisième  ordre 
au  point  M,  les  axes  des  coniques  restent  les  tangentes 
d'une  parabole  et,  si  l'une  quelconque  de  ces  coniques  a  un 
contact  du  troisième  ordre  avec  une  courbe  donnée  au  point 
M,  toutes  les  autres  ont  aussi  ce  même  contact  avec  celte 
courbe. 

2058. 

I  r.ioG,  p.  .'.^(i.) 

Dans  le  triangle  ABC  on   mène  les  parallèles  kx,  Bj', 

y  Qz  à  une  direction  donnée.  Démontrer  que  l'axe  d'konio- 

logie  A(X,  [i.,  v)  des  triangles  ABC  et  xyz   touche  Vellipse 

tangente  aux  milieux  des  côtés  de  ABC  en  un  point  m  qui 


(  383  ), 

est  le  centre  commun  à  la  conique  Q  inscrite  à  ABC  en  x, 
y,  z  et  à  la  conique  R  inscrite  en  A,  B,  C  au  triangle  des 
droites  AX,  B|jt,  Cv.  (I'.  Sondât). 

SOLUTION 

Par    M.    P.    Sondât. 
Soil  V{x,y,  z)  un   |>oinl  à  l'inlini  dans  le  plan  du  triangle 


de  référence  ABC  (voir  la  figure).  On  a 


(«) 
d'où 

(2) 


X'^^  =  '^ 


y 


X  I  —  X 

>\  A(X,  ijL,  V)  est  la  polaire  de  I*, 
(3)  A  =  — jr,         [ji  =  — j',         v  =  - 

L'équalion  (ij  peut  s'écrire 

—  '     ,      !^ 


M) 


A  —  1 


=  ') 


(  384  ) 

où  A  enveloppe  l'ellipse  /•  tangente  aux  milieux  —  i ,  —  i ,  —  i, 
des  côtés  de  ABC. 

Si  w(a,  p,  y)  est  le  point  de  contact, 


(à) 


a  =  —  À-, 
a  =  —  .r- , 


p=—lJ.' 
3  — vî 


V  ^  _  j:2 


Le  centre   fi{a-^y.z\  de  la  conique  Q  inscrite  à  ABC  en  t, 
y,  z  est  donné  par  les  formules 


X  = 


ou  (a) 


'-J') 


Y  = 


.7-, 


Y=_^î 


z  =  — zî. 


Donc  0  est  en  oj. 

Le  centre    0|(Xi,\|,  Zj)  de  la   conique   R   inscrite   en    A, 
B,  C  au  tiiangle  des  droites  AÀ,  Bij.,  Gv  est  donné  par 


-X, 

-V, 


/.  ( 

i  —  A  -+-  A  ;ji  ) 

— 

1  -1-  A  -t-  A|Jl 

;;.( 

1  -+-  A  —  À|Jl) 

1 

—  A  -+-  /  [i. 

v(  • 

—  1  -l- A-t-X;jt) 

I  -i-  X  — Xu 


ou  (3)  et  (2) 

Xi  =  — rî,         Y,  =—72,         Z,  =  =  ^*, 
Donc  0,  est  aussi  en  to. 

Remarque.  —  L'équation  (4j  exprime  aussi  que  R  passe 
par  le  centre  de  gravité  G  de  ABC,  ce  qui  devait  être,  puisque 
le  centre  0  de  R  appartient  à  /•.  qui  est  le  lieu  des  centres  des 
coniques  circonscrites  au  qiiadrangle  GABG. 


Autre  solution  par  M.  Lai;iieaix. 


(  385  ) 
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SIR  m  PROBLEME  DE  >IEC\^'IOlE  ; 

Par  m.  J.  JUHEL-RÉNOY. 


C'est  un  théorème  bien  connu  que  les  positions 
d'équilibre  d'un  point  mobile  dans  un  plan  et  soumis 
à  l'attraction,  en  raison  inverse  de  la  distance,  de 
n  centres  de  même  masse,  situés  dans  ce  plan  et 
donnés  par  l'équation  / (^z-)  =  o^  ont  pour  affixcs  les 
racines  de  l'équation  dérivée  y'(3)  =  o. 

Mais  quelle  est  la  relation  de  position  entre  les 
points  racines  du  polynôme /*(:;)  et  ceux  du  poljnome 
dérivé?  C'est  la  question  que  je  crois  avoir  résolue 
dans  une  Note  publiée  dans  les  Comptes  rendus  de 
V Académie  des  Sciences  (19  mars  1906)  et  sur 
laquelle  je  me  propose  de  revenir,  avec  quelques 
détails,  dans  le  présent  travail,  en  ajoutant  aux  résul- 
tats obtenus  dans  cette  Note  la  solution  du  problème 
relatif  au  cas  où  certains  centres  sont  attractifs  et  les 
autres  répulsifs. 

I.  Soit  d'abord  le  cas  de  trois  centres,  et,  en  premier 
lieu,  de  trois  centres  d'attraction  dont  les  affixes  sont 
racines  de  l'équation 

f(Z)^{Z  —  Zi){Z   ~Z2){Z  —  Z3)=0, 

les  positions  d'équilibre  d'un  point,  mobile  dans  le 
plan  des  trois  centres,  soumis  ;i  l'attraction  de  ces  trois 
centres  en  raison  inverse  de  la  dislance,  sont  données 
par  l'équation 

f  {Z)  ^ZZ- —  l(  Z\-^  Z-y-T-  Zi)  Z  —  ZxZ-i-^  Z-iZ^-ir-  Z:iZi=  O. 

Ann.  de  Mathérnat.,  V  série,  l.  VII.  (Septembre  1907.)       20 


(  386  ) 
Si   Ton    prend   comme   orii;ine   des    coordonnées   le 
centre  de  gravité  du  triangle  des  trois  centres  donnés 
cl  pour  axes  les  axes  principaux  d'inertie  du  triangle 
relatifs  à  ce  point,  on  aura  les  relations 

Zi  -4—  Z2  ~^  -33  =  O, 

Zi  z,  -4-  22^3  +  ^3  -^1  =  jiy\  -^yl-r-yl  )  —  ^(x\-^xi-i-  .ri  ), 

dans  lesquelles 

zi  =  xi-^iyi, 

-3  =  ^3  "^  U^3- 

Or,  en  désignant  par  a  et  b  les  demi-axes  de  l'ellipse 
centrale  d'inertie,  M.  E.  Cesaro,  dans  un  article  sur  la 
Géométrie  du  triangle  (Aoinel/es  Annales,  3^  série, 
t.  VI,  p.  21  5),  a  démontré  que 

cc^-{-  x^  -h  .r|  =  la  a-, 

les  positions  d'équilibre  sont  donc  données  par  l'équa- 
tion 

qui  indique  qu'elles  coïncident  avec  les  foyers  de 
l'elli|)se  tangente,  en  leur  milieu,  aux  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  centres  d'attraction. 

Soit,  en  second  lieu,  un  point  mobile  attiré  ou 
repoussé  par  un  point  A|  et  repoussé  ou  attiré  par 
deux  points  Ao  et  A.,,  en  raison  inverse  de  la  distance, 
le  point  mobile  et  les  trois  centres  étant  dans  le  même 
plan.  Les  positions  d'équilibre  sont  données  par  l'équa- 
tion 

III 


(  387) 

En  prenanl  pour  origine  A,,  elle  devient 

--  =  -2  -3  =  (  -^2  -î-   ij-2  )  (  •J^.l  -+-  ij3  ) 

=  ^'2  J-3  —  J-2  yz  -+-  i  (  ^-2  y 3  -H  ^3  ^2  )• 

Le  coefficient  de  /  est  nul  si 

Donc,  les  positions   d'équilibre  sont  sur  la  bissec- 
trice intérieure  de  l'angle  A,  du  triangle  A,  AoAj, 
Or 

a;'2=AiA2COs  — >  K2  =        AiA2sin— , 

2  "^  2 


d'où 


Xi  =  Al  A3COS  —,  ^^3=  —  Al  Ajsin  —, 


z^  =  Al  A  j .  Al  A3, 


et,  j)ar  suite,  les  positions  d'équilibre  coïncident  avec 
les  foyers  de  l'hyperbole,  tangente  en  son  milieu  à  la 
droite  (pii  joint  les  deux  centres  qui  sont  de  même 
nature,  attractifs  ou  répulsifs  tous  les  deux,  et  admet- 
tant comme  asyinptotes-les  deux  droites  joignant  deux 
centres  de  nature  différente. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

ÏHi;oRi:.MK  1.  —  Lex  positions  d'équilibre  d'an 
poiiii  mobile  dans  un  plan  et  soumis  à  l'action 
attractii'e  ou  répulsive  de  trois  centres  de  ce  plan, 
(le  même  masse,  en  raison  inverse  de  la  distance, 
coïncident  avec  les  foyers  d^ une  conique  tangente, 
en  leur  milieu,  aux  droites  joignant  deux  centres 
de  même  nature  et  asymptote  aux  droites  joignant 
deux  centres  de  nature  différente. 
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H.   Il  est  facile  d'établir  un  lliéorème  analogue  dans 
le  cas  diin  nombre  quelconque  de  centres. 
Considérons  en  effet,  dans  un  plan,  n  points 

A/.  ( A-  =  I ,  •) ,  . . . ,  n) 
donnés  par  les  équations 

kfc=  UT^—  Vyu-r-  I  =  O. 

L'équation 


l.k 


o 


est  l'équation  tangentielle  d'une  courbe  de  classe 
(/i — -i)  tangente,  en  leurs  milieux,  aux  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  points  A^.  On  voit  d'ailleurs 
facilement  que  les  tangentes  menées  à  la  courbe  du 
milieu  de  A,„A^,  par  exemple,  et  distinctes  de  A„jx\^, 
sont  tangentes  à  la  courbe  de  classe  (/i  —  3)  tangente, 
en  leurs  milieux,  aux  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
les  (/2  —  2)  points  A^  autres  que  A,„  et  A^, 

Proposons-nous  de  trouver  les  foyers  de  la  courbe 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  fovcr 

et  posons 

3    =  a     -H  pf, 

s/.-=  a"A-+-  iyk- 
On  a 

d'où 

Ay;.=  UXk-\-  vy/c-r-  I  =  «^A-t-  I, 
«  a  -4-  t' jî  -h  I  =  uz-h  i  —  o 

et,  par  suite, 

A/,=  u(jz/,—  z). 
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L'éfjiiiUion  qui  donne  les  afiixes  des  foyers  réels  est 
donc 


(A-  =  1,  -2,  . . .,  n), 


c'est-à-dire  l'équation  (ju'on  obtient  en  égalant  à  zéro 
la  dérivée  logarithmique  du  polynôme 

f{z)  =  (  z  —  ^1  )  Cô  —  z,}...i  z  —  z„). 

On  a  donc  ce  théorème  que  j'ai  énoncé  dans  la  Note 
publiée  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences  (19  mars  1906): 

TnÉORhiME  11.  —  Les  positions  d' équilibre  d' un 
point  mobile  attiré  par  n  points  fixes 

A/ (A-  =  I,  2,  . . .,  n) 

de  même  masse,  en  raison  inverse  de  la  distance, 
coïncident  avec  les  foyers  réels  d'une  courbe  de 
classe  (n  —  i)  tangente,  en  leurs  milieux,  aux 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres 
d'attraction. 

\i\\  particulier,  si  A,,  Ao,  A3  désignent  les  affîxes 
des  racines  d'un  polynôme  du  troisième  degré,  les 
affixes  des  racines  du  j)olvnonie  dérivé  sont  les  foyers 
de  l'ellipse  tangente  aux  milieux  des  côtés  du  triangle 
A,  A2A3  et  ayant,  par  suite,  pour  centre  le  centre  de 
gravité  du  triangle;  dans  le  cas  général,  d'ailleurs,  les 
afiixes  des  racines  d'un  polynôme  ont  même  centre  des 
moyennes  dislances  que  les  alfixesdes  racines  du  poly- 
nôme dt'rivé. 

111.  On  démontrerait,  absolument  de  la  même 
manière,  que  l  équation 
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représente  une  courbe  de  classe  {n  —  i)  tangente  aux 
"  ~~  droites  joignant  deux  à  deux  les  points  A/f,  le 
point  de  contact  divisant  le  segment  AytA^,  dans  le 
rapport  —  — >  les  fojers  réels  étant  donnés  par  l'équa- 
tion 

dans  laquelle 

et    l'on    aurait   ce    théorème  (Comptes    rendus,    loc^ 
cit.)  : 

Théojikme  III.  —  Les  positions  d^ équilibre  d'un 
point  mobile  attiré  par  n  centres  fixes  A/f,  situés 
dans  un  plan,  de  masse  m^  (k  =  i,  2,  .  .  . ,  n),  en 
raison  inverse  de  la  distance,  sont  les  foyers  réels 
d'une  courbe  de  classe  (n  —  i)  tangente  aux 

n  (  n  —  I  ) 
■?. 

droites  qui  Joignent  deux  à  deux  les  n  points  A/,,  le 
point  de  contact  de  chaque  segment  AaA^,  le  divisant 

dans  le  rapport '-  • 

'  '  tn,, 

W .  On  peut  retrouver  les  résultats  précédents  d'une 
manière  loute  différente,  en  faisant  usage  d'une  notion 
duc  à  Laguerre,  celle  de  l'orienlation.  On  sait  que  : 

«  Etant  donnés  dans  un  plan  deux  sj^stèmes  de  n 
droites  A  et  B,  et  un  axe  fixe  arbitraire  H  dans  ce 
phin,  si  la  somme  des  angles  que  font  avec  l'axe  fixe 
les  dioiles  du  système  A.  est  égale  à  un  multiple  de  it 


(  %)•  ) 

près  à  la  somme  des  angles  (jiie  font  avec  ce  même  axe 
les  droites  du  système  B,  les  deux  systèmes  A  et  B  ont 
même  orientation.  Ils  jouissent  alors  de  cette  propriété 
relativement  à  tout  autre  axe  siuié  dans  le  plan.  » 

Soient  alors  A/;  (A' =  i ,  2,  ...,/?)  les  points-racines 
d'un  polynôme  de  degré  n  el  A^(A  =  i ,  2,  . . .,  n  —  i ) 
les  points-racines  du  polynôme  dérivé.  Prenons  pour 
origine  des  coordonnées  le  point  A„,  par  exemple,  et 
soit 

le  polynôme  dont  les  zéros  donnent  les  points  A/t;  les 
points  A/j  seront  donnés  par  les  zéros  du  polynôme 

f'(z)  =  n(z  -z\)(z-  z',)  (z  -  z^,).  ..{z-  5;._,), 

ce  qui  donne  immédiatement  la  relation 

n  z  i  z^  ^3  •  •  •  z,i.  i  =  Zj  z-2  Z;i .  .  .  z,i    i 

qu'on  peut  énoncer,  sous  forme  de  théorème,  de  la 
manière  suivante,  en  vertu  de  la  formule  de  Moivre  : 

Théorèmk  W.  —  Le  système  des  droites  joignant 
un  des  points  Aa  à  tous  les  autres  points  Aa  a  même 
orientation  que  le  système  des  droites  joignant  le 
même  point  Aa  aux  (n  —  \)  points  A^. 

Cela  posé,  considérons  une  courbe  de  classe  (n  —  i) 
ayant  pour  foyers  les  (n  —  i)  points  A^  et  tangente 
aux  droites  joignant  deux  à  deux  les  (n  —  i)  points  Aa 
autres  que  A„  ;  cette  courbe  devant  satisfaire  ainsi  à 
un  nombre  de  conditions  égal  à 

in  —  f){  n  —  •>.  )        (n  —  1  m  n  -1-  >.  > 
?.  (rt  —  I)  H =  ■ 


est  déterminée. 
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Or,  Laguerre  a  démontré  que  : 

«  Si,  par  un  point  situé  dans  le  plan  d'une  courbe 
plane  réelle  de  classe  n,  on  mène  les  n  tangentes  à  la 
courbe,  et  si  l'on  joint  ce  point  aux  n  foyers  réels  de 
la  courbe,  les  deux  faisceaux  de  droites  ainsi  obtenus 
ont  même  orientation.  » 

Il  résulte  de  ce  théorème  et  de  celui  qui  le  précède 
immédiatement  que  la  courbe  que  nous  considérons 
est,  en  vertu  de  l'orientation,  tangenle  aux  droites 
joignant  le  point  A„  aux  {n  —  i)  autres  points  .Aa.  H 
existe  donc  une  courbe  de  classe  (n — i)  ayant  pour 
foyers  les  [n  —  i)  points  A^  et  tangente  aux  droites 
joignant  deux  à  deux  les  n  poinls  Aa. 

Celte  courbe  est  d'ailleurs  tangente  à  chacune  de 
ces  droites  en  son  milieu.  En  effet,  l'origine  des  coor- 
données étant  quelconque,  soit 

f{z)=       {z  —  Zi){z—Z.2)...{z  —  Zn), 

/'{z)  =  n(z  -  z\){z  -  z',). .  .{z  -  z'„_,). 

L'orientation  du  système  des  tangentes  menées  de 
l'origine  à  la  courbe  étant,  d'après  le  théorème  de 
Laguerre,  la  même  que  l'orientation  du  système  des 
droites  joignant  l'origine  aux  foyers  réels,  ne  dépend 
que  du  produit 


Or,  en  représentant  par  S^  la  somme  des  produits 
/?  à  />  des  q  quantités  Zt  z^. .  .z^,  on  a 

pour  déterminer  l'orientation  des  tangentes  menées  de 
l'origine   à  la   courbe.  Si  l'origine  est  un   point  quel- 
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con([ue  de  A„_)  A,, 

•'1  -^2  •  •  •"ri-l  —    .,  V  '-'«^1  -r-  -*■  »<  1  -^-î  .  .  .  ^/(— 2  '  ^ii 


=  -[^«-|S,'Î_^-+-  (a-i-i)z,^î.  .  .Zn-i]z„, 


et  si,  en  particulier,  y.  =  — i, 


Le  point  de  contact  est  donc  le  milieu  de  A„_,  A„  el 
l'on  voit,  en  outre,  que  le  système  des  tangentes,  au- 
tres que  A,^_,Art,  menées  de  ce  point  à  la  courbe  a 
même  orientation  que  le  système  des  droites  joignant 
ce  point  aux  foyers  d'une  courbe  de  classe  {n  —  3),  tan- 
gente, en  leurs  milieux,  aux  droites  qui  joignent  deux 
à  deux  les  (/?  —  2)  points  A» ,  Ao,  . . .,  A„_o.  Ce  résul- 
tat avait  déjà  été  indiqué,  sous  une  foriue  diflérenle, 
au  paragraphe  II. 

V.  Ce  qui  précède  permet  d'établir  un  certain 
nombre  de  relations  métriques,  parmi  lesquelles  nous 
signalerons  les  deux  théorèmes  strivanls  : 

Théorème  V.  —  Soient  Ayi(A"  =  i,  2,  ...,  n) n  cen- 
tres cV attraction  en  raison  inverse  de  la  distance, 
A^(A=  1 ,  2,  . . .,  /i  —  i)  les  positions  d'équilibre  d' un 
point  soumis  à  l'action  de  ces  centres.  Le  produit 
des    distances    d'un    quelconque   des    centres    aux 

{n  —  1)  positions  d'équilibre  est  dans  le  rapport  - 

avec  le  produit  des  distances  de  ce  centre  aux  {n  — ^  1  ) 
autres  centres. 

La  démonstration   résulte  immédiatement  de  la  re- 
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lalion 

/lZiZ^...Z„_^  =   Z\  Z-2.  .  .  Z„^l. 

TnÉORÈ^rE  VI.  —  Soient  (C)«_(  la  courbe  de  classe 
[n  — •  i)  tangeiiLe,  en  leurs  milieux,  aux  droites  joi- 
gnant deux  à  deux  les  n  points  Aa(  A"  =  i ,  2,  . . .,  n) 
et  (C)„_3  la  courbe  analogue  relative  aux  (n  —  2) 
points  Aa(A-  =  1 ,  2,  . . .,  n  —  2  ),  le  rapport  du  pro- 
duit des  distances  du  milieu  de  A„_,  A„  aux  foyers 
de  (C)„_4  au  produit  des  distances  du  même  point 

aux  foyers  de  (C)„_3  est  égal  à (     ""■''  "  \  • 

Cel  énoncé  n'est  que  rinlerj^rélalion  de  la  relatioo 


En  parliculier,  si  F  et  F'  sont  les  foyers  de  l'ellipse 
tangente  aux  milieux  M,  N,  P  des  côtés  d'un  triangle 
ABC,  on  a  les  deux  relations 


AF.Ar=^, 


MF.MF  =  — . 
12 


W.  ?S(Xis  n'avons  jusqu'ici,  sauf  dans  le  cas  parlicu- 
lier de  trois  centres,  considéré  que  des  centres  d'at- 
traction. Il  suffirait,  à  la  vérité,  dans  l'énoncé  du  théo- 
rème III,  d'alTecter  d'un  signe  les  coefficients  nik  pour 
trouver  un  théorème  relalif  à  des  centres  attractifs  ou 
répulsifs.  Le  cas  particulier,  on  les  coefficients  nik  sont 
tous  égaux  en  valeur  absolue,  est,  sans  nul  doute,  plus 
intéressant  fjue  le  cas  général  -,  Il  détermine,  d'une  façon 
complète,  les  positions  déquilihre  d'un  point  mobile 
dans  un  plan  et  soumis  à  Faction,  attractive  ou  réjjtil- 
sive,  en  raison  inverse  de  la  distance,  de  n  centres  de 
même  masse  situés  dans  ce  plan. 
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Le  ihéorème  ITI  s'énonce,  en  effet,  dans  ce  cas,  de 
la  nianit-re   siiivanle  : 

Théorème  VII.  —  Les  positions  d'équilibre  d'un 
point  mobile  dans  un  plan  et  soumis  à  l'action,  at- 
tractive ou  répulsive,  en  raison  inverse  de  la  dis- 
tance, de  n  centres  de  même  masse  situés  dans  ce 
plan,  coïncident  avec  les  foyers  d'une  courbe  de 
classe  (n  —  i)  tangente,  en  leur  milieu,  aux  droites 
qui  Joigne/il  deux  centres  de  même  nature  et 
asymptote  aux  droites  cjui  joignent  deux  centres  de 
nature  différente. 

Hemarque.  —  Il  tant — conditions  pour 

détei'miner  une  courbe  de  classe  (n — i);  par  suite, 
n  points  étant  pris  dans  un  plan,  si  Ion  considère  une 
courbe  de  classe  («  —  i)  asymptote  à  {n  —  i)  des 
droites  joignant  deux  à  deux  ces  n  points  et  tangente 

aux autres,  elle  sera  déterminée  et  sera, 

2 

{ n  —  \)(  n  —  1)    ,      .  I 

|)ar  suite,  langeiile  aux droites  en  leur 

milieu.  Le  cas  particulier  de  trois  centres  donne  la 
propriété  fondamentale  de  la   tangente  à  l'hyperbole. 


[Q2] 

SUR  IXE  E\TE\SIOX  A  L'ESPACE  WW  TIIÉOHÈME 
DE  GIIASSMAW  ; 

l'vH  M.   LrcricN  GODKAUX. 


Grassinanu  a  élabli  le  lliéorètne  suivant  : 

Les   droites   qui  rencontrent  les  entés  correspon- 
dants de  deux  triangles  donnés  dans  un  même  plan 
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en   des  couples  cl  une   involution   enveloppent   une 
courbe  de  troisième  classe  ('  ). 

Nous  nous  proposons  d'étendre  ce  théorème  à  l'es- 
pace à  /• —  I  dimensions.  V  vrai  dire,  pour  /•  =  4 >  cette 
généralisation  a  été  commencée  par  M.  Neuberg  (")et 
par  nous  [^),  mais  dans  l'article  de  M.  Neuberg  et 
l'un  des  nôtres,  la  forme  qui  lie  les  éléments  envisagés 
est  une  involulion,  alors  qu'ici  nous  nous  proposons 
de  considérer  une  forme  quelconque. 

Soit,  dans  un  espace  linéaire  à  /■  —  i  dimensions, 
un  groupe  de  k  espaces  linéaires  à  /•  —  n  dimensions. 

Chacun  de  ces  k  espaces  est  l'intersection  de  n  —  i 
es))aces  linéaires  à  /•  —  2  dimensions  qui  ont  pour 
équations 

ciijx  =0,        (  i  =  I , . . . ,  «  —  I  :  y  =  I , . . . .  A-.  ), 

ax  désignant  une  forme  linéaire  homogène  à  deux  va- 
riables. 

Dans  la  suite,  nous  désignerons  ce  groupe  par  la 
lettre  A. 

n  points  donnés  dans  un  espace  linéaire  à  /•  —  i  di- 
mensions déterminent  un  espace  linéaire  ;  à  n  —  i 
dimensions. 

Soient  :r,  (f  =  I,  2,.  . . ,  /?)  ces  n  points,  leurs  coor- 
données étant  respectivement 

(ari'i,  xii..  .  .,  xi,.). 

(  '  )  NtLBERG,  Sur  les  gitadraiigles  et  les  quadrilatères  paralo- 
giques  {Mathesis,  3"  série,  t.  II,  1902). 

(^)  Neuberg,  Sur  le  complexe  de  G rassmann  {Matliesis,  3' série, 
t.  II,  1902). 

{^ )  L.  GoDEAUx,  Sur  un  complexe  du  sixième  ordre  et  de  la 
sixième  classe  {Dut.  de  l'Académie  ivyale  de  Belgique,  janvier 
if,07).  —  L.  GoDEAUX,  Sur  un  mode  de  génération  des  surfaces 
(Adressé  à  la  rédaction  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques 
en  août  1906  ). 
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Vn  poinl  quelconque  de  l'espace  ;  a  pour  coordon- 


nées 


[jLo^r  1,-1- 


[Xn-rili, 


jx,a:  [,.-4- -+-  ^,ixn,.. 

l'our  (jue  ce  point  soil  situé  sur  ley'^"^*  espace  à  /•  —  n 
dimensions  du  groupe  A,  les  valeurs  tji  doivent  satisfaire 
aux  équations 

!-tl«iyxI-t-  [^J«ly>2-+-.  .  .-<-  \t-na\j.Tn          —  O, 
■> 

Les  ^  sont  donc  fournis  par  la  matrice 


(0 


ai  XI 

aiii-\)Jx\ 


f  ij.cn 


'{n—l)jxn 


Nous  désignerons  ces  valeurs  jjipar  [>.ji,  [J-J^i  — 
Lors(|ue  y   est  successivement  égal   à    i,  2,...,  A-, 

nous  obtenons  k  groupes  de  valeurs  y.. 

Supposons  ces  A"  groupes  liés  par  une  relation  de  la 

forme 


(2) 


tl[Xia2|J.i  •  •  •  «A-[J./.=  O, 


ajji  désignant  une  forme  linéaire  homogène  à  n  va- 
riables. 

Remarquons  que  les  valeurs  déduites  de  la  matrice  (i) 
sont  linéaires  en  .r  1 ,  sauf  l'une  d'elles  qui  ne  contient 
pas  ces  variables. 

Si  nous  remplaçons  dans  {:i)  les  |i.  par  leurs  valeurs 
respectives,  il  nous  viendra  un  polynôme  à  «^  termes. 
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On  peut  trouver  aisénienl  le  nombre  de  termes  qui 
sont  du  degré  i  en  ^  i . 

Prenons,  dans  k  —  i  systèmes  de  valeurs  de  u, 
les  A"  —  /  valeurs  qui  sont  de,  degré  zéro  en  ^  i .  Il  est 
visible  que  le  nombre  de  tei'mes  de  degré  i  en  .r  i  et 
dans  lesquels  entrera  le  produit  des  A" — i  valeurs 
choisies  est  (n —  iV.  Comme  on  peut  prendre  dans 
les  A  groupes  de  ;j.,  cJ~' produits  difTérenls  el  de  degré 
zéro  en  .r  I ,  le  nombre  total  des  termes  de  degré  /  en  x  i 

est 

cl-'in  —  i)' 
ou 

Remarquons  que  ce  nombre  est  le  i""'"*  terme  du  dé- 
veloppement de 

[i-+-(n-i)]A-. 

Si,  en  outre  du  groupe  A,  nous  considérons  /?* —  i 
groupes  analogues  B,  C,...,  H,  mais  dont  les  para- 
mètres 'JL  déterminés  comme  précédemment  satisfont 
toujours  à  la  relation  (2),  nous  obtenons  /i*  équations 
entre  lesquelles  nous  pouvons  facilement  éliminer  les 
coeflicienls  a.  11  nous  reste  alors  une  équation  écrite 
sous  forme  d'un  déterminant  à  /2^  lignes  et  homogènes 
en  jr  i ,  X  -A,  X  3^  .  .  . ,  xn . 

Le  degré  du  déterminant  en  x  i  est 

'/  —  o  c^  -i-  i  cl( n  —  \ )  -h  2.  clin  —  I  ^-  -i- .  . .--  k  C/.(  n  —  i  )'■ . 

Supposons  les  coordonnées  des  points  Xo,  X3,...,  X,, 
constantes  et  prenons  celles  deX|  comme  coordonnée» 
courantes.  L'équation  représente  maintenant  un  cône 
de  l'ordre  v  et  ayant  pour  sommet  l'espace  à.  n  —  2  di- 
mensions déterminé  par  les  points  Xo,  .  .  •■,  X„. 

Nous  disons  un  cône,  car  on  voit  aisément  que,  dans 
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cliacnn  des  termes  du  développemenl  du  délerminant, 
il  entre  des  facteurs  de  la  forme 


■Ijvn 


provenant  de  la  matrice  (i)  et  (jui  s'annulent  pour 

X  2  =  .ri, 
par  exemple. 

On  peut  donc  dire  que  les  espaces  tels  que  ;  qui 
passent  par  un  espace  linéaire  à  n  —  :>.  dimensions  sont 
tangents  à  un  cùnc  d'ordre  v,  par  conséquent  on  peut 
direque  le  lieu  des  espaces  ç  est  une  variété  algébrique 
de  classe  v. 

Pour  /?  =  /•  —  I ,  le  cône  se  décompose  eu  v  espaces 
linéaires  à  /•  —  2  dimensions  passant  par  un  espace  li- 
néaire à  /?  —  3  dimensions. 


VARIÉTÉS. 


ASSOCIATION  SCIENTIFIQUE  INTERNATIONALE 
ESPÉRANTISTE. 

\jlnternacia  Scienca  Asocio  Esperanlista,  dont 
nous  avons  déjà  entretenu  nos  lecteurs,  a  été  définiti- 
\ement  fondée  le  i5  août  1907,  à  l'occasion  du  troi- 
sième Congrès  espérantiste  qui  a  eu  lieu  à  Cambridge 
Vngleterre;. 

13'après  les  statuts,  volés  par  environ  jo  membres 
présents,  l'Association  comprend  trois  catégories  de 
membres  : 
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i"  Membres  cV  honneur  ; 

2°  Membres  actifs,  payant  une  cotisation  annuelle 
minima  de  S*^"",  seuls  éligibles  au  Conseil  d'administra- 
tion et  ayant  seuls  droit  de  vote  dans  les  Assemblées  ; 

3°  Membres  non  actifs,  ne  payantaucune  cotisation, 
pouvant  prendre  part  aux  travaux  scientifiques  et  aux 
séances  de  l'Association,  mais  n'ayant  pas  le  droit  de 
vote  et  inéligibles. 

Les  journaux  scientifiques,  représentés  par  leur  di- 
recteur, et  les  Sociétés  scientifiques,  représentées  par 
leur  président,  peuvent  faire  partie  de  l'Association. 

Les  fonctions  de  président  sont  annuelles.  Chaque 
année  le  président  sortant  est  remplacé  par  le  plus 
ancien  vice-président.  Les  anciens  présidents  sont 
membres  à  vie  du  Comité. 

Le  siège  social  de  l'Association  est  à  Genève,  8,  rue 
Bovy-Lysberg,  où  est  installé  l'Office  scientifique  in- 
ternational, Internacia  Scienca  Ojicejo,  qui,  sous  la 
direction  du  Secrétaire  général,  centralise  les  travaux 
de  l'Association,  conserve  les  archives,  veille  aux  pu- 
blications et  gère  financièrement  l'Association. 

Dès  aujourd'hui  la  nouvelle  Association  comprend 
700  membres,  ayant  signé  la  déclaration  de  Genève, 
que  nous  avons  publiée  dans  le  numéro  d'avril.  Son 
organe  officiel  est  Vlnlernacia  Scienca  Revuo,  revue 
mensuelle  de  82  pages  grand  in-8°  par  numéro,  dont  la 
quatrième  année  est  en  cours  de  publication  et  dont 
l'abonnement  réduit  pour  les  membres  actifs  de  l'As- 
sociation est  de  5*^'  par  an. 

Le  Comité,  élu  à  l'unanimité  des  membres  présents, 
se  compose  pour  1908  de  la  façon  suivante  : 

Président  :  D*^  Ad.  Schmidt,  professeur  à  l'Univer- 
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silé  de  Berlin,  el  chef  de  TObservatoire  magnétique  de 
Potsdam. 

Vice-Présidents  :  MM.  J.-J.  Thomson,  professeur 
à  rUniversité  de  Cambridge,  directeur  du  laboratoire 
Cavendish:  R.  Benoît,  directeur  du  Bureau  interna- 
tional des  Poids  et  Mesures,  à  Sèvres. 

Secrétaire  général  :  René  do  Saussure,  privat- 
docent  à  l'Université  de  Qenève. 

Secrétaires  :  MM.  Carlo  Bourlet,  professeur  au  Con- 
servatoire des  Arts  et  Métiers,  à  Paris;  W.  Schmurle, 
ingénieur  à  Stuttgart. 

Membres  .'MM.  Ed.  Huntington,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Harvard,  Cambridge  (U.  S.  X.)\  F.  Villareal, 
doven  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Lima  (Pérou): 
H.  Pellat,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris; 
R.  Codorniu,  ingénieur  en  chef  des  Eaux  et  forêts,  à 
Murcie  (Espagne);  J.  Meazzini,  géologue,  à  Arezzo 
(Italie)  ;  Fournier  d'Albe,  membre  de  la  Société  royale 
de  Dublin  (Irlande);  D""  K.,  Bein,  oculiste,  à  Varsovie 
(Pologne);  D"^  R.-B.-R.  Aars,  membre  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Norvège. 

En  outre  le  général  Sebert,  membre  de  l'Institut, 
président  sortant,  devient  membre  à  vie  du  Comité. 

L'Association  pourra  comprendre  des  sections  spé- 
ciales. Dès  maintenant  nous  pensons  que  le  nombre 
des  mathématiciens  inscrits  à  l'Association  est  assez 
grand  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  les  grouper. 

Nous  prions  donc  ceux  de  nos  lecteurs  qui  auraient 
l'intention  de  se  faire  inscrire  dans  la  Section  niathé- 
matifjue  de  l'Association  d'écrire  à  M.  Carlo  Bourlet, 
22,  avenue  de  l'Observatoire,  à  Paris,  de  préférence 
en  espéranto. 
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COUUESPO\«A\CE. 


M    W     Gallatly.    M.-A.    {Boscombe).   -   Sur   l'appli- 
tion   des   coordonnées    trilinéaires  au   cercle   des   neuf 


points. 

Soient  D,  E,  F  les  milieux  de  BG,  GA,  AB  ; 

X    Y    Z  les  points  de  contact  avec  le  cercle  insent. 
/Prenons  DEF  pour  le  triangle  des  coordonnées  ir.l.néa.res 
et  appliquons  les  symboles  a,  6,  c,  . . . ,  R,  •  •  •  a  DEF. 

L'équation  du  cercle  des  neuf  points  est 

abc. 

Prenons  pour  le  cercle  XYZ 

kiaoi^b^-+-c^O(U  +  m'^^n'0-i-:^'^'(-^.--=o- 

Au  cercle   XYZ   appliquons   la    méthode   de    Salmon    {Co- 
niques, p.  128). 

Il  en  résulte  que  l'équation  du  cercle  XYZ,  est 

iY{{a'^^{  -^  b'(Oi-^  coi''.)  =  a{b  -  cY  c^  -^.  . .  • 

Les  deux  cercles  ont 

«rè  — c)2  «+...  =  o 

pour  droite  d'intersection. 

Mais 

a{b  —  c)^OL  _(-...=  o 

est  la  tangente  à 

a 

h. .  .=  o 


au  point  P(^-zr7'  7^7^'  a  -  b) 


Les  deux  cercles  se  touchent  au  point  P. 

Soient  P„  Pî,  P3  les  points  de  Feuerbach  pour  les  cercles 
exinscrits  à  ABG. 
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L'équation  de  la  tangenlc  à  Pi  est 

ai  b  —  c  j-  a  -)-  6 ( c  +  rt  )■-  [3  -I-  c ( a  -+-  6 )2  Y  =  o. 

Si  les  tangentes  à  P  et  Pi  se  coupent  en  Q,  et  les  tangentes 
à  Pj  et  P3  se  coupent  en  Q',  il  en  résulte  que  DQ  est  la  bissec- 
trice extérieure,  et  DQ'  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  D. 

Le  centre  0  du  cercle  ABC,  ou  l'orihocentre  de  DEF,  est  le 
point  (sécA,  sécB,  sécG). 

,,             ,.         .           (s  —  a     s  —  b     s  —  c\ 
Le  centre  1  du  cercle  inscrit  est     ,  — ; — ,  • 

\     a  b  c     I 

Il  en  résulte  que  01  a  pour  équation 

a{b  —  c)  cosA  a  -4-.  .  .  =  o. 

YZ  coupe  DE,  DF  aux  points  K,  K',  tels  que 

DK  =  DK'=  a. 

L'équation  de  YZ  est 

c/^a  -4-  6(a  —  c)  j3  -I-  c(a  —  b)'(  =  o. 

Décrivons  une  parabole  qui  a  pour  foyer  le  point  P  et  qui 
touche  les  côtés  de  DEF.  L'équation  de  cette  parabole  est 


^(b 


C)  a 


(Salwon.  vers  la  fin  du  Chapitre  XIV). 
La  directrice  est 

wxib  —  c)  cos  A  -4-. .  .=  o. 
qui  est  01.    • 

YZ  touche  cette  parabole,  car 

cr-tb  —  c)        b^-(c  —  a)        c^ia  —  b)_ 


a-  b{a  —  c)  c(a  —  b } 

Il  eu  résulte  que  la  parabole,  qui  a  P  pour  foyer  et  01  pour 
directrice,  louche  les  côtés  de  DEF  et  XYZ. 


(  4o4  ) 


BIBLIOGftAIMIIE. 


Étude  dynamique  des  voitures  automobiles,  par 
M.  Albert  Petot,  [)roft'sseur  de  Mécanique  à  l'Uni- 
versité de  Lille,  i^'  fasc.  i  vol.  autogr.  in-4*'  de  '>.o-  p. 
Lille,  J.  Schaller,  et  Paris,  Gauthier-Villars,  190-. 

Le  temps  où,  dans  nos  Facultés  des  Sciences,  on  réduisait 
l'enseignement  de  la  Mécanique  à  cette  mécanique  dite  la- 
tionnelle  parce  que  fort  souvent  elle  n'est  pas  raisonnable,. 
est  passé,  ou,  du  moins,  commence  à  passer.  On  s'est  enfin 
rappelé,  après  une  période  analytique  à  outrance  provoquée 
par  Lagrange,  que  la  Mécanique  est  une  science  expérimen- 
tale où  le  calcul  n'est  qu'un  auxiliaire  utile,  mais  qui  ne  doit 
pas  sortir  du  rôle  de  serviteur  qui  lui  convient. 

M.  Albert  Petot,  élevé  au  lait  de  la  vieille  école,  essaie 
courageusement  de  réagir  et,  dans  les  leçons  qu'il  fait  à  ses 
élèves  à  la  Faculté  de  Lille,  il  s'efforce  de  leur  faire  voir  que 
la  Mécanique  est  autre  chose  qu'un  jeu  d'esprit,  et,  choisis- 
sant son  sujet  parmi  la  plus  moderne  des  applications,  vienJL 
de  leur  faire  une  série  de  leçons  sur  l'Automobile. 

Le  premier  fascicule  de  ces  leçons  autographiées  (produc- 
tion du  mouvement  de  locomotion,  rôle  du  différentiel,  mode 
d'action  des  ressorts  et  bandages)  forme  un  imposant  Volume 
de  207  pages. 

L'Ouvrage  comprend  quatre  Chapitres. 

Le  premier,  relatif  à  la  résistance  à  la  traction,  détermine  les 
conditions  d'équilibre  dynamique  d'une  voiture  en  marche, 
étudie  l'adhérence  et  en  tire  les  conséquences  pour  éviter  le 
patinage.  L'auteur,  plus  d'une  fois,  obligé  de  se  servir  des  ré- 
sultats d'expériences  aussi  anciennes  que  celles  de  Morin, 
hésite  dans  ses  conclusions.  C'est  qu'il  y  a  là  une  jurande  la- 
cune expérimentale  à  combler  et  nous  avons  grand  besoin  que 
des  expérimentateurs  reprennent  méthodiquement  les  études 
des  frottements,  résistances  de  roulement,  etc. 

Le  Chapitre  II  étudie  le  mouvement,  calcule  les  réactions 
recherche  la  puissance  à  donner  au  moteur. 
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Le  (Chapitre  III  traile  du  Différentiel  au  point  de  vue 
cinématique  et  dynamique  et  au  point  de  vue  de  son  influence 
sur  la  staliilité  de  la  voiture. 

Kniin,  .M.  le  professeur  Petot  réserve  tout  le  chapitre  IV  à 
l'étude  des  ressorts  et  des  bandages  et  à  leurs  actions  sur  la 
voiture. 

Sobre  de  calculs,  présentant  toujours  les  questions  sous  une 
forme  concrète  directe,  faisant  des  approximations  nom- 
breuses et  raisonnées,  l'auteur  nous  a  montré  ce  que  peut  un 
mathématicien  qui  sait  ne  prendre  dan?  son  arsenal  que  les 
armes  utiles.  G.  B. 


m-UriFICATS  DE  MÉCAMOIE  IMTIOWELLE. 


Bordeaux. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Réduction  d'un  système  de  vec- 
teurs parallèles. 

H.  Étude  de  l'effet  des  percussions  appliquées  à  un  solide 
mobile  autour  d'un  axe  fixe. 

Cas  où  la  fixité  de  l'axe  est  obtenue  par  celle  de  deux 
de  ses  points:  détermination  des  percussions  subies  par  ces 
points. 

Centre  de  percussion. 

III.  Deux  disques  circulaires  infiniment  minces  {D)  et 
(0,),  homoijènes  et  pesants,  glissent  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal  xOy.  Ils  sont  assujettis,  de  plus,  à  rouler 
(sans  glisser)  l'un  sur  l'autre.  Leurs  masses  M  et  Mi  sont 
inversement  proportionnelles  à  leurs  rayons  R  et  Rj,  et 
chaque  point  matériel  de  ces  disques  est  attiré  par  l'ori- 
gine O proportionnellement  à  sa  masse  et  à  sa  distance  au 
point  O.  le  coefficient  de  proportionnalité  étant  égal 
à  co^. 

On  désignera  par  ^,  r)  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité du  système  des  deux  disques,  par  o  l'angle  du  seg- 
ment \.\i  avec  Ox,  et  par  0  l'angle  que  fait  avec  AA,  le 
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rayon  matériel  AP  qui,  à  l'époque  initiale,  coïncidait 
avec  AAj.  Ces  angles  sont  comptés  positivement  dans  le  sens 
de  Ox  vers  Oy. 


P, 


F 

rO 

A, 

\(D,) 

fA 

-" 

/ 

^            1 

Étudier  le  mouvement  du  système  avec   les  conditions 
initiales  suivantes  : 


S'n  =  O, 


r,o  =  o,  «po  =  o,  60  =  o, 

r;o  =  2Rco,  <Po  =  w,  6;=— 9.to. 

Quels  sont,  au  point  de  vue  cinématique,  et  pour  ces 
conditions  initiales,  les  mouvements  absolus  des  centres  (D) 
ef  (D,)? 

Epreuve  pratique.  —  Mouvement  d'un  tore  autour  d'un 
point  fixe.  —  Un  tore,  homogène  et  pesant,  dont  le  cercle 
générateur  a  un  rayon  a  =  2*""  et  a  son  centre  à  une  dis- 
tance d  =  iS*^™  de  l'axe  de  rotation,  tourne  avec  une  vitesse 
de  5ooo  tours  par  minute  autour  de  cet  axe.  La  distance  l 
de  son  centre  de  masse  au  point  fixe  de  cet  axe  est  i"",  et 
l'inclinaison  initiale  60  de  l'axe  sur  la  verticale  ascen- 
dante est  de  5o  grades. 

Déterminer  la  durée  T  et  l'amplitude  0  de  la  natation, 
la  vitesse  W  de  la  précession  moyenne  et  le  temps  T'  que 
l'axe  du  tore  met  à  faire  une  révolution  complète  autour 

de  la  verticale. 

,     [  cm  \ 

(Juillet   1907.) 

Caen. 

Épreuve  THÉORIQUE.  —  I.  Un  octaèdre  régulier  homogène, 
de  masse  iM,  d'arête  ayi-,  peut    tourner    autour  du  som- 
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met  O  qui  est  fixe:  aucun  de  ses  points  n'est  sollicité  par 

des  forces  extérieures,  sauf  le  sommet  S,  opposé  à  O,  qui 

■        ^        ,^  ,.  I  Mu)2«* 

est   attire    vers    un  point  fixe    t    par  une  jorce  - —         , 

^       SP 

OP  étant  égal  à  ^a\  à  l'instant  initial,  l'octaèdre  tourne 

avec  la  vitesse  w  autour  de  l'axe  instantané  OS  et  POS  est 

droit.  Mouvement  de  l'octaèdre  :  trajectoire  du  point  S. 

Solution. 

Moments  d'inertie  en  O  :  A  =  B  =  -  Ma^,  G  =  -  Ma"^. 

5  5 

Les  théorèmes  généraux  donnent  : 
;•  =  o'-t-  -ycosO  =  w,  -  Ma-  ^  sin^O  -+-  -  Ma^ r  cos6  =  o, 

-Ma2(0'2-(-4/'2  sinM)  =  f ,  —  - 

3  ^  1-2  \3  4COSO  3 

On  trouve,  pour  la  trajectoire  du  point  S  : 


.    r.  d<l  v^cos6(5 —  icosO) 

sin  6  -TT  = 


^^        /(i  —  2  cosO)(a  —  cos6) 

H.   Un  point  M,  de  masse  i,  se  meut  sur  l'axe  X'OX  sous 
l'action  d'une  force  X  =  —  'z^  ( x  }  ;  il  éprouve,  en  sens  con- 

2  f  2 

traire   de  sa   vitesse,   une    résistance    >   a   étant   une 

a  -^  X 

constante  positive;  pour  t  =  o^  v  est  nul.  x  a  une   valeur 

positive  Xq.  Déterminer  ^ (x)  de  manière  que  M  arrive  à 

l'origine  O  en  un  temps   T   indépendant  de  Xq-,   dire  en 

quel  point  il  s'arrête  et  quelle  est  l'équation  du  mouve~ 

ment  ultérieur. 

Solution. 

,  I    .       iv^dx  ,    s    , 

a  -  f  2  = (û  (  X  )  dx. 

1  a  -r-  X  i  ^      ' 

I'       1         j     i:     n    •  1  ^  -î.rl'rt  4-.r) 

1  analyse  de  V.   ruiseux  donne  o(:r)=  ;-=^ ;  puis  on 

4  l  - 
trouve 

I  \       \         -t 

a        «  -+-  . 
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\t      •         '  ci^o  ,,  ,  .  , 

M  S  ai  rete  pour  x  =■ ;  pour  )  équation   du  mou- 

a  -H  2  ^0 

vemeiu  ultérieur,  on  change  le  signe  du  deuxième  ternie  :  il 

n'y  a  plus  taulochronisme. 

EpuEuvE  PRATIQUE.  —  Un  fil  homogène,  long  de  2", 
pesant  2^,  a  ses  extrémités  fixées  en  deux  points  A,  B 
d'une  horizontale  ;  il  porte  un  anneau  M  pesant  9/  et 
pouvant  glisser  sur  le  fil.  Calculer,  à  o"\oooi  près,  la  dis- 
tance AB  et  la  distance  de  cette  droite  au  point  gui  sup- 
porte l'anneau. 

(Juillet  1907.) 

Grenoble. 

Problème.  —  Un  solide  S  est  mobile  autour  d'un  axe 
vertical  fixe  dirigé  vers  le  bas.  Un  second  solide  S'  est 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal  Ox  invariablement  lié 
«  S  e<  rencontrant  Ozi  au  point  O.  L'axe  Ox  est  axe  prin- 
cipal d'inertie  de  S'  relativement  au  point  O;  les  deux 
autres  axes  principaux  sont  appelés  Oy  et  0  z. 

Soient  Ox\  Oj'i    deux  axes  rectangulaires  horizontaux 

fixes;  on  désigne  par  ^  l'angle  x^Ox  et  par  0  l'angle  Zi  Oz. 
On  appelle  I  le  moment  d'inertie  de  S  relativement  à  Ozi, 
A,  B,  G  ceux  de  S'  relatifs  à  Ox,  Oy  et  Oz.  Le  centre  de 
gravité  G  de  S'  est  supposé  situé  sur  Oz  à  une  distance  a 
du  point  O. 

Le  solide  S'  est  pesant  et  les  liaisons  sont  sans  frotte- 
ment. 

Ecrire  les  équations  différentielles  du  mouvement  du 
système;  montrer  qu'elles  s'intègrent  par  quadratures.  On 
ne  demande  pas  de  discussion. 

Les  réactions  correspondant  aux  liaisons  auxquelles  S' 
est  assujetti  sont  réductibles  à  une  force  passant  par  O  et 
à  un  couple.  Montrer  que  l'axe  de  ce  couple  est  normal 
au  plan  xOz^  et  indiquer  une  méthode  pour  calculer  le 
moment  de  ce  couple. 

Solution. 

Les  équations  difTérentielles  s'obtiennent  aisément,  soit  par 
la  méthode  de  Lagrange,  soit  par  les  théorèmes  généraux. 
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Eli  ce  qui  concerne  les  réactions  de  S',  les  liaisons  per- 
mettent à  chaque  instant  une  rotation  autour  de  0-Si  et  une 
rotation  autour  de  0:r;  le  moment  des  forces  de  liaisons  rela- 
tif à  ces  deux  axes  est  donc  nul.  On  connaît  dès  lors  la  direc- 
tion (le  l'axe  du  couple  des  réactions,  on  en  calcule  le  moment 
en  utilisant,  par  exemple,  les  équations  d'Euler  relatives  à  S' 
et  aux  axes  Oj'  et  O^. 

Epkelve  PEiATiQUK.  —  Deiix  cercles  homogènes  de  même 
masse  m.  de  même  rayon  a,  sont  assujettis  à  rester  dans 
un  plan  vertical  et  à  rouler  sans  glisser  sur  une  horizon- 
tale fixe  de  ce  plan.  Leurs  centres  C,  C  sont  réunis  par 
une  barre  homogène  de  masse  M,  de  longueur  l  i  l  ~>  ia). 
De  plus,  deux  points  B,  B'  de  ces  cercles,  situés  à  la  même 
distance  b  de  leurs  centres,  sont  réunis  par  une  barre  de 
masse  [x.  de  même  longueur  que  la  précédente.  Cette 
barre  BB  est  une  bielle  d'accouplement  :  la  figure  GBB'C 
est  donc  un  parallélogramme  articulé. 

Exprimer  l'absence  de  glissement  par  une  relation  liant 
rabscisse  x  du  milieu  A  de  CC  et  l'angle  f)  que  fait  CB 
avec  Ox.  Quelle  doit  être  une  force  appliquée  en  X  pour 
maintenir  le  système  en  équilibre,  l'angle  6  ayant  une 
valeur  donnée  ?  {Les  diverses  pièces  du  système  sont 
pesantes.  ) 

Calculer   la   force    vive   du  système   en    mouvement  en 

fonction  de  H  et  de —r-  =6'.  Former  l'équation  du  mouve- 
ment du  système,  les  forces  données  se  réduisant  aux  poids 
des  différentes  pièces. 

Trouver  la  durée  des  petites  oscillations  au  voisinage 
d'une  position  d'équilibre  stable. 

Le  système  étant  au  repos  dans  une  position  d'équilibre 
stable,  on  suppose  qu'un  point  matériel  de  niasse  m'  animé 
d'une  vitesse  \  faisant  avec  Ox  un  angle  de  3o°  et  dirigée 
vers  le  bas  vienne  heurter  la  barre  CC  en  son  milieu  et 
reste  fixé  en  ce  point.  Déterminer  la  distribution  des 
vitesses  dans  le  système  ainsi  modifié,  immédiatement 
après  le  choc. 

Nota.  —  Les  liaisons  sont  sans  frottement. 

(Juillet  1907.) 
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Lille. 

Cours.  —  \°  Variation  de  la  force  vive  d'un  solide  libre 
à  la  suite  d'une  percussion.  Introduction  du  paramètre 
de  percussion. 

1°  Conservation  de  la  force  vive  dans  le  choc  de  deux 
corps  libres  parfaitement  élastiques.  Perte  de  force  vive 
dans  le  choc  de  deux  corps  libres  quelconques. 

Problèmes.  —  I.  Cinématique.  —  Soient  dans  un  plan 
fixe  Ox.,  Oy  deux  axes  rectangulaires  ;  le  plan  d'un 
angle  droit  Xû  Y  se  meut  sur  ce  plan  fixe.  Le  sommet  û, 
de  coordonnées  («,  b)  par  rapport  à  Ox,  Oy.,  décrit  la 
parabole    b-=ipa;   l'angle   a   de   ÛX    avec    Ox   a  poiir 

mesure en  fonction  de  la  position  de  Q  et  m  loiji  \  -^  t) 

en  fonction  du  temps  t  (p  et  m  sont  deux  constantes).  Dé- 
terminer analytiquement  la  base,  la  roulante,  le  lieu  du 
centre  géométrique  des  accélérations  et  le  lieu  du  centre 
proprement  dit  des  accélérations. 

11.  Dynamique.  —  Un  ellipsoïde  homogène  pesant  à  sur- 
face dépolie  est  mobile  autour  de  son  centre  ;  il  reste  en 
contact  avec  un  plan  dépoli  sur  lequel  il  roule  et  pivote 
sans  glisser.  Etudier  son  mouvement  et  reconnaître  qu'il 
coïncide  avec  un  mouvement  de  Poinsot.  On  néglige  les 
frottements  de  roulement  et  de  pivotement. 

(Juillet  1907.) 

Marseille. 

Épreuve  théorique.  —  Un  canal  circulaire  homogène 
peut  tourner  autour  de  l'un  de  ses  diamètres  qui  est  ver- 
tical et  qui  est  fixe. 

Dans  ce  canal  se  meut  un  point  pesant  dont  la  masse 
est  la  moitié  de  celle  du  canal. 

Trouver  le  mouvement  de  ce  système  et  la  pression  du 
point  sur  le  canal. 

A  l'instant  initial,  le  rayon  qui  passe  par  le  point  est 
horizontal,  la  vitesse  relative  du  point  sur  le  canal  est 
nulle,  et  le  canal  tourne  avec   une   vitesse   angulaire   w 
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telle  que  g  =  Rio^,  en  désignant  par  g  l'accélération  due 
à  la  pesanteur  et  par  R  le  rayon  du  canal. 

Le  mouvement  est-il  ou  n'est-il  pas  périodique? 

Solution. 

Soit  ç  l'angle  du  plan  du  canal  avec  un  plan  vertical  fixe, 
soit  6  l'angle  que  fait  avec  l'horizontale  le  rayon  qui  passe 
par  le  point  mobile;  cet  angle  étant  compté  au-dessous  de 
l'horizontale,  le  théorème  des  moments  donne 

(I  -H  COS-  6)!0'  =:  5>CÛ. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne 

(i  -4-  cos2  6)!p'2+  6'*  =  2co2  sin6  -h  2w2. 

On  tire  de  là 

,,,  _  2  102 sin 6(2  4-  sin6)(i  —  sin6) 
I  -i-  cos^O 

Donc  6  part  de  zéro  et  tend  vers  -  quand  t  augmente  indé- 
finiment. 

d^ 
Le  mouvement  n'est   pas   périodique,  et  —~  tend  vers   ihi, 

c'est-à-dire  vers  le  double  de  la  vitesse  initiale. 

Epreuve  pratique.  —  Un  tube  creux  enfer  est  horizon- 
tal. Il  est  encastré  par  Vune  de  ses  extrémités  dans  un 
mur  vertical;  il  porte  à  l'autre  extrémité  un  poids  P. 

La  partie  saillante  du  tube  a  3™  de  long.  Le  rayon 
intérieur  du  tube  est  a""",  le  rayon  extérieur  est  3"".  Le 
poids  spécifique  du  fer  est  7,7. 

On  demande  quel  sera  le  poids  P  si  le  tube  travaille  au 
maximum  à  10''^  par  millimètre  carré,  et  quel  sera  alors 
l'abaissement  de  l'extrémité  libre  du  tube. 

On  tiendra  compte  du  poids  du  tube. 

(Juillet  1907.) 

Montpellier- 

Epreuve  théorique.  —  I.  Supposant  connus  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  et  le  théorème  de  d'Alembert,  éta- 
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blir  les  équations  de  Lagrange  dans  le  cas  d'un  système 
holonome. 

Considérer  le  cas  d'un  système  non  holonome. 

II.  Une  circonférence  de  cercle,  parfaitement  rigide, 
de  rayon  égal  à  l'unité,  est  animée  d'un  mouvement  de 
rotation  uniforme,  de  vitesse  angulaire  to,  autour  d'un 
axe  fixe  passant  par  son  centre  et  perpendiculaire  à  son 
plan.  Un  point  matériel  non  pesant  M,  de  masse  égale  à 
l'unité,  mobile  dans  le  plan  de  la  circonférence,  glisse 
sans  frottement  sur  le  côté  intérieur  de  cette  circonfé- 
rence. Ce  point  est  relié  à  un  point  A,  fixe  sur  la  circon- 
férence, par  un  fil  élastique  sans  masse.  Lorsque  le  fil  a 
pour  longueur  i,  sa  tension  est  nulle;  lorsque  sa  lon- 
gueur est  égale  à  /,  sa  tension  est  k(l  —  i),  /■  étant  une 
constante  positive.  Le  point  M  étant  placé  à  la  distance  9. 
du  point  A,  on  le  lance  sur  la  circonférence  avec  la 
vitesse  relative  Vq.  Étudier  le  mouvement  relatif  du 
point  M  sur  la  circonférence;  reconnaître  si,  au  début  du 
mouvement ,  le  point  quitte  la  circonférence.  Si  ce  cas  se 
présente,  on  ne  poursuivra  pas  l'étude  du  mouvement. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  le  mouvement  du 
plan  P  sur  un  plan  fixe  II. 

On  suppose  que  le  point  J  de  P,  dont  l'accélération  est 
nulle,  coïncide  à  chaque  instant  avec  uji  point  fixe  de  P, 
et  que  le  centre  instantané  I  décrit  sur  P  une  droite 
fixe  D. 

Trouver  des  trajectoires  sur  le  plan  II  des  points  l  eti. 

Rennes. 

Épreuve  théorique.  ^^  I.  Établir  les  équations  d'Euler 
pour  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe.  Intégrales  premières  dans  le  cas  où  il  n'existe  pas 
de  forces  extérieures. 

II.  Etudier  le  mouvement  de  la  machine  d'Atwood,  en 
tenant  compte  du  poids  du  fil. 

On  supposera  que  la  machine  se  réduit  à  une  poulie 
sur    laquelle    passe    un    fil   matériel    homogène,  pesant, 


(  4.3  ) 

dont  les   exlrcinités  pendent  verticalement  et  supportent 
des  poids  inégaux. 

Epreive  phatique.  —  Une  plaque  carrée  homogène  pe- 
sante peut  osciller  librement  autour  d'un  de  ses  côtés. 
Trouver  la  période  des  oscillations  :  i°  quand  le  côté 
considéré  est  vertical  ;  1°  quand  il  forme  avec  l'horizon 
un  angle  donné  <o. 

Application  numérique  : 

?  =  45", 
côté  du  carré  =  i", 

(Juin  1907.) 


CEIITIFICATS  DE  lIATIIÉlMATIOlES  GÉNÉRALES. 


Caen. 


On  considère  la  surface  S  définie,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  les  équations 

a"  =  e-"cosf,  y  =  e-"sini',  z  =^     1      du  \J v  —  g--". 

1°  Effectuer  l'intégration  qui  donne  la  valeur  de  z\ 
•>''  Montrer  que  S  est  de  révolution  autour  de  OZ  et  que 
la  portion  d'une  tangente  à  une  méridienne  comprise 
entre  OZ  et  le  point  de  contact  a  une  longueur  con- 
stante. Forme  de  la  méridienne  :  calcul  de  son  rayon  de 
courbure; 

3"  Déterminer  les  asymptotiques  de  S  :  projection, 
sur  OXY  des  asymptotiques  se  croisant  au  point  où  u  et  v 
sont  nuls. 

Solution. 


z  =  L  (e"-t-  /e2»— i)  —  y/i 


dz  =^ —  y/e^" —  I  (cos  vdx^  sin  vdy). 
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On  en  déduit  p,  q  et  l'on  forme  réqualion 
dp  dx  -t-  dq  dy  =  o  ; 

le  rayon   vecteur   r   d'un   point   de   la    projection   est  e-"  et 
l'équation  de  cette  projection  sur  OXY 

dr 


di>  =  ± 


A^ 


(Juillet  1907.) 


Lille. 


I.  Analyse.  —  i"  Oa;,  Oy  et  Oz  étant  trois  axes  rectangu- 
laires, construire  la  leniniscate  (C)  représentée  par  les 
équations 

(1)  {x'^-\-y^y-=  a'^(x^  —  y-^),  ^  =  0, 

où  a  désigne  une  longueur  donnée;  montrer  qu'il  existe 
sur  Ox  deux  points  F,  F'  tels  que  le  produit  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  la  leniniscate  à  ¥  et  ¥'  ait  une 
valeur  constante. 

•2°  Écrire  V équation  de  la  surface  de  révolution  (S)  en- 
gendrée par  la  rotation  de  (G)  autour  de  Oa?,  indiquer  la 
forme  de  l'intersection  de  (S)  et  d'un  plan  parallèle 
à  xOy. 

3"  Calculer  le  volume  de  la  portion  de  l'espace  inté- 
rieure à  cette  surface  (S). 

4°  Former  et  intégrer  l'équation  différentielle  des  tra- 
jectoires orthogonales  des  lemniscates  représentées  par 
l'équation  (i)  quand  a  varie,  construire  l'une  de  ces  tra- 
jectoires orthogonales. 

5°  Calculer  le  volume  de  la  portion  de  l'espace  limitée 
par  la  sphère  (2)  : 

x^ -\-  y^ -\-  z^  z=  «2 

et  par  le  cylindre  qui  a  pour  base  la  leniniscate  (C)  et 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Oz  ainsi  que  l'aire 
de  la  partie  de  la  surface  de  {^)  comprise  à  l'intérieur 
du  cylindre. 

II.  Mécanique.   —   1°    Théorème  des  moments  des  quan- 
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tités  de  mouvement  pour  un  point  matériel  et  pour  un 
système.  Equation  du  mouvement  d'un  solide  mobile  sans 
frottement  autour  d'un  axe  fixe. 

2"  On  donne  le  poids  P  d'un  solide  S  qui  peut  osciller 
librement  autour  d'un  axe  fixe  horizontal  O'L,  la  dis- 
tance OG  =  a  du  centre  de  gravité  G  de  ce  solide  à 
l'axe  OZ,  la  durée  t  des  petites  oscillations  du  pendule 
ainsi  obtenu,  le  poids  p  et  le  rayon  r  d'une  sphère  homo- 
gène G;  et  l'on  demande  de  déterminer  la  durée  x  des 
petites  oscillations  du  deuxième  pendule  obtenu  en  fixant 
invariablement  la  sphère  G  au  solide  S,  de  façon  que  son 
centre  G  soit  sur  le  prolongement  de  OG  à  une  dis- 
tance OG  ^=  b  de  l'axe  OZ. 

On  prendra 

P  =  5''^,         a  =  i'",5 ,         /   =  i%4, 
p  =;  S**",         /■  =  o'",07,       b  =  2"',  4- 

(Juillet  1907.) 

Lyon. 

Poser   l'équation  différentielle  des  courbes  G  telles  que 

OT.ON  =c2  =  const. 


O/i  intégrera  en  posant  x-  =  a,  y-  =  v. 

Par  un  point  P  du  plan  passent  deux  courbes  Gi   et  Go. 

c 
Si  P  a  jKtur  coordonnées  x  =  c,  y  =^  — r ,  Gj  est  une  ellipse, 

C2  est  une  hyperbole.  G2  divise  Gj   en  trois  parties,  dont  on 
demande  de  calculer  les  aires. 


On  a 
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Solution. 


OT  =  X  —  — ,>  ON  =  X  -r-  yy\ 


(1) 

x-i—y^^xy 

V'-y}-' 

c'est-à-dire 

(2) 

c-  =  U  —    t'  -r 

iich-  —  i-da- 

Iraitons    u   et    v   comme    des  coordonnées   avec    p  =. --—. 

'        au 

On  a  l'équation  de  Clairaut 

P 


■■  pu  —  c^ 

(3) 

'  ou 


Up'^ p  (v  u  -\-  C^)  —  t'  =:  O. 

Les  courbes    intégrales  de  (3)  sont  les  tangentes  à  la  co- 
nique H 

o  =  (v  —  «  -+-  c^)- -^  ^uv; 

les  courbes  intégrales  de  (i)  sont  donc  des  coniques  /j.  ortho- 
gonales, homofocales 

c- — —    =px'^-^y^         (/)  =  paramètre  arbitraire  ) 
à  foyers  fixes  ^  =  o,  a;  =  ±  c,  etc.  (Juillet  lyoj.) 


Montpellier. 

Une  courbe   est  représentée  par  rapport   à   deux   axes 
rectangulaires  par  les  équations 

x  =  a  { t  —  sin  ^), 
y  =  a  cost. 

1°  Calculer  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  compris  entre 
les  points  correspondant  à  t  =  —  -û  et  t  =  -h  -. 
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•x"  En  un  point  quelconque  M,  déterminer  le  centre  de 
courbure  G  et  le  rayon  de  courbure. 

3"  Trouver  le  lieu  du  centre  de  courbure,  et  montrer  que 
ce  lieu,  et  la  première  courbe,  ont  des  formes  identiques. 

4"  G  étant  le  centre  de  courbure  au  point  M  de  la  pre- 
mière courbe,   trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  droite  iMC. 

5"  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  perpendiculaire  à 
M  G  menée  par  son  milieu. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  l'ellipsoïde  de  révo- 
lution engendré  par  la  rotation  de  l'ellipse 

autour  de  Ox,  puis  un  cône  de  révolution  autour  du  même 
axe,  circonscrit  à  l'ellipsoïde  précédent.  On  prend  pour 
base  de  ce  cône  le  plan  engendré  par  Oy  en  vertu  de  la 
même  rotation. 

Minimum  du  volume  de  ce  cône  ? 

On  étudiera  plus  généralement  la  variation  de  ce  vo- 
lume en  faisant  usage  d'une  représentation  graphique. 

N.  B.  —  On  prendra  pour  variable  "x,  la  distance  du  som- 
met du  cône  au  point  O.  (Juillet  1907.) 


Rennes. 
Epreuve  écrite.  —  I.   On  donne  l'équation  différentielle 
d'-y    ,    2  dy 


dx"^         a  dx 


(i-^^^ 


y  =  0, 


où  a  et  b  désignent  deux  constantes  positives. 

r  Trouver  une  solution  y  =f{x)  de  cette  équation,  telle 
que  pour  x  =  o  on  ait 

dy 

y  =  h         et         ~  =  0. 
•^  dx 

a"  Construire  la  courbe  qui  représente  la  variation  de 
la  fonction  y  =:  f  [x)  ainsi  déterminée,  en  supposant  que  x 
croisse  de  o  à  -H  oc.  Calculer  les  coordonnées  des  points  où 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  VII.  (Septembre  1907.)      27 


(  4.8  ) 

la  tangente  est  parallèle  à  Ox  et  les  valeurs  du  rayon  de 
courbure  en  ces  mêmes  points. 

II.   Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  différen- 
tielle 

d^y        '2  dy         i  -  —  i 

rrr  -+-  -  i^  -^ — ^r  =  e'-  -¥-  e     c, 
dx-        a  dx        a^ 

a  et  c  désignant  deux  constantes  positives. 
Examiner  les  cas  particuliers  où  c  =  ±  a. 

KpREUVE    PHATIQUE.    —    On   considère   l'enveloppe   de    la 
droite  définie  par  l'équation 

a- sina — ^  cosa  =  2  a  sina -4- a  cosa, 

a  désignant  un  paramètre  variable. 

Trouver  :   1°  les  coordonnées  d'un  point   de  l'enveloppe 
en  fonction  du  paramètre  ci.  ; 

■i"  La  longueur  d'arc  comptée  à  partir  du  point  corres- 
pondant à  a  =  o; 

3°  L'expression  du  rayon  de  courbure. 

(Novembre  1906.) 

Épreuve  écrite.  —   i'  Trouver  l'intégrale  générale  du 
système  d'équations  différentielles 

'   dx        «2  —  1^ 


dt  y 

Montrer  que,  si  l'on  détermine  les  constantes  d'équation 
de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  initiales  suivantes  : 

/JOU/-   t  =    - 
•2 

X  =  O,        y  =  a, 


(7.)  y  =  as\nt,         .r  =  «log  taiig  ; — hacos^ 


Kludier  la  courbe  définie  par  les  équations  (2). 
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Calculer  en  fonction  de  t  :   \"  l'angle  de  la  tangente 
avec   Oy.    1°  la  longueur  de    l'arc  compté  à  partir  du 

point  A  qui  correspond  à  la  valeur  i  =  -^;  3"  le  rayon  de 

courbure;  4"  les  coordonnées  du  centre  de  courbure;  5°  l'aire 
comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des y^  l'axe  des  x  et  une 
ordonnée  variable  :  cette  aire  tend  vers  une  valeur  déter- 
minée quand  l'ordonnée  limite  s'éloigne  indéfiniment. 
Reconnaître  la  nature  de  la  développée . 

Épreuve  PRATIQUE.  —  1°  Intégrer  l'équation  différentielle 
linéaire 

I -t- 3  a^*        _  x(i  —  X-) 

•^  ""  a"(i-T-a-2)-^  ~      i^x^     ' 

et  déterminer  la  constante  de  façon  que  l'on  ait  y  =  o 
pour  X  =  [ . 

9."  Calculer  l'intégrale  définie 


£ 


dx 


(Juin  1907.  ) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


M.  A.  Gérardin  ayant  réimprimé  dans  le  Sphinx  Œdipe 
(Nancy)  trois  questions  de  M.  E.  Cesaro,  relatives  à  cer- 
taines propriétés  arithmétiques  du  Tableau  des  puissances 
de  5,  et  demeurées  non  résolues,  M.  Malo  a  réussià  les  ré- 
soudre et  les  solutions  viennent  d'être  publiées  dans  le 
Journal  sus-mentionné.  Ces  questions  ayant  été  proposées 
ici  même  en  i883  et  1884,  il  est  naturel  que  leur  solution 
y  soit  aussi  insérée.  La  Rédaction. 

1432. 

1883,  p.  iii-1 

Parmi  les  chiffres  de  rang  !\p  -i-  i  des  puissances  succes- 
sives de  5,  les  chiffres  i  et  S  se  trouvent  en  plus  petit  nombre 


(  4^-o  ) 

<]ue  les  autres.  Par  exemple,  parmi  les  6io  chiffres  de 
rang  9  {centaines  de  millions)  de  64o  puissances  successives 
quelconques  de  5,  chacun  des  chiffres  3  et  S  se  trouve 
60/ois,  tandis  que  chacun  des  8  autres  chiffres  s'y  trouve 
65  fois.  (E.  Cesaro). 

1448. 

(1883,   p.   2S-.) 

Les  chiffres  de  rang  n,  dans  les  puissances  successives 
d'un  nombre  quelconque,  se  reproduisent  périodiquement. 
Pour  les  puissances  de  5,  la  période  se  compose  de 
2'î-*(n  >  Z)  ter  mes  dont  la  somme  est  le  double  de  g.-2"-'* —  i. 
Dans  cette  période.,  un  même  chiffre  est  répété  A  (2"-3-t-  ip) 
fois  ;  <p  ayant,  pour  cliaque  chiffre,  des  valeurs  différentes 
suivant  la  forme  de  n,  comme  l 'indique  le  Tableau  sui- 
vant. On  a 


n  =  kp- 

Four  0  et  5 

?=       3 

»      I  et  G 

cp  = 1 

»      2  et  7 

C5   =  1 

»      3  et  8 

i>=       3 

»      4  et  9 

ç  =  —  2 

n  =  4/'  +  i- 


4/J-I-2.    n  =  \p-^'h. 


2 

—  1 

—  3 

4 

2 

—  I 

2 
—  3 

(E. 

—  I 

Cesaro.  ) 

1485. 

(188i,  p.   160.) 

Ayant  pris,  au  hasard,  un  chiff're  d'une  puissance  quel- 
conque de  5,  il  y  a  avantage  à  parier  que  c'est  un  5  ou 
un  o.  (E.  Cesaro.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Malo. 

1.  On  peut  regarder  comme  un  simple  point  défait  tranché 
par  l'expérience  que  le  chiffre  des  unités  est  toujours  un  5, 
celui  des  dizaines  toujours  un  2,  et  celui  dès  centaines  un  i 
dans  les  puissances  impaires,  un  6  dans  les  puissances  paires. 

Considérant  une  de  celles-ci,  soit 


1000  A;î  -H   ()25, 


(  42.  ) 

j'en  conclurai 

5-"-*-'  =  looo  (5A„-i-3)-Hi25  =  ioooB„-f-  \'?.5, 
puis,  en  multipliant  encore  par  5, 

5î«-h2  _  iooo.5Brt-4-  625  =  1000  AnH-i  +  625  : 

il  me  vient  donc 

A„^.,  =  5B„=  25A„-4- i5, 

et,  sans  nouveau  calcul. 

B„+i  =  25B„-i-  3. 

Or  je  puis  considérer  que.  pour  n  =  2,  j'ai  Aj  =  o;  j'aurai 
par  conséquent 

Aa^  j,         Ai^o,         Aj^S,         ...         (mod.  10). 

De  cette  même  valeur  je  tire 

62=3,         B3=8,         Bv=3,         65=8,  etc.  (mod.  10).     - 

Il  est  de  la  sorte  acquis  que  l'on  a 

5*"  =  10000 A„-t- 0625, 
5*""^' =  loooo  B„-i- 3i25, 
5;«-+.2  _i  ,0000  C,j-4-  5625, 
5Vrt-H3  =  iooooD„-l- 8125,    . 

el  il  est  également  clair  que  l'on  a  les  relations, 

B„=5A„,         C„=5B„+i,         D„=5C„H-2,     • 
A„+,  =  5D„-f-4. 

Or  on  peut  commencer  à  Bi  =  o,  d'où 

Ci  =  i,         D,  =  7, 
puis 

Ai=9,     Bî=  5,     €2=6,      D2=2,     A3534,     ...     (mod,  10). 
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On  posera  donc 

58"  =  ioooooA„-i- 90625, 
58«+i  _  looooo  B„-i-  53  125, 
58«-i-î  =  I o 0000  G„ -f- 65(125. 
5*"-^^  =  loooooD^M- 28  125, 
^8«-i-i  _  100000  E„-)-  40625, 
58«-t-5=  ioooooF„-i-  o3  125, 
5*"+^=  ioooooG„-i-  i5625, 
58rt+7  —  ioooooH„-i-  78  125, 

avec  les  relations 

B„=5A;,-+-4,  C„=5B,i-+-2, 

D„=5G„-f-3,  E„=5D„-{-i, 

F„  =  5E„-i-2,  G„  =  5E„, 

H„=5G;i,  A„+i  =  5  H„-h  3; 


!  on  peut  faire  Hq  =  o,  il  s'ensuivra 
B,=9,         G,  =  7,         D,^8,         Ei=i, 

fX.=   \  H.=  'i  A.^8       Ptp        ("  mm 


et,  comme 

A,  ^3, 

Fi=7,         Gi=5,         H,  =  5,         A2=8,    etc.    (  mod.    10). 


2.  Le  même  raisonnement  s'applique  indéfiniment,  on  le 
sent  d'une  façon  très  claire,  et  la  difficulté  gît  surtout  dans 
l'invention  d'un  algorithme  permettant  de  se  débarrasser  com- 
plètement de  la  considération  des  nombres  effectifs.  Gepen- 
dant,  en  admettant  que  les  nombres  de  la  forme  5«-2"'~'+p 
(o=/>^2"«-*  —  i)  soient  également  de  la  forme  suivante 

io"«A„,p-+-a,„ 

les  nombres  «/,(<  10'")  formant  une  suite  périodique  de  2'"'* 
termes    non    décomposable   en  sous-périodes,    quelles   seront 
d'une  façon  générale  les  conséquences  de  cette  hypothèse? 
On  aura,  conformément  à  ce  qui  a  déjà  élé  observé, 

'iap=  10'"  ai  -I-  ttp+t, 
5a,,+i—  io"'a2-f-a,,+2, 


(I) 

-/.-i  =  10'"  a/. 


(  4-^3  ) 

et 

Les  égalités  du  premier  groupe  montrent  que  ai,  a,,  ..., 
a/c  sont  les  chiffres  de  dizaines  dans  le  produit  par  ")  du  pre- 
mier chiffre  à  gauche  des  nombres  de  m  chiffres  «/,,  a^+j, 
ap-^.^,.  . .  ;  ce  sont  donc  les  chiffres  o,  1,2,  'S,  4,  s'offrant  dans 
un  certain  ordre.  D'autre  part,  les  égalités  du  deuxième 
groupe  présentent  «^  comme  le  reste  de  la  division  de  A,,^,,.^-/,. 
par  5,  division  dont  A„/;-+-/^_,  est  le  quotient;  ou  encore, 
puisque  Ion  peut  écrire 

A«,/,-H2  =  -25  A,,,/, -^  5 a, -H  «2, 

A„,/;4.3  =  i25A„,/,-f-  .?.)a,-+-  5x2-4-  «3, 


(3) 

A„,;,+A=  5^A„,p-f-  5^->a,4-  5^-2a2 
-+-  s''  -^  as  -f- ...  -I-  5  a/,._,  h-  a/,-, 

il  est  clair  que  A„,,,   est   le  quotient  de  la  division   par  5*^'  de 
An,/,-(-A-  et   que   le    reste,   dans   le  sjstéme   de  numération  de 
base  5,  s'écrit  aia2  «3 . . .  a/,_ia/.. 
L'égalité  générale  du  groupe  (■;!.) 

^?i,i>+A  =  5  A„,,,-t-A- - 1  -t-  a/,-, 

considérée  relativement  au  diviseur  10,  fait  voir  que,  si 
A,i,p+/.-i  est  pair,  le  dernier  chiffre  de  An^,^/,-  est  précisé- 
ment OL/,^  tandis  que  ce  dernier  chiffre,  lorsque  An^p+k-t  est 
impair,  esttx/c-^  5-  Enfin,  comme  la  suite  des  derniers  chiffres 
■des  nombres  A,,,,,.  A„,,,-f.i,  A„,/,+2,  ...,  A,,,, ,+/,-,  est  précisé- 
ment celle  des  chiffres  de  la  colonne  10"*  dans  le  Tableau  des 
puissances  successives  de  5,  elle  se  confond  aussi  avec  celle 
des  nombres  aoaj  a^as  . . .  a/,_i  «A,  modifiée  de  la  façon  qui 
vient  d'être  expliquée  et  oto  désignant  ici  le  chiffre  des  unités 
dans  A„,,,. 

Lorsque  k  atteindra  la  valeur  de  1'"-^ — p  il  y  aura  lieu 
d'augmenter  la  valeur  de  n  d'une  unité  et  de  remplacer 
/> -h  A  par  o, /> -4- /i  4- 1   par   i,  etc.  Mais,  sans  insister  sur  ce 
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point,  qui  est  secondaire,  je  remarque  que,  pour  A- =  i'''-^,  on 
retombe  sur  la  valeur  initiale  de  p  tandis  que  celle  de  n  est 
augmentée  d'une  unité.  On  recommence  dès  lors  une  nouvelle 
série  de  chiffres  aoaiaj...  (ces  chiffres  devant  être  modifiés 
l'un  d'après  l'autre  comme  il  a  été  expliqué  un  peu  plus  haut) 
et  toute  la  question  est  de  savoir  si  An+\,p  est  de  même  pa- 
rité que  A.n,p  ou  de  parité  différente,  car  dans  le  premier 
cas  la  période  serait  formée  par  la  série  des  chiffres  aoaiot*  . . . 
(naturels  ou  majorés  de  5),  et  ne  comprendrait  que  a'"* 
termes,  tandis  que  dans  le  second  elle  comprendrait  en  outre 
une  deuxième  série  de  chiffres  ao»!  a2...a/t_i  a/,-...a:îm-3_,,  le 
chiffre  a^-  dans  cette  deuxième  série  étant  majoré  de  5  s'il 
ne  Va  pas  été  dans  la  première,  et  réciproquement.  Or  c'est 
le  deuxième  cas  qui  s'offre  essentiellement  comme  le  montre 
la  relation  suivante,  simple  particularisation  de  l'équation  gé- 
nérale du  groupe  (3), 

où  (ai  22^3  •  •  •  ^2"'--)i  ffui  désigne  le  nombre  écrit  dans  le  sys- 
tème de  numération  de  base  5  au   moyen   des  chiffres  suc- 
cessifs aj,  a-i,  23,  ...,  est  un  nombre  nécessairement  impair. 
En  effet  des  égalités  (t)  on  déduit 

ap+i  =  25ap— io"'(5ai-t-  aj); 

ap+3  =  \i5ap — io"'(25ai-H-ja2-r-a3), 

a/,+A=  5/'"«/,— io'"(  j''-'ai-(-  5'''-2a2-+..  ..-I- 5aA_i-t- «a). 

c'est-à-dire,  suivant  la  notation  introduite  il  n'y  a  qu'un  ins- 
tant, 

/  'j''a„—  a,,+/,- 

(4)  (a.aîaa...  aA.j=  —^ , 

et,  pour  k  =  a'"--, 

(5)  (a,«2a3...a2«-0=  ,^,„        '' 

Or  il  est  clair,  d'abord,  que  a,,,  nombre  terminé  par  un  5, 
est  nécessairement  divisible  par  5'",  puisque  5"^"'~' —  i  ne  peut 
admettre  le  facteur  5;  ensuite,  que  52"""'  —  i,  égal  à 
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est  exactement  divisible  par  2'"   et  donne  pour  quotient  un 
nombre  impair. 

Il  est  donc  établi  que  le  fait  que  les  chiffres  qui  sont  les 
coefficients  de  10'"  dans  5"  -"'~^-*-f'  forment  une  suite  pério- 
dique de  "x"'  '  termes  qui  n'est  pas  dècomposable  en  sous- 
périodes  implique  que  les  chiffres  qui  sont  les  coefficients 
de  10"'+'  dans  !i"-"'~^-^i  forment  une  suite  périodique  de '!.'"■ 
termes  dont  la  deuxième  moitié  résulte  de  la  première, 
chaque  chiffre  de  celle-ci  étant  augmenté  de  5  s'il  est 
moindre  que  5,  et  diminué  de  5  s'il  est  égal  ou  plus  grand. 

3.  Certains  points  cependant  demandent  à  être  cclaircis  et 
pour  bien  s'alTerniir  sur  les  considérations  qui  viennent  d'être 
développées  il  est  utile  d'en  faire  une  application  immédiate  : 
à  cet  eiïet,  je  me  proposerai  de  déterminer  la  période  des 
chiffres  composant  la  septième  colonne  du  Tableau,  c'est-à- 
dire  multipliant  10^  dans  les  puissances  successives  de  5.  Pour 
simplifier  je  prendrai  «;,=  S"  de  manière  à   avoir   5-*a;,=  i; 

51B_| 

je  n'aurai  donc  à  m'occuper  que  du   nombre — ,  égal  à 

5*  —  I  i 

X  (5*-f-  i)  X  -  j  en  le  considérant  dans  le  système  de 


2» 

5» — , 
numération   de   base  5.    Or   il  est  manifeste  que : —  est  le 

nombre  constituant  la  période  du  développement  de  -i-^  sui- 
vant les  puissances  négatives  de  5;  ce  nombre,  qu'on  peut 
regarder  comme  un  résultat  déjà  acquis,  est  ooZ^'ii\?.,  com- 
posé de  huit  figures  comme  on  a  établi  que  cela  doit  être,  et 
c'est  un  nombre  impair,  en  accord  avec  la  démonstration  de 
l'article  2.  On  doit  le  multiplier  par  5*-+-  1  (=100000001,  en 
numération  de  base  5),  c'est-à-dire  l'écrire  deux  fois  de  suite 

003423 i2oo342j 12, 

puis  le  diviser  par  2,  ce  qui  donne 

001434032242 I i3i, 

après  quoi  il  ne  restera  plus  qu'à  reproduire  les  chiffres  ob- 
tenus tels  quels  ou  majorés  de  5,  suivant  la  règle  formulée  à 
l'article  2, 

0019840377976181, 


(  4^6  ) 
|tour  obtenir  la  première  moitié  de  la  période  de  iî  chiffres 
cherchée  :  la  deuxième  en  résulte  par  l'addition  de  5  aux 
chillVes  moindres  que  5  et  parla  soustraction  de  5  opérée  sur 
les  chiffres  ^5.  Il  me  vient  donc  pour  cette  deuxième  moitié 
de  la  période 

55643g58'2242iG36. 

Semblablement,  de  2"^=  o,ooi43. . .  (base  5)  on  déduirait, 
en  divisant  par  ?.  le  nombre 

ooi434o3?,242i  i3iooi434o32242i  i3i, 
la  période  de  la  fraction  2~^  =  0,000442. . .,  savoir  : 

0004420 I 33 43304022321 4241 i2io3i3, 
puis  la  première  demi-période  de  la  colonne  10"  : 

00044 20 1839835957782 19796 1760363  ; 
et  enfin  la  seconde  : 

555997563843804022376424 1 62 1 58 1 8. 

4.  Supposant  que  la  puissance  5"  commence  par  les  carac- 
tères XjjLv...,  la  puissance  5"+'  commencera  par  les  carac- 
tères |T(^.  .  .,  savoir  : 

TQ  =  5 -4-    —  (pour  X  impair), 


et 


puis 


suivant  la  parité  de  |j.,  etc. 

La  puissance  5""'''  s'exprime  donc  par  un  caractère  de  plus 
que  la  puissance  5",  sauf  si  celle-ci  commence  à  gauche  par 
le  chiffre  i.  Gela  montre  que,  considérant  les  colonnes, 
celles-ci  peuvent  être  censées  commencer  par  autant  de  zéros 
qu'il  y  a  à  leur  droite   de  colonnes   dont   le  premier  chiffre 
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significatif,  après  les  zéros  envisagés  ici  par  hypothèse  même, 
est  un  I.  Cette  seule  remarque  suffit  à  expliquer  clans  une  cer- 
taine mesure  la  prédominance  des  o  et  des  i  dans  les  périodes. 
D'une  façon  plus  précise,  les  lignes  peuvent  être  regardées 
comme  déhulant  par  autant  de  zéros  qu'il  y  a  d'unités  dans 
le  produit  de  leur  rang  par  loga  =  o,3oio3ooo  ;  les  colonnes 
comme  débutant  par  autant  de  zéros  qu'il  y  a  d'unités  dans 
le  produit  de  l'exposant  de  la  puissance  de  lo  à  laquelle  cha- 

1  1  log'2        3o  io3  .^   ^  n~ 

cune  correspond  par  le  rapport  .      .   =  -— - —  =  0,430676:». 

loga        69897 

Ainsi,    la    puissance    5^   peut   être   censée    commencer  par 

un  zéro  et  la  puissance  5"  par  deux  zéros,  parce  que  l'on  a 

6  X  o,3oio3  =  1 , 80618   et   7x0,30103  =  2,10721.   De   même 

la  cinquième  colonne  commence  par  un  zéro  parce  que  l'on  a 

4X0,4306765  =  1,72...    et  la  sixième   commence   par   deux 

zéros  parce  que  l'on  a  5  x  0,4306765  +  2, 1 5. .  . . 

5.  Dans  les  colonnes  chaque  chiffre  est  la  moitié  exacte 
ou  par  défaut  du  chiffre  situé  dans  la  colonne  contiguë  à 
droite  et  sur  la  ligne  précédente,  ou  bien  de  ce  chiffre  aug- 
menté de  10,  suivant  le  cas.  Cette  remarque,  eu  tant  que 
bornée  à  ce  qui  vient  d'être  énoncé,  est  la  répétition  de  ce  qui  a 
été  observé  plus  haut  au  sujet  de  la  formation  des  puissance;; 
successives,  c'est-à-dire  des  lignes  du  Tableau.  Mais  la  dé- 
monstration même  de  la  périodicité  des  chiffres  dans  les 
colonnes  établit  en  outre  qu'en  considérant  une  période  en- 
tière, c'est-à-dire  deux  périodes  de  la  colonne  contiguë  à 
droite,  cette  addition  de  10  s'opérera  dans  la  moitié  des  cas, 
soit  2"'-2  fois  pour  la  colonne  10'"  ;  semblablement  les  divi- 
sions sans  reste  s'opéreront  dans  moitié  des  cas,  soit  encore 
2 '"-2  fQJs  pour  la  colonne  10'"  (  '). 

Par  conséquent,  en  désignant  par  S„j  la  somme  des 
2'"  '  chiffres  de  la  période  de  la  colonne  10'"  et  par  S„,+i  la 
somme  des  2'"   chiffres  de  la  période   de    la   colonne   10'"-^', 

(')  Cela  [juurra  paraître  en  contradiction  avec  robscrvation 
mùme  du  Tableau  des  puissances  de  5;  mais  c'est  un  désaccord 
appareni,  résultai  d'une  extension  qu'on  aurait  liàlivemenl  donnée 
aux  termes  employés  dans  le  tcMe,  tandis  que  la  démoiisUalion, 
restreinte  à  ses  (inondations  formelles,  est  parfaitement  exacte  et 
fondée. 
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on  aura 

S„,+,=  i(>S,„-f-I0.2"'-t-+-2"'-'), 

c'est-à-diie,  après  réductions, 

S,„+i  =  9-2"'-2-i-S,„. 

En  partant  donc  de  S2  =  7,  on  trouvera 

83=  7-+-  9  =  16, 
84=  16  -+-  18  =  34, 
85=  34  +  36  =  70, 
§6=  70  -i-  72  =  142, 


suite  de  valeurs  qui  mettent  en  évidence  la  relation 

S,M-I-1  =  2(S,„-4-  I). 

Mais,  reprenant  la  première  expression  trouvée,  on  peut 
écrire  plus  généralement 

S„,  =  9  .  2'"-'  -4-  9  .  2'"-  4  -+-  9  .  2'"-5  -4-  .  .  .  +  9  .  2'"  +  S/+2 
=  9.  2' (2 '"-'-3-1-  2'"-'-* -H.  .  .-H  2  -hl)  -H  S, +2 
=  9.2'(2"'~'-2— I)-+-S,-+Î 
=  9.2"'-»—  9.2'-+-S,4-î. 

Faisant  alors  i  =  o,  on  trouvera,  à  cause  de  82=  7, 

S„,  =  9.2"'-2_2, 

6.  Puisque  la  numération  décimale  emploie  dix  caractères, 
il  est  impossible  que  ceux-ci  figurent  tous  en  même  nombre 
dans  la  période  de  2'«~i  ternies  qui  est  relative  à  la  co- 
lonne 10'",  et  il  y  a  toujours  un  reste  de  2,  4,  6  ou  8  unités. 
La  plus  grande  égalité  possible  entre  eux  est  qu'ils  se  pré- 
sentent un  nombre  de  fois  marqué  par 

■,111    1  —  ^f         -i,'"—-  —  r 

; =   T (/•  =  I,  2,   3,  4    ou    /•  =  =h  I,  2), 


sauf  à  7.r  d'entre  eux  à  se  présenter  une  fois  de  plus  (ou  de 
moins).  S'il  en  est  ainsi,  comme  la  somme  des  nombres  d'un 
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seul   cliiffre   en   numération    décimale  est    45,    la  somme  des 
chiffres  de  la  période  relative  à  la  colonne  iC"  sera 

9. '2'"     2 (,./•_(_  g^ 

en  désignant  par  a  la  somme  des  ir  chiffres  employés  une 
fois  de  plus  (ou  de  moins)  que  la  moyenne  ;  or  la  somme  des 
chiffres  de  la  période,  d'après  ce  qui  a  été  vu  un  peu  plus 
haut,  est 

>"l-2  —  o 


9.2' 


et  par  suite  il  me  vient 


9' 


Si  l'hypothèse  est  juste,  il  y  a  donc  quatre  cas  à  distinguer 
et  seulement  quatre  cas,  parce  que  la  désinence  du  nombre  a, 
pair  et  non  divisible  par  10,  se  reproduit  dans  i6a.  Par 
conséquent,  pour  /*  =  i  j'ai  a  =  7,  ce  qui  montre  que  les 
chiffres  répétés  au  delà  de  la  moyenne  sont  i  et  G  ;  ce  cas 
correspond  à  la  supposition  ni  ^  1  (mod  4)-  Pour /■  =2 
j'aurai  j  =  16,  et  les  chiffres  en  surnombre  peuvent  être  ou 
bien  1,  2,  6,  7  ou  bien  o,  3,  5,  8  :  la  supposition  «i  =  3 
montre  que  le  dernier  groupement  est  bien  effectivement 
répétable  lorsqu'on  a  m  ^  3  (mod  4)- 

Avec  les  valeurs  négatives  de  r  et  de  j  et  en  faisant 
/•  = — I,  on  a  en  valeur  absolue  a  =  11,  de  sorte  que  les 
nombres  dont  la  fréquence  est  d'une  unité  inférieure  à  la 
moyenne  sont  3  et  8;  ce  cas  correspond  à  la  supposition 
m  ^  o  (mod  4)  et  s'offre  effectivement  pour  m  =  4-  1^"  fai- 
sant r=  —  2,  on  trouve  7  =  20  et  les  nombres  de  moindre 
fréquence  peuvent  être  i,  4,  6,  9  ou  2,  3,  7,  8  :  l'exemple 
de  m  =  5  montre  que  le  premier  groupement  peut  venir  en 
déficit  pour  toute  valeur  m  ss  i  (mod  4)- 

7.  Les  chiffres  répétés  en  excédent  de  la  fréquence  moyenne 
étant 

,  6; 

,  3, 

,  2, 

o,  I,  2,  4,  5,  G,  7,  9; 


)  /n  =  3  '  ,  , ,  )  o,  3,  5,  8; 

pour  •  (  mod  4) < 

'  ni^o  i  I  o,  2,   3,   5,   7,   8 
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on  voit  que,  sur  le  total  des  vingt  répétitions  observées  en 
pins  (le  la  fréquence  moyenne  dans  les  périodes  appartenant 
à  quatre  colonnes  consécutives  quelconques,  les  divers  chiffres 
se  présentent  également,  c'est-à-dire  deux  fois,  à  l'exception 
de  o  et  de  5  qui  se  représentent  trois  fois,  et  de  4  et  9  qui  ne 
figurent  ({xx'une  seule  fois.  Donc,  en  pointant  un  chiffre  au 
hasard  dans  le  Tableau  des  puissances  de  5,  il  y  a  avantage  à 
parier  que  ce  chiffre  est  un  zéro  ou  un  cinq  et  désavantage  à 
parier  que  ce  soit  un  quatre  ou  un  neuf. 

8.  Les  considérations  développées  dans  les  n"'  6  et  7  éta- 
blissent quelles  sont  les  conséquences  de  l'hypothèse  de 
l'égale  fréquence,  aussi  exactement  réalisée  que  la  nature  des 
choses  le  comporte,  dans  les  périodes  relatives  aux  co- 
lonnes 10'"  pour  les  puissances  successives  du  nombre  5; 
mais,  bien  que  cette  hypothèse  et  ses  conséquences  se  véri- 
fient sur  les  puissances  de  5  autant  qu'on  peut  en  calculer 
effectivement,  il  serait  utile  de  démontrer  par  le  raisonne- 
ment qu'on  est  en  présence  d'une  véritable  loi  numérique. 
Gela  du  reste  est  facile  et  relève  du  procédé  de  démonstration 
par  reconduction,  si  fréquemment  employé  en  Mathématiques 
et  déjà  invoqué  dans  ce  court  Mémoire. 

Je  considère  un  indice  quelconque  dans  la  progression 
m  ^  2  f  mod  4)  et  j'admets  que  dans  la  période  de  la  colonne 
déterminée  par  cet  indice  chaque  chiffre  y  figure  le  même 
nombre  \x  de  foi-^,  sauf  i  et  6,  qui  se  présentent  une  fois  de 
plus.  Or  il  a  été  démontré  que  la  période  de  la  colonne  sui- 
vante résultera  de  deux  périodes  consécutives  de  la  pé- 
riode 10"',  tout  chiffre  o  ou  r  donnant  lieu  à  un  o  ou  à  un  5, 
tout  chiffre  2  ou  3  à  un  i  ou  à  un  6,  tout  chiffre  4  O"  5  à 
un  2  ou  à  un  7,  tout  chiffre  6  ou  7  à  un  3  ou  à  un  8,  tout 
chiffre  8  ou  9  à  un  4  f>u  à  un  g,  et  celle  de  ces  alternatives 
qui  ne  se  produit  pas  dans  la  première  période  se  trouvant 
forcément  vérifiée  dans  la  seconde.  Il  en  résulte  que  pour 
l'indice  /« -t- 1  [^3  (mod  4)]  '^s  chiffres  se  reproduisent 
■i.  jjL  îo\^\  sauf  o,  3,  5,  8,  qui  reparaîtront  une  fois  de  plus.  Pour 
la  même  raison,  en  passant  à  l'indice  //i -1- 2  [^o  (mod  .{)], 
on  trouvera  que  les  chiffres  sont  tous  reproduits  4 1^  io\?,, 
sauf  o,  I,  2,  4,  5,  6,  7,  9,  qui  le  sont  une  fois  de  plus;  et  de 
même  encore,  en  considérant  l'indice  m -+- 3  [^i  (mod  4)]) 
on  conclura  à  la  répétition  (8[j.-hi)  fois  de  tous  les  chiffres 
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à  l'exceplion  de  o,  i,  3,  5,  7,  8,  qui  solTrirunt  une  fois  de 
plus.  Kniin,  pour  l'indice  m -h  4  [  =  2  (niod4)],  les  deux 
chiflVes  du  système  décimal  s'olTrent  chacua  (i6[x-t-3)  fois, 
avec  une  répélilioQ  supplémentaiie  de  i  et  de  6  ;  on  est 
retombé  sur  Tliypotlièse  initiale,  qui,  si  elle  est  vérifiée  une 
seule  fois,  et  cest  ce  qui  a  lieu  pour  les  faibles  indices,  l'est 
ainsi  perpétuellement. 

Il  resterait  à  vérifier  que  ces  circonstances  sont  exprimées 
par  la  formule  de  M.  E.  Gesaro  : 

N  =  |(2'«-ï-+-cp,.), 

où  N  est  le  nombre  des  répétitions  du  chiffre  i  dans  la  période 
relative  à  la  colonne  10'",  ç,  étant  donné  par  le  Tableau 

m  =  ^k.     m  =  !\h  -\-  1 .     m  —  !fh  -t-  2.     /n  =  4 '^  -t-  3. 

I  2  —  I  3 

I  —  3                        4  —  2 

I  2  —  I  —  2 

—  4  2                        I  3 

I  —  3  —  I  —  1 

mais  le  soin  peut  sans  doute  en  être  laissé  au  lecteur. 


2055. 

(  1906,  p.  575.) 

La  parabole  inscrite  dans  le  quadrilatère  formé  par 
les  deux  axes  d'une  conique,  la  tangente  et  la  normale 
en  un  point  M  de  cette  conique,  touche,  comme  l'on  sait,  la 
normale  au  centre  de  courbure  en  M.  Trouver  le  lieu  du 
foyer  de  cette  parabole  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur 
la  conique.  (A.  Pellet.j 

SOLUTION 
Par  iM.  A.  Laurkalx. 

Soient  Ox  Oy  les  axes,  MNN'  la  normale  et  TMT'  la  tan- 

Le  foyer  de  la  parabole  est  sur  les  cercles  circonscrits  aux 
trian-les  ONN',  NMT,  N'MT',  TO'T'. 


valeurs 

de  i 

0 

ou 

5 

1 

ou 

6 

2 

ou 

7 

3 

ou 

8 

4 

ou 

9 
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Soit  y  ce  point. 

Etant  sur  les  quatre  cercles,  on  en  déduit  de  suite  qu'il  est  sur 
N'T  et  que  les  points  T',  N,/sont  sur  une  même  perpendicu- 
laire à  N'T. 


Il  en  résulte  (quadrilatère  complet  NOMT'N'T)  que 
-    (T'NI/)=  — I, 

I  étant  le  point  d'intersection  de  T' N  et  OM. 

Donc  ON,  OT'  sont  bissectrices  de  OM,  0/. 

Donc  Oy  coupe  le  cercle  NAIT  au  point  .M'  symétrique  de  ISI 
par  rapport  à  Oa*  et  l'on  a 

0/.0M'=  ON.OT  =  c5, 

car  N  et  T  sont  conjugués  par  rapport  aux  foyers. 

M' décrivant  la   conique,    le  lieu  de  /  est  la  figure  inverse 
par  rapport  au  centre  avec  la  puissance  c^. 

Autres  solutions  par  M.M.  Barisiex,  Lktieuck,  Lez. 
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[M-lb] 

SIK  LES  FORMULES  DE  SALMO\  AWLOfillES  A[IX  FOiniULf 
DE  PLIICKE»  ; 

P.VK  M.   G.    FONTENÉ. 


1 .  Nous  appellerons  singularités  essentielles  cV une 
surface  celles  qui  existent  généralement  sur  la  sur- 
lace ou  sur  sa  polaire  réciproque;  elles  comprennent 
les  singularités  tangenliclles  qui  existent  lorsqu'on 
part  d'une  équation  [)onctuelle  générale  (plans  bitan- 
gents,  ...),  et  les  singularités  ponctuelles  corrélatives 
de  celles-là  (courbe  nodale,  ...).  La  détermination  des 
relations  qui  existent  entre  l'ordre  n  de  la  surface,  sa 
classe  n' ^  et  les  nombres  relatifs  aux  singularités  en 
question,  est  due  à  Salmon  (i847-i85o),  sauf  l'excep- 
tion suivante.  Clebscli  a  introduit  la  notion  de  genre 
pour  une  surface,  en  appelant  ainsi  le  nombre  de 
confiantes  arbitraires  contenues  (d'une  manière  homo- 
gène^ dans  ré(|ualion  d'une  surface  d'ordre  n  —  4  "^["i 
passe  par  les  courbes  doubles,  courbe  nodale  et  courbe 
cuspidale,  delà  surface  donnée;  Caylej  a  donné  l'ex- 
pression du  genre  en  fonction  du  degré  n  et  des  nombres 
relatifs  aux  singularités  ponctuelles,  et,  en  égalant  cotte 
expression  à  sa  conélalive,  il  a  obtenu  la  dernière  re- 
lation entre  les  nombres  considérés  ci-dessus. 

La  Note  actuelle  a  été  rédigée  d'api'ès  le  Traité  de 
Géométrie  analytique  à  trois  rliinensions  de  Salmon. 
On  y  trouvera  un  exposé  méthodi(|ue  de  la  question  : 
définitions,  formules  fondamentales  constituant  une 
mise  en  équation  du  problème,  formules  dérivées  don- 

Ann.  de  Matkéinat.,  4''  série,  t.  VIT.  (Octobre  1907.)  ^o 
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liant  la  solution  du  problème  ;  je  n'ai  pas  cru  devoir 
reproduire  la  démonstration  des  formules  fondamen- 
tales, mais  j'ai  insisté  sur  l'explication  a  priori  du 
terme  pi-incipal  des  formules  dérivées.  J'ai  d'ailleurs 
laissé  de  côté  les  sini^ulai'ilés  non  essenlielles  intro- 
duites par  (^aylej,  points  coniques,  ...,  mon  hut  étant 
de  montrer  que  la  connaissance  de  l'ordre  n  et  des 
nombres  relatifs  aux  singularités  ponctuelles  qui  sont 
essentielles  entraîne  [eu  V absence  de  singularités 
accidentelles)  la  connaissance  de  la  classe  n'  et  des 
nombres  relatifs  aux  singularités  tangenlielles.  La 
notation  (II,  -^)  renverra  au  Traité  de  Salnion, 
2"  Partie,    page   77. 

2.  Je  rappelle  d'abord,  avec  les  notations  Inibituelles 
de  la  Géométrie  plane,  les  formules  de  Pliicker  : 

n  =     rn(m  —  i  j  —  i  0  —  3  x,  //i  =     n{  n  —  1  )  —  2  t  —  3  «, 

i  =  3  m  (m  —  9,  )  —  (10  —  !S  •/.,  7.  =  3  «  (  n  —  2  )  —  6  T  —  S  i. 

A  priori,  il  j  a  là  seulement  trois  relations  distinctes 
permettant  de  calculer  n,  t,  i,  quand  on  connaît  m,  ô, 
X,  et  inversement;  et  en  effet,  réiiminalion  de  0  entre 
les  deux  premières,  ou  celle  de  x  entre  les  deux  der- 
nières, donne  également 

3  /i  —  i  =  3  m  —  X 
ou 

i  —  X  =  3  (  n  —  m  ) . 

Si  l'on  observe  que  les  deux  formules  de  la  première 
ligne  donnent,  par  soustraction, 

■2{Z  —  C)-h  3(J  —  X)  =  «2—  m2, 

ou 

■i(~.  —  0  )  =  ( n  ~  m)  (n  -\-  m  —  9 ), 
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on  obtient  les  deux  systèmes  équivalents 

n  =     //u  m  —  I  ;  —  -2  0  —  i'/. 

^  [i  —  X  =  3 (  /i  —  ^i)], 

i  =  3  /n{ni  —  -i.)  —  Go  —  8  /. 

5 ( T  —  0  I  =  (  /i  —  m  }( n  -h  m  —  9 ) 

=  [  /«  (  //i  —  2  )  —  20  —  3  y.  J  [  (  ni-  —  (j  )  —  ■>. 0  —  3  y.], 

;  ni  =     ni  n  ^  \  )  —  iz  —  3  t 

\  \v.  —  i  =  3('m  —  n }], 

\  y.  =  3«(/i  — 2;  —  6t  — 8i  ^ 

i   2(8  —  T  )  =  (  m  —  n  )  (  /;i  -I-  rt  —  9  ) 

=:  [  /«  ("  ^  —  2  )  —  2  -:  —  3  t  )  [  (  n2  —  9  )  —  2  t  —  3  f  ] . 

Jacohi  a  démontré  le  premier  que  la  courbe  bltan- 
gentielle,  courbe  passant  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  doubles,  est  d'ordre  [m  —  2)  (m-  —  9)  ;  j'ai 
fait  observer  ailleurs  [Revue  de  Mathématiques  spé- 
ciales, août  1898),  que  la  réduction  de  x  est  intuitive 
si  l'on  écrit 

X  =  I  /?i  (  /;j  — ■  •!){  m-  —  9  )  —  2  0  (  n  —  4  j  —  3  y.  (  rt  —  3  ) 

2  2 

3.  Caviev  a  déduit  de  ces  formules  six  formides  rela- 
tives aux  neul  nombres  caractéristiques  d'iiue  courbe 
gauche  ;  deux  seulement  de  ces  formules  nous  seront 
iililes  (encore  pourrait-on  nen  pas  faire  usage  en  se 
l)ortiant  à  ce  qui  est  essentiel). 

Soient  : 

//<,  l'ordre  d'une  courbe  gauche  ; 

A,  le  nombre  de  cordes  qui  passent  par  un  point  douné; 
|j,  le  nombre  de  points  cuspidaux  (ou  slationnaires)  ; 
/«,    la   classe  de   la  courbe,   c'est-à-dire   le  nombre   de 

plans  osculateurs  passant  par  un  point  donné; 
h',  le  nombre  de  droites  d'intersection  de  deux  plans 

oscidateurs  qui  sont  dans  un  plan  donné; 
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|3  ,  le  nombre  de  plans  surosciilateiirs  (ou  slalion- 
naires); 

/",  le  rang  de  la  courbe,  c'est-à-dire  le  nombre  de  tan- 
gentes qui  rencontrent  une  droite  donnée  (nom- 
bre de  plans  tangents  à  la  courbe  qui  passent  par 
la  droite)  ; 

ces  notations  sont  celles  de  Salmon,  sauf  h'  et  [â'  qui 

sont  en  harmonie  avec  les  notations  ultérieures. 

Lors(|ue  la  courbe  est  créée  par  ses  plans  osculatenrs, 
on  préfère  ordinairement  parler  de  la  d<h'eloppable  for- 
mée par  les  tangentes,  chacun  des  deux  systèmes  de 
demi-tangentes  formant  une  demi-nappe  de  la  surface  : 
la  courbe  est  l'arête  de  rebroussemenl  de  cetle  déve- 
loppable,  et  les  plans  osculatenrs  de  la  courbe  sont  les 
plans  tangents  à  la  surface;  les  points  situés  sur  les 
tangentes  à  la  courbe  sont  les  points  de  la  surface,  les 
plans  qui  passent  par  les  tangentes  (plans  tangents  à 
la  courbe)  sont  comparables  aux  plans  langents  à  une 
surface  réglée  non  développable.  La  notation  /-désigne 
à  ce  point  de  vue  l'ordre  de  la  dévelop|)able,  quantité 
qui  est  sa  propre  corrélative  sur  une  surface  réglée  ; 
n  est  le  nombre  des  plans  l;ingents  que  Ton  peut  mener 
par  un  point  à  la  développable,  et  ce  nombre  est  encore 
appelé  la  classe  de  la  développable.  Nous  adopterons 
dans  la  suite  cetle  façon  d'envisager  les  choses  pour  une 
courbe  fjui  se  présente  par  ses  plans  osculatenrs. 

Si  Ion  considère  le  cône  dont  le  sommet  est  un  point 
quelconque  et  qui  s'appuie  sur  la  courbe,  les  formules 
de  Plùcker  donnent  pour  la  classe  de  ce  cône 
r  =  m(m  —  i  )  —  2  h  —  3  ^.; 

de   même,   si   l'on   considère  une   section   plane  de  la 
déveloj)pable,  on  a  pour  l'ordre  de  celte  courbe 

r  =  n{n  ^  ])  —  2  //' —  i  ,&'. 
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4.  Voici,  pour  les  surfaces,  les  éléments  considérés 
par  Salmon,  avec  les  notations  de  l'auteur.  On  a  d'abord 
les  six  quantités  fondamentales  : 

n,    ordre  de  la  surface; 

b,  ordre  de  la  courbe  nodale; 

c,  ordre  de  la  courbe  cuspidale; 

/,  nombre  de  points  triples  de  la  surface,  points  où  se 
croisent  trois  nappes  (ce  sont  des  points  triples  de 
la  courbe  nodale)  ; 

v,  nombre  de  points  où  la  courbe  cuspidale  avec  ses 
deux  demi-nappes  est  coupée  par  une  autre  nappe 
(ce  sont  des  points  de  rebroussement  de  la  courbe 
nodale)  ; 

3,  nombre  de  points  de  rebroussement  de  la  courbe 
cuspidale,  séparant  la  branche  de  courbe  nodale 
qui  y  passe  en  deux  régions,  l'une  crunodale, 
l'autre  acnodale  (^  )  ; 


(')  Si  BOC  est  la  courbe  cuspidale  avec  rebroussement  en  O,  si 
OA  est  la  région  crunodale  de  la  courbe  nodale,  la  forme  de  la 
surface  dans  le  voisinage  du  point  O  est  celle  qu'indique  la  figure 
suivante  : 
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et  les  six  quantités  corrélatives  (en  adoptant  le  point 
de  vue  indiqué  au  n°  3)  : 

n\  classe  de  la  surface; 

6',  classe  de  la  développable  qui  est  remeloppe  des 
plans  bilangenls,  ou  nombre  de  plans  bilangents 
que  l'on  peul  mener  par  un  point; 

c',  classe  de  la  développable  qui  est  l'enveloppe  des 
plans  stationnaires  ou  plans  tangents  aux  points 
paraboliques,  ou  nombre  de  ces  plans  qui  passent 
par  UR  point  donné  ('); 

t' ,    nombre  de  plans  tritangents; 

y',  nombre  de  plans  qui  sont  à  la  fois  tangents  en  un 
point  |)araboHque  et  en  un  autre  point; 

[i',  nombre  de  plans  suiosrtdateurs  de  la  courbe  à  la- 
quelle les  plans  tangents  aux  points  paraboliques 
sont  osculateurs. 

5.  Nous  aurons  à  considérer  les  plans  tangents  le 
long  de  la  courbe  nodale,  les  plans  tangents  le  long  de 
la  courbe  cuspidale,  et,  corrélativement,  les  points  de 
contact  des  plans  bilangents,  les  points  de  contact  des 
plans  stationnaires  ou  points  paraboliques.  Je  rappelle 
que  les  points  paraboliques  sont  à  l'intersection  de  la 
surface  donnée  U  avec  la  hessienne  H,  et  que  les  points 
de  contact  des  plans  bilangents  sont  à  l'intersection  de 
la  surface  U  avec  une  surface  K  dont  nous  reparlerons; 
nous  dirons  :  la  courbe  (U,  H),  la  courbe  (U,  K). 
Voici  les  notations  relatives  à  ces  éléments  : 

0,  classe  de  la  développable  qui  est  l'enveloppe  des 
plans  tangents  le  long  de   la  courbe   nodale,  ou 

(  '  )  Le  plan  langent  en  un  point  paral)oliquc  est  stationnaire  en 
prenant  le  point  consécutif  sur  la  tangente  inflexionnelle. 
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nombre  de  ces  plans  qui  |>assenL  par  un  point 
donnr ; 

(T,  classe  de  la  développable  qui  est  l'enveloppe  des 
plans  tangents  le  loni;  de  la  courbe  cnspidale,  ou 
nombre  de  ces  plans  qui  jiasseut  par  un  point 
donné  ; 

o',  ordre  de  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  plans  bitangents,  courbe  (U,  K); 

0-',  ordre  de  la  couibe  (pii  est  le  lieu  des  j)oints  para- 
boliques, courbe  (U,  H). 

On  iemar(]uera  que  c  est  le  nomljre  des  points  d'in- 
tersection de  la  courbe  nodale  avec  la  courbe  de  con- 
tact des  plans  langents  menés  par  un  point,  .... 


6.  Les  notations  suivantes  sont  relatives  aux  tan- 
gentes, et  non   plus  aux  points  ou  aux  plans  tangents  : 

rt,  nombre  de  tangentes  que  Ton  peut  mener  à  la  surface 
jjar  un  |)oinl  donné,  dans  un  plan  donné  ; 

8,    nombre  de  tangentes  doubles  issues  d'un  point; 

X,  nombre  de  tangentes  inflexionnelles  issues  d'un 
point  ; 

o',   nond)re  de  tangentes  doubles  dans  un  plan; 

x',  nombre  de  tangentes  inilexionnclles  dans  un   plan. 

On  remarquera  que  a  est  à  la  fois  l'ordre  du  cône 
circonscrit  et  la  classe  de  la  section  plane;  le  cône  cir- 
conscrit a  0  arêtes  doubles  et  x  arêtes  cuspidales,  la 
section  plane  a  o'  tangentes  doubles  et  x'  tangentes 
d'inflexion,  i^a  courbe  de  contact  des  plans  laiii^inls 
issus  d'un  point  est  d'ordre  rt,  et,  corrélativcmeni ,  la 
développable  circonscrite  à  la  surface  le  long  d'une 
section  plane  est  de  classe  a. 
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7.  A  la  courbe  nodale  el  à  la  courbe  ciispidale  se 
rallachenl  quatre  quautilés  dont  la  considéraliou  n'est 
pas  indispensable  : 

/. ,    nombre  de  coides  de  la  couibe  nodale  qui  pas.senl 

par  un  point  donné; 
h,    nombre  de  cordes  de  la  courbe  cuspidale  qui  passent 

par  un  point  donné  ; 
q,    rang  de  la  courl)e  nodale; 
/',    rang  de  la  courbe  cuspidale, 

avec  les  formules 

q  =  6  (  6  —  I  )  —  2  A  —  (i  /  —  3  Y, 
r  =^  c  {c  —  I)  —  ih  —  3^, 

dont  la  première  s'obtient  en  mettant  A" +  3^  au  lieu 
de  k  dans  la  formide  de  Cavlej  rappelée  au  n"  3;  on  a 
de  même  (juatre  quantités  corrélatives  : 

/,',  nombre  de  droites  d'intersection  de  deux  plans  bi- 
tangents  qui  sont  dans  un  plan  donné; 

h' ,  nombre  de  droites  d'intersection  de  deux  plans  sla- 
tlonnaires  qui  sont  dans  un  plan  donné; 

q\  ordre  de  la  déveIo|)paljle  (jui  est  l'enveloppe  des 
plans  bilangents  ; 

/•',  ordre  de  la  développable  (jiii  est  l'enveloppe  des 
plans  slatlonnaires  ou  plans  tangents  aux  points 
paraboliques  (les  génératrices  de  cette  dévelop- 
pable sont  les  tangentes  intlexionnelles  de  la  sur- 
face aux  points  paraboliques), 

avec  les  formules 


q'  =  b'(b'—  \)  —  o.k'—6t' 
r'  =  c'(c'  —  I)  —  2^  --  3  Ji' 


3  Y', 
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On  remarquera  les  chuix  ensembles  de  notations  : 

Courbe  nodaie b,  z.  k,  cj, 

Courbe  cuspidale c,  i,  h,  r. 

8.  Pr(iblème.  —  Etant  données  les  six  quantités 

n,     b,     c,     t,     '{,     p, 

calculer  les  six  quantités 

n',     b\     c',     t\     y',     'P'. 

Les  quantités  considérées  dans  ce  qui  précède  étant 
au  nombre  de 

12  -h  8  -i-  4   -i-   5   =::  39, 

il  suffira  d'en  donner  6  pour  calculer  toutes  les  autres, 
et  en  particulier  les  corrélatives  des  6  premières,  si  ces 
29  quantités  sont  liées  par  28  relations  distinctes.  On 
a  déjà  écrit  au  n"  o  les  formules  qui  donnent  les  expres- 
sions des  quatre  quantités  cj,  r,  q\  r'  en  fonction  des 
quantités  b^  c,  ...;  il  faut  donc  encore  ic)  relations, 
soit  18 -h  I,  en  mettant  à  part  celle  de  Ca^lej.  Les 
18  lelalions  de  Salmon  formenl  3  groupes  de  6  rela- 
tions, chaque  groupe  comprenant  3  relations  ponctuelles 
et  3  relations  tangentiellês. 

9.  En  premier  lieu,  les  formules  de  Pliicker 
donnent  6  relations  distinctes  entre  les  valeurs  des 
quantités  n,  b,  c,  0,  x  et  a;  n',  b',  c',  0',  x'.  On  a 
d'une  part,  en  considérant  une  section  plane  de  la  sur- 
lace, trois  relations  (jue  nous  utiliserons  sous  la  b)rnie 
qui  suppose  connus  les  éléments  ponctuels  : 

.    a  =     n(  n  —  i)  —  ib  —  3c 
,.       \  \c  —  y.'=3(n  —  ai], 

(I)    :  yj  =inin  —  i)  —  6b  —  Sc 

'    0  =\n{n  —  -2){n^ — g)  —  26(«  — 4)  — 3c(a— 3)  — 


(  442  ) 

On  a  crautre  part,  en  considérant  un  cône  circons- 
crit à  la  surface,  trois  relations  dont  la  forme  corrélative 
des  précédentes  serait  celle  qui  exprimerait  r/,  x,  o  en 
fonction  de  /i',  b\  c\  mais  que  nous  utiliserons  sous  la 
forme  qui  suppose  connus  les  éiémenls  ponctuels  : 

in'  =     a(  a  —  i  )  —  9.0  —  3  x 
Pc'— y.  =  3(n'— «)1, 
c' =  3a(a— 2)  — 60  — 8/.  ^  ^ 

i  2(6'  —  0  )  =  (  n'  —  a  _)  (  n'  -i-  a  —  9  ) 

\  =[a{a  — 'i.)  —  20  —  3/.  ][('a2  —  9)  —  20  —  3  y.]. 

Je  signale  en  passant  la  formule 

in  —  c  —  y.  =  "in' —  c'  —  y.', 

chacun  des  deux  membres  étant  égal  à  3a  —  x  —  x'. 

10.  En  second  lieu,  la  considération  de  la  seconde 
polaire  d'un  point  quelconque  {courbe  d' or'ire  n  —  2) 
donne  les  formules  suiiantes,  dues  à  Salmon  (III, 
169): 

l      y.  =  a(n  —  2)  —  (0  —  20-), 
(A)  )     p  ==  6(/i  — 2)  —  (3^-K  3y-h  ajî), 

\    ,,,,T  =  c(«-2)  —  (74-4^); 

pour  la  première,  par  exemple,  qui  donne  le  nombre 
des  tangentes  inflexionnelles  issues  d'un  point  P,  il 
faut  défalquer  du  nombre  des  points  d'intersection  de 
la  courbe  de  cont;ict  des  tangentes  issues  de  cepoit)t  avec 
la  seconde  polaire  de  ce  point,  soit  a(n  —  2),  le 
nombre  des  points  de  rencontre  B  de  cette  courbe  de 
contact  avec  la  couibe  uodalc,  soil  0,  et  (deux  fois)  le 
nombre  des  points  de  rencontre  (^  de  cetle  courbe  de  con- 
tact avec  la  courbe  cuspidale,  soit  a-;  la  seconde  polaire 
du  point  considéré  contient  en  eiïet  les  points  B,  puis- 
qu'une droite  PB  rencontre  la  surface  en  trois  jjoinls  qui 
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coïncident  en   B,  ....   La  seconde  et  la  troisième  for- 
mule sont  relatives  à  ces  points  B  et  C. 
On  a  les  formules  corrélatives 

i      •/!  =  a  {n'  —  '2  )  —  (  p' -+-  2 a' ) , 
(A')  ç,^  =  b\n'-■2)-{'^t'-^■^i^^l^'), 

{  9.cr'  =  c'(n'— ■!)  — (Y'-h4P'). 

IJ.  En  troisième  lieu,  la  considération  d'une  sur- 
face d^  ordre  {n  — ■  2)  (n  —  3)  passant  par  les  points 
de  contact  des  tangentes  doubles  isst/es  d'un  point 
donne  les  formules  suii'antes,  également  dues 
à  S  al  mon  (111,  17:))  : 

00  =  ai  n  —  ■?.){n  —  3  )  —  i{ab  —  2c)  —  3  ( «c  —  3 t ), 

.iX  =  ^>(/i  — 2)(n  —  3)—    («6  — 2p)  -  3(6c  — 2-;-    3P), 

6h  —  c  i  n  —  2)(/i  —  3)  —    {ac  —  3(t)  —  '2  (bc  —  2-;'  —  3^); 

la  difterence  ab  —  2p  représente  le  nombre  des  inter- 
sections apparentes  de  la  courbe  de  contact  des  tangentes 
issues  d'un  point  et  de  la  courbe  nodale,  .... 
On  peut  écrire  : 

120  =a[(n  —  2)(n  —  3)^  26  —  3r]  — 4  p  -t-  Q"^, 
4A-  =  é[(n  — 2)(n  — 3)—   a  — 3c]-H2p  -i-6-;-^9^, 

6h  =  c[(n  —  -2)1  n  —  3i —   a  —  2h]-\-3-j  -f-4  Y-i-^^r'- 

On  a  de  même 

/   20'  =  (7  [(/?'  —  1)  ( n —  3) —  26'—  3c']  -i-  i  p' —  9  j', 

(Bo    4A-'= ; 

{  &li= 

12.  Salmon  transforme  les  formules  (B)  en  ajoutant 
a  chacune  d'elles  la  formule  correspondante  (A)  multi- 
pliée par  4;  le  coefficient  de  a,  b,  ou  c  au  second 
membre  de  la  nouvelle  formule  commence  alors  par  le 
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ternie  (n  —  12)  (n  -\-  i),  ou  n  (n  —  i)  —  2,  et  ce  coeffi- 
cient prend  une. ("orme  très  simple  en  tenant  compte 
de  la  relation 

a-i-26-+-3c  =  /j(rt  —  i); 
on  a  ainsi 

1    7.Ù  -i-  ^y.  =  a-    —  -la  -i-  7, 
(B,)     '    4A-  = -26'— 26  — 2G—  i2«  — 6v-hP, 

16/!  =3c-  —  2C — 5t  — 10  P; 

on  a  de  même 

,   2  0' -7-  4 •/.'  =  a-  —  2 a  -T-  7', 

i  6h'  = 


En  combinant  les  relations  (  B,  i  avec  les  relations 

«'=    a- — a    — 20  —  3/., 
iq^ab'^ — ib —  4  A  — lit  —  (iy, 

3/-=  3  c- — 3  c  —  6  h  — 9^, 

on  obtient  de  nouvelles  relations  (|ui  peuvent  remplacer 
les  unes  ou  les  autres  : 

n'—  a  =     y.  —  j, 

(F)  '      20  =  20  — a, 

[  3/--T-c  =  5tr-4-;i; 
ou  a  de  même 

.  n  —  rt  =  ■/.  —  '', 
(F')  •  ig'  =  2p' —  i'. 

i  3/-'  — c'=  57'-  3'; 

on  peut  remarquer  la  formule 

n  -i-  y.  —  7  =  n  -r-  y.'  —  a', 

chacun  des  deux  membres  étant  égal  à  n -\- n' — a. 
Les  six  formules  (F)  et  (F')  remplaceront  pour  nous 
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les  quatre  formules  du  n"  7,  la  première  formule  (F) 
el  la  première  formule  (B',).  Ce  qui  reste  à  dire  sur  ces 
formules  sera  mieux  à  sa  place  un  peu  plus  loin. 

13.  Voici  enfin  la  formule  de  Caylej  (III,  191, 
192,  i38)  : 

(  G  )  iQn  —  I  ■;■.  c  H-  p  =  26  «'  —  1 2  c'  -H  [3'. 

li.  Revenons  au  problème  du  a°  8,  pour  lequel 
on  suppose  donnés  n,  b,  c,  t,  y,  [i. 

Observons  d'abord  que  les  huit  quantités  /r,  A,  q,  r, 
A"',  . . .  figurent  seulement  dans  huit  relations,  que  l'on 
peut  mettre  à  part  et  qui  feront  connaître  ces  huit 
quantités  quand  on  aura  déterminé  les  autres  :  ces  huit 
relations  sont  les  deux  dernières  relations  de  chacun 
des  groupes  (B,)  et  (B^),  et  les  deux  dernières  relations 
de  chacun  des  groupes  (F)  et  (F'). 

De  celle  façon,  on  a  seulement  six  inconnues  prin- 
cij)ales 

n\     b\     c\     t',     y',     P', 

et  neuf  inconnues  auxiliaires 

(   0,      a,      /.,      0, 

f     G  ,        7  ,        ■/.  ,        0   , 

liées  par  quinze  relations  qui  sont  : 

les  six  relations  (  I)  et  (F), 

les  six  relations  (A)  el  (A'), 

la  première  relation  de  chacun  des  groupes  (B,)  et  (B',), 

la  relation  de  Uaylej; 

toutefois,  comme  il  a  été  dit,  nous  remplacerons  la 
première  des  relations  (  F)  par  la  première  formule  (^F), 
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et  la  [)remlère  des  relations  (B',)  par  la  première  for- 
mule (F'). 

lo.   Les  relations  (I)  donnent  «,  x',  o'  : 

(  I  )  a  =     )i  i  n  —  I  )  —  2  6  —  3  c, 

(2)  x'  =  3  «  (  «  —  1)  —  6  6  —  8c, 

( 3 )  0'  =  \  n(  n  —  2  ) (  M-  — ç))  —  i.b(a  —  4  )  —  3 c  ( a  —  3 )  — 

Les  relations  (A)  donnent  0,  7,  k  : 

(4)  p  =  6(«  — 2)  — (3/H-3Y  +  2J3), 

(5)  2cr  =  c(«-2)—  (y^4?), 

(6)  y.  —  a  (  n  —  ■?.) — {p  -h  11)  = 

La  première  relation  (B)  donne  0  : 

(y)  20  =  a[( n  —  2)(n  —  3)  —  26  —  3c]-h4?-^9'^  =  ---- 

16.  Les  relations  (1')  donnent  n',  c',  b'.  Pour  le 
calcul  de  n',  il  vaut  mieux  employer  la  première  des 
formules  (F);  on  a  ainsi 

n' —  a  ^=  y.  —  1  ^  a{n  —  2)  —  (p  +  3  j), 
ou 

(8)  n  =  a  (  n  —  i)  —  (p-T-3!T)=:..,. 

Celte  formule  importante  pourrait  être  établie 
directement,  comme  le  remarque  Salmon  :  en  effet, 
pour  avoir  les  points  de  contact  des  plans  tangents  à 
une  surface  menée  par  une  droite,  on  peut  couper  la 
courbe  de  contact  relative  à  un  premier  point  de  la 
droite  par  la  première  polaire  d'un  autre  point  de  cette 
droite,  sauf  à  écarter  les  points  en  nombre  0  où  la 
courbe  de  contact  est  rencontrée  par  la  courbe  nodale, 
et  (trois  fois)  les  points  en  nombre  a  où  elle  est  rencon- 
trée j)ar  la  courbe  cuspidale,  puisqu'une  première  polaire 
queiconqtie  passe  par  ces  deux  courbes. 
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La  valeur  de  c'  est  donnée  par  la  formule 

c'  —  /.  =  3  (  ft'  —  a); 
à  cause  de 

K  =  a  (n  —  -2 )  —  (?  -r-  '-^ <^)> 

n'  —  a  =  a  (n  —  2)  —  (p-l-3a), 

on  a  donc 


(9)  c'=  a  X  4(rt  — a)  — (4  0-+-  lia)  =...; 

on  aurait  |ni  éciire 

c'  =  X.  -H  3 ( n'  —  a)  =  4 x-  —  3  t  =  .  . .  ; 

/('premier  terme  de  la  formule  {^)  s^  explique  par  le 
fait  que  les  points  paraboliques  sont  sur  la  hes- 
sienne  H  qui  est  d'ordre  4  {n  —  2). 

On  obtient  b'  par  la  dernière  des  formules  (l').  On 
a  d'abord 

•>,  o-i-3x  =  a[/i(n  —  2)  —  ib  —  3c]-i-p-i-3<T; 

on  a  donc 

2è'=2Ô-(-a(a  —  2  —  n  {n  —  -i)  -^  -ib  -^'i  c)  —  p  —  3ct| 

X  \ a[a  —  n(n  —  2)-4-2è-l-3cJ  —  9  —  p  —  3a|, 

ou,  à  cause  de 

a-i-26-r-3c  =  /t(w  —  i), 

ib'  =  a[(  n  —  2  )  (  n  —  3  )  —  2 6  —  3  c ]  -t-  4  ?  -H  9 "^ 
H-[«(/i  —  2)  —  p  —  3t][««  —  9—  p  —  3a], 
ou  en  lin 


10)        ib'  =  a  X  {n  —  ■i}{  n^  —  n'^  -^  n  —  12)  — ...  ; 

le  premier  terme  de  celte  formule  s'explique  par  le 
fait  (jue  les  points  de  contact  des  plans  bitangents 
sont  sur  une  surface  R  d'' ordre 

(  n  —  2  )  (  /i»  —  n^-{-  n  —  12). 


(  448  ) 
17.   La  première  formule  (F'),  subslltnée  à  la  première 
formule  (B'J,  donne  o-'.  En  la  rapprochant  de  celle  qui 
donne  x',  on  a 

ji  —  a  =  •/.'  —  a', 
3  (/i  —  rt)  =  c  —  y.', 


et,  par  suite, 


ce  qui  donne 


4  (  /i  —  a  )  =  c 


(il)  ct'  =  rt  X  4  (  /i  —  ■''• .)  —  86  —  lie; 

le  premier  terme  s'expl.i(/ue  par  le  fait  que  la  lies- 
sienne  H  contient  les  points  paraboliques. 

La  première  des  relations  (A')  donne  p';  dans  le 
terme  qui  subsiste  seul  en  l'absence  de  singularités 
ponctuelles,   [n — a)   se   met   en    facteur    à   cause    de 

(  /?'  —  2  )  =  (  «  —  a  )  (  n2  -u  I  )  -I-   .  ,  .  , 

et  l'on  a 


(12)  p'  =  «  X  (  /i  —  2  }(«■■*—  /i-  -1-  n  —  1 2  )  H- ...  ; 

le  premier  terme  s  ^explique  par  le  fait  que  les  points 
de  contact  des  plans  bitangetits  appartiennent  à  la 
surface  K  dont  il  est  question  ci-dessus. 

18.   La  relation  de  Cajlej  donne 


(i3)  2  [B'=  n  x4  (  /i  —  2)  X  (il  «  —  24  )  — 

Voici  comment  Salmon  rend  compte  du  premier 
terme  de  cette  expression  (III,  167).  En  un  point 
quelconque,  la  section  de  la  surface  donnée  U  par  le 
plan  tangent  olfre  un  point  double  dont  Jes  deux  tan- 
gentes sont  les  tangentes  inflexionnelles  en  ce  point; 
il  peut  arriver  que  l'une  de  ces  tangentes  soit  une  tan- 
gente d'inflexion  pour  la  section,  et  le  lieu  des  points 
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pour  lesquels  il  en  est  ainsi,  la  courbe  JlecnodaLe,  est 
rinterseclion  de  la  surface  par  une  surface  S  de  degré 
\\n  —  24;  on  arrive  à  ce  résullat  en  cherchant  les 
droites  (jui  rencontrent  la  surface  en  quatre  points  con- 
sécutifs (III,  i4o). 

En  un  point  d'intersection  de  la  courbe  (U,  H)  qui 
est  le  lieu  des  points  paraboliques  avec  la  surface  S  ou 
avec  la  courbe  flecnodale,  la  direction  de  la  tangente  à 
la  courbe  (^U,  H)  est  la  même  que  celle  de  la  tangente 
inflexionnelle,  et  les  plans  tangents  en  deux  points 
consécutifs  de  la  courbe  (U,  H)  sont,  par  suite,  les 
mêmes. 

Il  semble  donc  que  l'on  doit  avoir 


!î'  =  n  X  4  '  'i  —  '2  I  X  (  1 1  /?  —  24  1  — ...  ; 

mais  la  surface  S  est  tangente  à  la  hessienne,  de  sorte 
que  la  courbe  (U,  H)  est  tangente  à  la  surface  S.  et 
l'on  a  réellement 


^'  =  l /i  X  !\yn  —  -2  )  X  ( 1 1  rt  —  24  '  —  ■  •  •  • 
\  air  encore  SALMOiv,  III,  160. 

19.    Les  deux  dernières  relations  (A')  donnent  enfin 


(14  )  y'  —  "  X  i'  "  —  2)  X  (  n  —  3  )  (/i-^-r-  3/t  —  16  )  — .  . ., 
I  1  5 )  6  ^'  =  n (  «  —  2  »  {ti'  — . . .  )  — .... 

Le  |)remier  terme  de  la  relation  (i4  •  appellerait  utie 
(■\j)lication  analogue  à  celle  qui  concerne  |îi',  au  moven 
dune  surface  dont  le  degré  serait 

(/i  —  3)  (/l'-i-  3n  —  10). 
Les  formules  (\'S)  et(i5)  donnent 


y'  —  2  3'  =  n  X  4  (  »  —  2  j  X  {n  —  2 )  (  /*•*  —  n-  i-  n  -12)  — . . 
Ann.  de   Matheniat.,  4*  série,  l.  VII.  (Octobre  «907.)  2g 
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Salmon  rend  compte  du  premier  terme  de  cette  for- 
mule (III,  173),  en  considérant  les  points  communs 
aux  trois  surfaces  U,  H.  K,  ou  encore  les  points 
(communs  à  la  courbe  parabolique  (  U,  H)  et  à  la  courbe 
(U,  K)  qui  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans 
bllangents. 

20.   Au  moven  des  formules 

0=  b{n  —  i)  —  3^  — 37  — '2  3, 
j  = —  c  —  l'p, 


bn-h'it  —  5^ 
bi  b  —  \)  -2 


h  = 


■2  2 

Ci  c  —  I  )        .en  —  Y 


■2  12 

5  7  —  j  —  r        .en 


33. 


On  a  encore 

q'  =  ni  n  —  ■2)(  n  —  o)  (  n^-^  7.n  —  4)  — •  ■  -t 


2  /•'  r=  rt  X  4  (  «  —  2  )  X  (  3  rt  —  4  )  — ...  ; 

le   premier   terme   de    celte  dernière   expression    peut 
èlre  obtenu  directement  (  III,  12.3). 

21.  Les  valeurs  obtenues  pour  les  nombres  caraclé- 
risti(jues  doivent  être  entières,  et  il  en  résulte  certaines 
conditions  pour  les  données. 

La  formule  (5)  montre  que  en  — y  doit  être  pair;  la 
formule  (7)  exige  qu'il  soit  multiple  de  4- 

La   condition    pour   que   t'    soit  entier    est    réalisée 
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d'elle-niènie;  on  doit  écrire  que  la  qiianlité 

est  divisible  pnr  o  ;  en  tenaiil  eomplc  de  ce  que  n^  est 
congru  à  n  relativement  au  module  3.  on  arrive  à  l'ex- 
pression (b^—  b)  —  (p''—  [3),  (|ui  doit  être  et  qui  est 
divisible  par  3. 

D'après  (F)  et  (F'),  q  et  q'  sont  enliers  si  [3  el  ['i' 
sont  pairs,  c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  la  for- 
mule de  Cajley,  si  ^  est  pair.  La  condition  pour  que 
/•  et  /•'  soient  entiers  est  que  en  —  v  soit  multiple  de  3; 
d'après  ce  qu'on  a  déjà  vu,  il  doit  donc  être  multiple 
de  12. 

D'après  les  formules  du  n°  7,  h  et  li  sont  entiers  si 
r  et  /•'  sont  pairs,  ce  qui  a  lieu  en  vertu  des  conditions 
déjà  obtenues.  Cette  parité  se  ramène,  en  efl'et,  à  celle 
des  différences  o-  —  c,  t'—  c',  parités  qui  se  ramènent 
l'une  à  l'autre,  et  la  formule 

2T  —  2C  =  c(rt  —  4)  —  (y+    iP) 

montre  que  -i^s  —  %c  est  multiple  de  4  en  même  temps 
que  en  — y. 

La  valeur  de  k  est  un  nombre  entier  si  la  diflerence 
([  —  y  est  paire,  ce  qui  exige  que  bn  —  t  —  '-  soit  un 

nombre  pair.  Cette  même  condition  donne  d'ailleurs 
k'  entier,  comme  on  s'en  assure  en  considérant  la  dif- 
férence k'  —  k. 

Ou  a  donc  ainsi  les  conditions 

en  —  Y  =  nmlt.  de  12, 
j3  =  imiU.  (le     2, 

on  —  I  —  ^-  =  niull.  (le     2. 
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22.   L'expression  du  genre   donnée   par   Cayley   est 
(III,  i38) 
D=l(,,_,)(n-"^)(n-3)-(n-3)(6  +  c)  +  |(g'  +  /-) 

-^  '2  ^  -^  f  Y  +  ï  P  ; 

on  peut  écrire 

,2D  ^  2(„  _  I  )(n  -  ■?.)(n  _  3)  -  6(  6  +  c)(n  -  4)  -  en 

On  lit  dans  l'Ouvrage  de  Salmon  (III,  191)  :  «  La 
formule  (i3),  due  à  Cavley,  est  la  forme  correcte  de 
l'expression  do  (î',  déduite  d'abord  par  lui  (avec 
quelques  erreurs  dans  les  coefficients  numéri(iues)  de 
considérations  diderentes,  mais  qui  résulte  plus  facile- 
ment de  la  relation  obtenue  en  égalant  l'expression 
ponctuelle  du  genre  à  son  expression  tangentielle-,  et 
la  formule 

•26  n  —  I  •>.  c  -H  li  =  26  n'  —  1 2  c'  -1-  3' 

est  une  relation  qui  se  présente  d'elle-même  dans  cette 

recherche.  » 

Il  n'y  a  pas  à  se  préoccuper  ici  du  fait  que  le  genre 
numérique  d'une  surface,  c'est-à-dire  le  nombre  que 
donne  la  formule  de  Cajley,  peut  être  inférieur  à  son 
genre  géométrique,  Zeutlien  ayant  montré  que  le 
genre  numérique  est,  comme  le  genre  géométrique,  un 
invariant  pour  toute  transformation  blrationnelle.  Je 
renverrai  sur  ce  point  à  la  Théorie  des  fondions 
algébriques  de  deux  variables  indépendantes,  de 
MM.  E.  Picard  et  G.  Slmart. 

j\Tote.  —  Je  retrouve  au  dernier  moment,  dans  le 
Volum»-  des  Nouvelles  Annales  pour  1864,  ""  article 
intéressant  de  E.  de  Jonquières  relatif  aux  singularités 
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tangenlielles  des  surfaces  algébriques  qui  n'ont  pas  de 
singularités  ponctuelles.  Je  regrette  de  n'avoir   pu  en 
tirer  parti. 


[05m] 

suit  y\\  mn\i  p\Rrici]Lii<:it  de  coirbes  cooitDo^\ÉES  ; 

Par  m.  HAAG, 

Professeur  de  Malhéiriatiques  spéciales 
au  Lycée  de  Douai. 


Soient  deux  surfaces  s  et  5(  entre  lesquelles  on  éta- 
blit une  correspondance  quelconque.  Je  dis  qu'il  existe 
deux  réseaux  de  courbes  sur  chaque  surface  qui  ont 
même  longueur  que  les  courbes  correspondantes.  En 
efFet,  si  l'on  prend  des  courbes  coordonnées  se  corres- 
pondant sur  les  deux  surfaces,  en  égalant  les  éléments 
linéaires  de  s  et  de  5,,  on  obtient 

(  E  —  E]  )  rf«î  4-  2(  F  -  Fi  )  du  di>  -h  {G  —  Gi  )  dv^  =  o, 

équation  qui  définit  bien  sur  chaque  surface  deux  ré- 
seaux de  courbes  répondant  à  la  question. 

Nous  écarterons  le  cas  où  la  correspondance  établie 
serait  conforme,  auquel  cas  on  obtiendrait  les  lignes 
de  longueur  nulle,  et  aussi  celui  où  les  deux  surfaces 
seraient  applic;ibles,  cas  où  toutes  les  courbes  des  deux 
surfaces  répoudraient  à  la  question. 

Ceci  étant,  on  peut  se  proposer  d'étudier  la  corres- 
pondance entre  les  deux  surfaces,  en  rapportant 
celles-ci  aux  réseaux  de  lignes  qu'on  vient  de  mettre 
en  évidence.  Nous  ne  ferons  cette  élude  <pie  pour  la 
représentation  sphérique  d'une  surface  (pielconque  (s) 
non    ntfniina   et    non  applicable   sur    la   splif^'i-e  de 


(  454  ) 

rayon    i,    pour  échapper    aux    deux    cas    |)arliculiers 
('cariés  tout  à  l'heure. 

Nous  allons  employer  la  méthode  du  trièdre  mobile 
el  nous  nous  reporterons  pour  cela  aux  formules  de 
M.  Codazzi,  données  dans  le  Tome  II  de  la  Théorie 
des  surfaces  de  M.  Darboux  (p.  384),  formules  que 
nous  rappelons  ici  : 

ds-  =  Pi.'^du--^  (y^dv^-\-  2  AG  cosa  du  dv, 

t  =  Acosm,         T,  =  Asin/n,         ^i=Gcosrt,        T,i  =  Csinn, 

n  —  m  =  oL  ; 

dn  I        /d\        <lC 

au  Li  sui  a  \  ôv         Ou 


dv 

du 

dq 

dv 

du 

,  .  ,  „.,         „.,  I  dm  I        /  dC        d\ 

'  dv         du  dv         Asm  a  \du         dv 

dr        dri  A.(piS'\nni  —  Oicosm) 

-T —  =  pq,  —  gpi,  j-,         . 

.  dv        du  =C(/)sinn  —  g  cosn). 

di^=  (p^-^  q^)du^-+-  (/??-+-  q\)dv^-{-  i.ipfi-h  qqi)  du  dv. 

L'angle  m  désigne  l'angle  de  Ox  du  tiièdre  mobile 
avec  la  tangente  à  t»  =  const.  dans  le  sens  des  u  crois- 
sants. De  même,  n  est  l'angle  de  Ox  avec  la  tangente 
à  u  =  const.  dans  le  sens  des  ç  croissants  ;  par  suite 
y.  =  n  —  m  est  l'angle  des  courbes  coordonnées. 

Ceci  étant,  pour  que  les  courbes  coordonnées  aient 
même  longueur  que  leur  image  sphérique,  il  faut  et 
suffit  que  l'on  ait 

équations  auxquelles  nous  satisferont  de  la  manière  la 
plus  générale  en  posant 

/)  =  Acosfji.,         gr^AsinjJL 
et 

/),  =  G  cosv,         ^,  =  G  cosv. 

Portant  ces  valeurs  dans  la  sixième  formule  (A),  il 
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vient 

sin(m  —  V)  =  siri(/i  —  a  ); 
(1011 

m  —  '/  =  n  —  tji  ou  m  —  v  =  -  —  (  n  —  a  ).  • 

Eli  admeltant  la  première  hjpolhèse  et  la  combinant 
avec  les  cinq  autres  équations  (A),  on  arrive,  après  un 
calcul  assez  long,  à  la  coiulition.  suivante  : 

AC  sina  =  o, 

qui  donnerait  un  élément  linéaire  carré  parfait  et,  par 
suite,  une  développable  circon>^crite  au  cercle  de  l'in- 
fini. Nt)us  écartons  cette  solution  peu  intéressante  et 
prenons  la  deuxième  hypothèse,  que  nous  écrivons  : 

V  —  m  =  n  —  jji  -t-  t:  =  Ci  ; 
d'où 

V  =  /?i  -f-  cp,  a  =  TT  -H  /i  —  «p. 

Les  deux  premières  équations  (A)  deviennent  alors 

0(7.  —  '^)  ()(a  — (f) 

A  cos  a ■ h  Ci  cosv ^ *— 

ûi'  du 

•2     r       dX  àC  ,  1 

=  -: — —  cosrt  COS  (-a  —  rp  )  -t-  -—  cos  m  cos  (a  —  o  i 

sin  x  L       ()t^  '  du  '   J 

.        (>(a  — cp)  à(o(.-~o) 

A  sin  IX ' h  L  sinv — 

ôv  ou 

■1     \       Ok    .  .        àC    .  ,  J 

=  -: — sinn  cos(  a  —  9)  -H  -—  sin/n  cos  (a  —  es)    , 

sin  a  L       df  ^  au  '   J 

qui  peuvent  s'écrire,  en  posant  a  —  cp  =  0, 

\   A  —  sin(20  —  a)  =  — . — sinO  M-  —- sin(a  —  0  )    , 

y       dv  sina    L''''  ''"  J 

G-r-  sin(iO  —  a)  =  — -— sin(a  —  0) -f-  -— sinO    . 

\       du  '         sinx    l  dv  du  J 


(I) 
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Enfin,  la  troisième  relation  (A)  devient 


ACsin(20-a)  = 


du  dv 


I       doL  feus  a  dA  dIogGl 

sin^a  t^t»  L    G  dv  du     J 

J                                                I      c)a  fcosa  dC  dloeA"! 

I                                            sin^a  du  L    A  du  dv      J 

"~  ?ina[di^  \C  dç)'^  du  VA  du)] 

dHogAC 

■+-  cola  — — ^ . 

du  dv 

On  peut  imaginer  qu'on  lire  H  de  cette  dernière  équa- 
tion et  qu'on  porte  dans  les  deux  précédentes.  Ou  ob- 
tiendrait ainsi  deux  équiilious  aux  dérivées  partielles 
du  troisième  ordre  par  rapport  à  A,  C  et  a,  ce  qui 
montre  que,  de  ces  trois  fonctions,  une  seulement  peut 
être  choisie  aibitrairement.  Les  deux  autres  seraient 
données  par  des  équations  fort  compliquées  que  nous 
ne  formerons  que  pour  des  cas  particuliers. 

Supposons  donc  que  nous  ayons  obtenu  un  système 
de  valeurs  pour  V,  C,  a  et  'c  satisfaisant  aux  trois  équa- 
tions précédentes  et  voyons  ce  que  deviennent  les 
équations  remarquables  relatives  à  la  surface,  données 
par  le  Tableau  de  formules  déjà  signalé. 

Lignes  asymplo tiques.  —  Leur  équation  s'écrit 
sin(cp  —  a)  (  k'^du-^  C^di>-)  -+-  -lAG  siiicp  du  dv  =  o. 

On  voit  que  les  lignes  coordonnées  seront  asympto- 
tif|n<'s  |)our 

a  —  cp  =  /it:         ou  6  =  A  tt, 

et  dans  ce  cas  seulement. 
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Les  équations  (i)  nous  donnent  alors 

au  liv 

ce    qui    permet    de    supposer   A  =  C  =  i ,    en    faisant 
un   cliangenierit   de  varial)les 
courbes  coordonnées. 

L'équation  (2)  devient  alors 

(3,  -"  ■ 


du  àv 


Si  l'on  remarcpie  que  11  et  r  sont  alors  les  longueurs 
des  courbes  coordonnées,  nous  ])Ouvons  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  les  lignes  asvmptotiqiips  d'une 
surface  ont  même  longueur  que  leurs  images  sphé- 
riques,  l'angle  a  de  ces  lignes,  considéré  comme 
fonction  de  leurs  longueurs  u  et  c,  satisfait  à  V équa- 
tion (3). 

La  récipro(|ue  de  ce  théorème  s'énonce  aisément. 

A  toute  solution  de  l'équation  (3)  on  pourra  faire 
correspondre  une  surface  {s)  et  une  seule.  En  effet,  si 
Ion  se  rappelle  que  l'angle  m,  par  exemple,  peut  être 
choisi  arbitrairement,  on  voit  de  Suite  qiie  les  transla- 
tions et  les  rotations  relatives  au  trièdre  mobile  seront 
déterminées  dès  que  le  sera  a,  et  par  suite  on  obtien- 
dra une  seule  surface,  à  sa  position  dans  l'espace  piès. 

La  délerminalioii  de  cette  surface  dépendra,  comme 
ou  sait,  des  deux  équations  de  Kiccalli  suivantes  : 

dx  .  Cl  —  in  q  -+-  ip 

■—  =  —  irx   -!- -+-  ^ x^ 

au 


«7 

— 

It 

■+■ 

•?. 

7< 

- 

ipx 

-tr- 

dv  2  2 
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qui  deviennent,  en  supposant  par  exemple  m  =  - , 
dx        .  Ooc  I 

~    =   l  —  X (I  -t-^2) 

ou  au  -2 

<i^         1  .    ■  « 

Ces  deux  équations  intégrées,  on  sera  ramené  à  des 
quadratures. 

Lignes  de  courbure.  —  Leur  équation  se  réduit  à 

A  du  ±  C  di>  =  o, 
d'où  : 

Théohème.  —  Sur  une  surface  quelconque,  les 
lignes  qui  ont  même  longueur  que  leur  représenta- 
tion sphérique  sont  également  inclinées  sur  les  li- 
gnes de  courbure. 

Dans  le  cas  particulier  précédent,  les  lignes  de  cour- 
bure s'intègrent  par  quadratures  et,  dans  l'hypothèse 
A  =  C  =  I ,  leur  équation  est 

a  ±  p  =  const. 

Rayons  de  courbure  principaux.  —  Ils  sont  don- 
nés par  l'équation 

p2sin(a  —  2(p)  —  2p  costp  H-  sina  =  o, 

d'où  l'on  tire 

I  sin(a  —  2<p) 


RR' 


r  /  i  I  \  _  coscp 

I  ',K  "^  iV/        sinâ 


On  voit  de  suite  (|ue,  dans  le  cas  particulier  examiné 
précédemment,  on  a 

1 
RR^  """"  '' 
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donc  : 

THÉoiiÈMK.  —  Toute  surface  dont  les  lignes  asym- 
ptotiques  ont  même  longueur  que  leurs  images  sphé- 
riques  est  une  surface  à  courbure  totale  constante 
égale  à  —  i . 

iiecipioquenient,   si  — — ,  = — i,  on  a 
K  K 

a  —  2  '^  =  —  a  -1-  '2  /i  - 
OU 

a  —  ■>.  C2  =  —  -)-  X  -\-  ikTz. 

La  deuxième  hypollièse  ne  convient  pas,  car  elle 
donnerait  -5  +  k"/  =  *^- 

La  première  nous  d(^nne  a  —  »  =  A'tt,  et  nous  re- 
tombons sur  notre  cas  particulier.  La  réciproque  du 
théorème  précédent  est  donc  vraie,  comme  cela  résulte 
d'ailleurs  de  la  formule  d'Enneper  relative  à  la  torsion 
des  lignes  asymptotiques. 

En  outre,  si  Ton  se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,  on  voit  comment  la  détermination  des  surfaces 
à  courbure  totale  constante  négative  se  ramène  à 
V intégration  de  V équation  (3)  et  à  celle  de  deux 
équations  de  Riccatti. 

iNous  avons,  de  plus,  une  interprétation  géométrique 
simple  de  cette  équation  (3). 

On  peut  se  [)ro|»oser  aussi  de  chercher  si  l'on  peut 
avoir  une  courbure  totale  égale  à  H- i ,  ce  qui  donne- 
rait des  surfaces  applicables  sur  la  sphère  de  rayon  i. 

Or,  en   écrivant  que   l'on  a  5-^  = -|- i    on  trouve   im- 
médialement  :  soit 

<5  =  kr.        (solution  à  rejeter), 
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a 

—  ?  = 

-.{■1 

,A- 

^0 

7. 

I 

I 

F 

:±9. 

I 
R  ~ 

t 

:±:i. 

soit 

auquel  cas  on  a 

el,  par  suite, 


On  retrouve  donc  une  sphère  de  rajon  i.  D'où  : 

Thf.orème.  —  On  ne  peut  pas  déformer  une  sphète 
de  façon  que  le  plan  tangent  en  chaque  point  reste 
parallèle  à  lui-même. 

On  peut  se  proposer,  enfin,  de  chercher  les  surfaces 
à  courbure  moyenne  dz  i .  On  retrouve  d'abord  la 
sphère  de  ravon   i  ;  puis  on  trouve  es  +  a  =  =b  -•  En 

portant  cette  valeur  dans  les  équations  (i)  et  (2),  oh 
aurait  trois  équations  pour  déterminer  A,  G  et  a.  Mais 

elles  ne  sont  pas  simples  et  nous  nous  arrêterons  là. 


[M-9e] 

SLR  l:\e  SLKFACH  DL  KEIVIÈ^IE  ORDRE  ; 

Par  m.   LuciEX  GODE  AUX. 


Dans  cette  Note,  nous  étudions  une  surface  du 
neuvième  ordre  possédant  deux  droites  multiples 
d'ordre  quatre  et  sa  représentation  sur  un  plan. 

1.  Soient  rt,,  «2  deux  droites  quelconques  et  R  un 
réseau  de  surfaces  cubiques  ayant  en  commun  i  -  points 
A| ,  A2,  A3,  .  .  . ,  A17. 
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La  surface  cui)iquc  du  réseau  R.  passant  par  les 
points  P,,  Pa  pris  respeclivement  sur  les  droites  a,,  a.^ 
est  encore  rencontrée  parla  droite  P,  Po  en  un  point  P3. 
Nous  allons  rechercher  le  lieu  du  point  P3  au  moyen 
du  principe  de  Cliasles. 

Soient  (X,),  (X2)  deux  ponctuelles  de  même  sup- 
port d. 

Par  le  |)oint  X)  menons  la  droite  g  s'appuyant 
sur  cfi  et  «2-  Les  points  (»•,  a,)  et  (g,  «o)  déterminent 
une  surface  du  réseau  R.  Celle-ci  marque  sur  la  ponc- 
tuelle (X2)  trois  points  X2. 

Par  un  j)oint  Xa  passent  une  infinité  simple  de  sur- 
faces cubiques  appartenant  à  R.  Les  droites  qui  joignent 
les  points  de  rencontre  de  ces  surfaces  avec  les 
droites  a,,  «o  engendrent  une  réglée.  Cette  réglée 
rencontre  la  ponctuelle  (X|  )  en  six  points  X,. 

En  effet,  soient  (Y,  ),  (Y2)  deux  ponctuelles  ayant 
comme  support  commun  la  droite  a,.  Par  un  point  Y, 
passe  une  surface  cubique  passant  par  le  point  X2  choisi 
plus  haut.  Parles  points  d'intersection  de  cette  surface 
avec  a-,  menons  les  droites  s'appuyant  sur  c^  et  a,.  On 
détermine  ainsi  trois  points  Y2.  Inversement,  par  un 
point  lo  menons  une  droite  s'a|)puyant  sur  «^  et  f/, 
et  par  le  j)oint  de  rencontre  de  celte  droite  avec  «2  ii"e 
surface  cubique  passant  parXa.  Celle-ci  niarquesurrt, 
trois  points  Y,.  Les  points  Y,  et  Yo  étant  liés  par  une 
correspondance  (3,3)  pi'ésentenl  six  coïncidences. 

Les  points  X,  et  Xo  sont  donc  liés  par  une  corres- 
pondance (6,3).  11  y  a  neuf  coïncidences,  donc  le 
point  P3  décrit  une  surface  du  neuvième  ordre  S9. 

2.  SoilTû  un  plan  passant  par  la  droite  rti-  Les  sur- 
faces cubicpies  (le  R  passant  par  le  point  P^(7i,  «a) 
marquent  un  faisceau  sur  le  plan  -.  On  retrouve  ainsi 
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dans  ce  plan  une  transforma tion  connue  depuis  long- 
temps et  étudiée  par  M.  G.  Le  Paige,  professeur  à 
l'Université  de  Liège  [C  Le  Paige,  Sur  deux  trans- 
formations géométriques  uni/ormes  (Bull,  de  V A- 
cad.  de  Belgique,  3''  série,  i.  lïl  <-t  IV^  i883)]. 

On  en  déduit  que  toute  section  faite  par  un  plan 
passant  par  l'une  des  droites  «,,  cfo  est  une  courbe  du 
cinquième  ordre  et  donc  que  les  droites  a^  et  a^  sont 
quadruples. 

On  vérifie  aisément  que  les  \'j  points  A,,  A2,  ... 
sont  situés  sur  la  surface.  Remarquons  en  passant  que, 
si  Tun  de  ces  points  se  trouve  sur  une  droite  a,  tous 
les  points  du  plan  déterminé  par  ce  point  et  l'autre 
droite  a  appartiennent  à  la  surface.  Celle-ci  dégénère 
donc  en  un  plan  et  une  surlace  du  huitième  ordre. 

Outre  les  droites  a,  et  «25  la  surface  contient 
4i  droites  simples  [G.  pe  Vuies,  Bight  Unes  on  sur- 
faces ivith  multiple  right  Unes  [Proceedings  of 
Amsterdam,  28  avril  1902)]. 

3.  Soient  t:  un  plan,  B|,  B2  les  points  d'intersection 
de  ce  plan  avec  les  droites  «1,  «o-  -^  i"i  point  Y  de  la 
surface  S9  on  pctut  faire  correspondre  le  point  Y'  du 
plan  7t  cominutï  aux   plans  (Y,  a^  )  et  (Y,  «2)- 

Le  lieu  d(^s  points  Y' correspondants  des  |>oints  d'une 
section  par  un  plan  passant  par  «,  est  une  droite  p^ 
passant  par  B2.  De  même,  à  une  section  par  un  plan 
passant  par  «2  correspond  une  droite  issue  de  B,. 

Glierchons  l'ordre  de  la  courbe  a'  image  d'une 
courbe  plane  a  de  la  surface.  Les  droites  (|ui  s'appuient 
sur  a,,  «2  el  0^  engendrent  une  rc'-glée  du  dixième 
ordre,  car  a  est  une  courbe  simple  de  cette  réglée  et  il 
n'^'  a  qu'une  droite  de  cette  dernière  dans  le  plan  de  a. 
L'ordre  de  a'  est  donc  10. 


(  463  ) 

Les  points  B,,  Bo  sont  des  points  qnintnples  de  a', 
car,  si  de  B|,  par  exemple,  on  projette  la  droite  «o  et 
la  courbe  a,  il  j  a  cinq  rayons  communs  aux  deux  cônes 
qui  rencontrent  la  droite  et  la  courbe  en  des  points 
(iifFérenls. 

La  courbe  a'  passe  évidemment  par  les  points  de  ren- 
contre du  i^lan— avec  les  4i  droites  simples  de  la  surface 
rencontrées  plus  haut.  Elle  passe  aussi  par  les  points 
communs  à  a  et  — .  Ces  derniers  [)oints  sont  leur  propre 
image. 

Les  courbes  a'  sont  évidemment  en  nombre  triple- 
ment infini.  Trois  points  déterminent  en  général  une 
el  une  seule  de  ces  courbes. 

4-.  Les  courbes  du  neuvième  ordre  communes  aux 
surfaces  cubiques  d'un  réseau  et  s'appujant  sur  une 
droite  engendrent  une  surface  d'ordre  24-  Il  y  a  donc 
24  courbes  du  neuvième  ordre  Cg  s  appuyant  sur  les 
droites  a, ,  «o  et  passant  par  les  points  A) ,  ...,  A,7.  Ces 
courbes  appartiennent  évidemment  à  la  surface  S9,  de 
même    que    les    droites  joignant   les    points    (cg,   a^) 

et   (Cg,    «2)' 

L'image  d'une  telle  courbe  du  neuvième  ordre  sur  le 
plan  —est  une  courbe  du  seizième  ordre  possédant  deux 
points  octuples  en  B,  et  B^  et  passant  par  les  images 
des  points  A,,  ...,  A,-  et  par  les  points  (tc,  Cg). 
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AGRÉGATIO\  DES  SCIE^'CES  MATIlÉMAriOlES 
(C0\C01IUS  »E  1907). 


SOLliriO\  DE  LA  QIESTIOX  DE  .MArilÉ^IATII)l'ES  SPECIALES 

Par  m.  a.  VAGOUANT. 


On  considère  trois  axes  Ox^Oy,  Oz  formant  un 
trièdre  trirectangle  et  les  paraboloïdes  ayant  pour 
équation,  par  rapport  à  ces  axes, 

37Î-1-  (jK  —  azY-^  2X3  —  R2  =  o. 

a  et  R  étant  des  constantes  et  ),  un  paramètre  va- 
riable. 

I.  Par  chacun  des  points  P,  P' où  V un  de  ces  pa- 
raboloïdes rencontre  Oz,  on  mène  la  sphère  qui 
contient  les  sections  circulaires  réelles  passant  par 
ce  point;  trouver  le  lieu  de  V intersection  des  deux 
sphères  relatives  à  P  et  P';  montrer  que  le  plan 
radical  de  ces  deux  sphères  est  parallèle  à  un  plan 
fixe  et  passe  par  le  milieu  de  PP'.  I^ar  chacun  des 
points  M  communs  à  ces  deux  sphères  passe  une 
troisième  sphère  qui  correspond  à  un  autre  parabo- 
loïde;  quel  est  le  lieu  de  M  si  cette  sphère  est  fixe? 

II.  Le  lieu  des  sections  circulaires  rencontrant  Oz 
se  compose,  en  général,  d'un  cône  du  second  degré 
et  d^  une  surface  du  troisième  degré  ;  montrer  que 
cette  dernière  peut  être  engendrée  par  un  cercle 
assujetti  à  rencontrer  l'axe  O  z  et  deux  autres  droites 
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réelles  fixes  D,   D'  auxquelles   il  est  constamment 
orthogonal. 

III.  Trouver  les  plans  qui  coupent  la  surface  pré- 
cédente suivant  des  cubiques  circulaires  ;  montrer 
que  toute  sécante  menée  dans  un  tel  plan,  par  le 
point  A  oii  il  rencontre  O z.  coupe  la  cubicjue  en  des 
points  S  et  S' tels  que  le  produit  AS .  AS'  soit  constant 
si  le  plan  est  fixe. 

Aux  points  S,  S'  on  mène  les  normales  à  la 
cubique;  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre 
quand  la  sécante  SAS'  varie  ainsi  que  le  plan  de  la 
courbe. 

I.    Les  points  P  et  P'  où  un  paraboloïtle  m, 

(  T«j  )  x'^-^  {y  —  az  )-  —  -i^.z  —  R-  =  o, 

rencontre  l'axe  des  c  ont  des  cotes  z\  z"  définies  par 
l'équation 

a-z-  -\-  iXz  —  K-=  0, 
et  l'on  a 

>''■  ,  „         R^ 

z  -^-  z  = -,  z  z  = -. 

(I-  a^ 

Le  plan  xOy,  ou  :;  =  o,  coupe  les  paraboloïdes  cr, 
suivant  un  uiénie  cercle 

x^  ^  y- —  R- =  0. 

Par  suite,  les  sections  circulaires  réelles  d'un  para- 
boloïde  T3  sont  parallèles  aux  plans  d('liiiis  par  l'éfpia- 
tion  quadratique 

x''^-T-{y  —  az)''-  —  (  .r^  -r-  _^2  _j_  -2  ^  —  o 
ou 

z  [ —  2  ay  H-  (  a^  —  i  ;  :;  |  =0. 
Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  VII.  (Octobre  igo-j.)  3o 
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[jR   splière  Si    qui   conlienl   les   seclions   ciiculaires 
de  ro,  passant  par  P,  a  pour  équation 

.T-  -\~  {y  —  a  z  )--\-  •}.  \  z  —  R- 

—  {z  —  z' }  [—  la  y  -i-{a^—  i)(z  —  z')]  =  o 
on 

^'  -hy^  -+-z^ —  2«j's'-H2[X-i-(«- — i)^']  z  —  («-— i)  j'- —  H-=(). 

Comme  on  a 

Ri—a-^z'-i 


l  = 


.                                     ,           K--+-(  «2—  •2)5'2 
X-4-(a2—  1)5'=    ; — -, 


l'équation  de  la  sphère  S,  peut  s'écrire 


jr^-+-y^  -h  z- —  2a  yz 


(S,) 


-+-[R'=-h(a2  — 2)s'2]-  —  (rt2_i)z'2_  r;=:  q. 


De   même,   l'équation   de    la    splière  S2    relative    au 
point  P'  est 


(Sî) 


x---hy^-i-  z^ —  layz 


j  H-[R2  +  (a2—  2)s"-^]-7,  — (aï—  I)2"2—  R2  =  o. 


En  relranchiint  membre  à  membre  les  deux  équa- 
tions (2|)et  (S2),  on  obtient  le  plan  radical  de  ces 
deux  splièi*es,  savoir 

—  ■2ay(z'—z")-h]\'^z  (  -,  —  -„) 

-t-  (a2  -  i)z{z'—  z")  —  (a2  — i)(z2'— 5Î")  =  o, 

ou,    en   supprimant  le  facteur   z' — z",  et    remplaçant 


—  2 ay  -H  2 ( a'  —  1  ) z  —  ( a^  —  t)  (z' -\-  z" )  =  o. 
On  voit  que  ce  plan,  de  direction   fixe,  coupe  O^  au 
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poinl 

z'  -r-  z"  X 

■>.  a  - 

milieu  de  Pl^'.  L"é(jiialion  de  ce  plan  peut  s'écrire 

(i)  — rtj-4-(«2 — i)z-^(a- — i)— ^=o. 

D'auire    part,   eu    ajoutant   membre   à    membre    les 
équalions  (S,)  et  (Sa),  on  obtient  l'équation 

2  (  0^2  _,_  j-2  _1_  22  )  2  a  J'  {Z'-^  z"  ) 

-r-  R^z  (  ;!;+•  77,)  -\-(a'-—-i)ziz'^z"} 

—  (  «2  —  1  )  [(  2'  -H  3"  )2 2  3'  s"  ]  —  2  R'2  =  O 

OU 

A             ,  X 

2  (  vT^  -(-   V"  _)_  ^î  )  -4_  4  ûj  jr  _f_  -iX  2  —  2  (  a^ 2)Z   ~- 


,     „               [4X2          2R2| 
—  («2  —  1)        l—H _       —  2R2  =  0 


ou 

/  x^-hy"--+-  z- 

On  aura  le  lieu  de  l'intersection  des  sphères  S,  et  S2 
en  éliminant  A  entre  les  équations  (1)  et  (2),  ce  qui 
donne  la  (^uadrique 

/  x*-hy^-h-  z^ 

I        4-  4^-[«7  — («'—"-] -/2a»— n  =  o. 

[  a2  -   I     '    -^  ^         «2 

Cette  quadriqiie  Q  a  pour  centre  l'origine,  pour  un 
«le  ses  axes  Ox,  pour  directions  de  sections  circulaires 
les  plans 

2  =  o,         ay  —  (a2 — i)z=o, 

ce  dernier  étant  parallèle  à  (1),  comme  cela  devait  être. 
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On  voit  aisément  le  fi;enre  de  cette  quadrique  par  le 
procédé  de  la  décomposition  en  carrés  (Q  peut  être  un 
livperboloïde  réglé,   ou  un  cône,  ou   un  hyperboloïde 
I  non  réglé,  ou  une  quadri(|ue  imaginaire). 

Soit  M(:ro5  JKo>  ^o)   u"  point  appartenant  à  l'inter- 
section des  sphères  S,  et  Sj.  Par  tout  point  N  de  Oz, 
d'ordonnée  y,  passe  un  paraboloïde  rn  auquel  correspond 
à,  une  sphère  S,  passant  par  N,  et  ayant  pour  équation 

—  2a. j- Y  +  [^^  +  ^«^—  ^^)T-]  ^—  («"  — Ot"  —  R^  =  o. 


(S) 


Pour  que  cette  sphère  S  passe  par  le  point  M(^o^o^o) 
on  doit  avoir 


■  Jo  +  -0  -  ^«J'uY  -+-  [  Rï+  (a^—  2  lY 


2\^ 

T 


—  (a2— ijy2_  R2=  o, 

équation  du  tioisième  degré  en  y  dont  les  racines  sont 
z',  z"  donnant  les  sphères  S,  et  So  relatives  à  un  para- 
boloïde rn,  de  paramètre  A,  et  2'"  donnant  une  ti-oisième 
sphère  S3. 


On 


et,  comm.e 


on  aura 


■333=    — r 


•3  -3    =  —    — r: 
(l  - 


a^^i 


Cette  troisième  sphère  correspond  à  un  autre  para- 
boloïde TTî,  dont  la  valeur  À,  du  paramètre  À  est 


h2- 
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L'équation  de  la  sphère  S3  s'obtient  en  remplaçant  y 

par  :^"  ou  -j—-  Zq  dans  l'équation  (S).  On  voit  que  les 

coefficients  de  cette  équation  ne  dépendent  que  du 
paramètre  z'".  Donc,  pour  que  la  sphère  S3  soit  fixe,  il 
faut  et  il  suffît  que  z'"  soit  constant,  et,  par  suite,  que  Sq 
soit  constant.  Le  lieu  de  M  est  donc  une  section  circu- 
laire 

z  =  const. 

de  la  quadrique  Q. 

IL  Le  lieu  des  sections  circulaires  C)  renconlrantOz 
et  parallèles  au  plan  ;;  =  o  s'obtient  en  éliminant  z' 
entre  les  équations  (S,)  et 

z  —  z'  =  o, 

ce  qui  donne  le  cône  du  second  degré 

x^-h  y^  —  2  ay  3  =  o, 

ayant  O  pour  sommet  et  pour  l'un  de  ses  axes  Ox. 

Le  lieu  des  sections  circulaires  C2,  rencontrant  Oz 
et  parallèles  au  plan 

—  lay  -(-  (a^  —  i)z  =  o, 

s'obtient  en  éliminant  z'  entre  les  équations 

/  a:2-t- j'* -H  z- — 2ayz' 
^^'^     i        -f-[K2-i-(a2-2;^'»]-,  —  (a*— i)^'2— H»  =  o 

et 

—  2 aj  -<-  ( a*  —  i)( z  —  -' )  =0, 

définissant  un  cercle  Co.  En  tirant  lay  de  celle  der- 
nière équation  et  portant  dans  l'équation  (S|),  celle-ci 
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devient 

3c-^y^-^  z'^~(a^-—i)z'(z  —  z') 

-h  [R2+(a2— 2)3'2]  -,  —  (a2  — 1)^'2—  R-^=o 

ou 

(^î_i_^2_j_  z^-—  Z3'}Z'-^R^(  Z  —Z'  )  =   O. 


Comme 

ia 


r» 


le  lieu  clierché  est  la  surface  du   troisième   degré   S3 
ayant  pour  équation 


ou 


I  [-'-^rU-^-^r)] 


(S3) 

'        x[—iay-i-(a^ — i)  z\ -h  laW^y  =  o. 

Cette  surface  admet  yOz  pour  plan  de  symétrie  ; 
elle  passe  par  O  et  admet  pour  plan  tangent  en  ce  point 
le  plan 

JK  =  o, 

ou  xOz,  coupant  S3  suivant  les  droites 
x^  z  =  o, 

c'est-à-dire  Ox  et  O;;  comptée  deux  fois. 

On  peut  considérer  la  surface  S3  comme  engendrée 
par  les  cercles  C2  qui  rencontrent  Os  et  deux  autres 
droites  D,  D'  perpendiculaires  au  plan 

(8)  —■?.ay-h(a^-i)z  =  o, 

et,  par  suite,  orthogonales  aux  cercles  Cj  parallèles  à 


ce  plan  o.    Kn  (.-1101.  si  1  On  coupe  la  surface  S3  par  un 
plan  passant  par  Ox  et  perpendiculaire  à  0,  savoir 


9.  a 


on  obtient  une  section  définii' par  r<''(|ii;iti()n  précédente 
et  la  suivante, 

x^  (  — V-  a- —  I  \  z : K-  3  =  o 


I^a  section  se  compose  donc  de  la  droite  O^,  ce 
qui  devait  être,  et  des  droites  parallèles  D  et  D',  ayant 
pour  équations 

Y  -I ^ ô  =  O, 

•^         a-  -  I 

,      2aR 


évidemment    réelles,   et  rencontrant   ortliof^orudement 
les  cercles  C2. 

III.  Le  cône  des  directions  asjmploiiques  de  la  sur- 
face S3  se  compose  du  cône  du  second  degré 

1(1 

(  I  )  a;2  -H  y2  H YZ  =  o  ■ 

et  du  plan 

(2)  —  ■?. ay  -+-(«-  —  1)3  =  0. 

Pour  qu'un  plan  coupe  la  surface  S3  suivant  une 
cubique  circulaire,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  parallèle 
à  deux  génératrices  communes  au  côue  des  directions 
as}'mptoti(|ues  de  S3  et  au  cône  isotrope 

(3)  jrlH-jî-r-  3î=0. 


(  ^T'  ) 

Par  l'intersection  des  cônes  (i)  et  (3)  on  peut  faire 
passer  seulement  deux  pians  léels,  d'après  la  théorie 
des  sections  circulaires,  ayant  pour  équation  quadra- 
tique 

la 

x^ -t- Y^ H 5 — —  yz  —  {x^-^ y'^-^  z^)  =  o 


OU 


■la 

z  I  — -y  —  z  I  =o. 


Ces  deux  plans  5  ^  o  et 

sont  les  directions  des  plans  cherchés.  Les  plans  paral- 
lèles 3(2)  donnent  les  cercles  générateurs  de  S3  plus 
une  droite  à  l'infini,  et  les  plans  parallèles  à 


donnent  des  cubiques  circulaires  F  représentées  par  les 
équations 

(4)  z^h 

et 

ixi^yi^  ^^^y)  [—  lay  ^  {a^-  —  i)h]  ^  xaR^y  =  o. 

Cette  dernière  s'écrit 

i2ay{x^-^-y^)  —  (a^ —  i)hx^ 
h 
-(-  — I4a2— (a"— n2]y2— aaCA^-HRnv  =  0. 
^              a^  —  I 

Une  cubique  F  rencontre  Os  en  un  point  A,  et  une 
sécante  issue  de  A  la  coupe  en  des  points  S  et  S'  pro- 
jetés en  s  et  s'  sur  xOy  tels  que 

ÂS.ÂS^=:  CrS.DT=   p'p", 
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eu  tiésignant  par  p'  et  p"  les  ravons  vecteurs  non  nuls 
de  la  cubi(]ue  (5)  correspondant  à  une  droite  issue  de  O. 
En  reniphiçant,  dans  (5),  x  par  pcos(i)  ç,\. y  par  psinw, 
on  en  déduit 

0^"=    ■ : =— (/l2+Rî) 

ei,  par  suite, 

ÂS.ÂS^=  p'p''=  — (/jîH-  Rî). 

Cette  relation  montre  que  la  cubique  F  est  anallag- 
matique,  A  étant  un  pôle  d'inversion,  —  (A'^+R^)  la 
puissance  de  l'inversion.  La  cubique  (5),  égale  à  F, 
est  anallagmatique,  O  étant  |)ôle  et  —  (A- 4-  R.'^)  puis- 
sanct'  d'inversion.  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
normales  en  S  et  S'  à  F  se  projette  en  vraie  grandeur 
sur  x(dy  suivant  le  lieu  des  [)oinls  de  rencontre  des 
normales  à  la  cubique  (5)  aux  points  s  et  s  .  Or,  un 
cercle  tangent  à  (5)  au  point  s  et  (pii  passe  par  5' est 
aussi  tangent  à  (5)  au  point  s\  comme  le  montre  l'in- 
version précédente  appliquée  à  ce  cercle  et  à  la  cu- 
bique (5).  Le  lieu  cberclié,  dans  le  plan  :;  =  /i,  étant 
projeté  sur  xOy^  est  donc  le  lieu  du  centre  c  de  ce 
cercle.  Si  a  et  [3  désignent  les  coordonnée-  de  c,  ce 
cercle  a  pour  équation 
(c)  jT^-f-j--"— ■iaa:  —  a^,/ —  (A2-I- R»;  =  o. 

Il  coupe  la  cubique  (5)  en  des  points  situés  sur  la 
conique 

■iay[i%x  -^•l'^y  ^  h^-^  R^)  —(a'^—\)hx'^ 


(c,)  ^       U 
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Or,  le  cercle  (c)  el  la  conique  (C|)  doivenl  être 
bitangenls  aux  points  s  et  s'  de  la  corde  ^O.v';  comme 
la  conique  C|  représente  deux  droites  passant  par  O, 
il  faut  (|ue  ces  deux  droit(îs  soient  confondues,  ce  qui 
donne,  pour  lieu  de  c,  la  parabole 

/4«2a2_(a2—  1)  h\—^  [(a2_  1)2—  4a2  ]  —  .jaS  !  =  o 
(  «2  —  I  \ 

ou 

(6)         4rt2a2+  4«(a2—  I)A^  -h  /,2[4<^2_  (rt2_  ,)2  j   ^  o. 

Le  point  de  rencontre  i]  des  normales  à  T  aux  points  S 
el  S'  a  pour  coordonnées  a,  ^  et  v  =  A.  Le  lieu  de  (1 
quand  la  sécante  S\S'  varie  et  (juand  A  varie,  c'est-à- 
dire  le  lien  denjandé,  s'obtient  en  remplaçant  dans  (()) 
h  par  y;  c'est  donc  le  cône  du  second  degré 

(7)     4«^^^-+-4«(«^— i)Py-*-[4«^—  («^— ^)^]Y^  =  o• 
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TnÉOllIE    ET    USAGE   DE   LA    IlÈOLE  A  CALCULS  (fèg/e  clcS 

écoles;  règle  Mannlieini)^  par  P.  Rozé.  —  i  vol. 
in-8"  de  ii8  pages  avec  86  ligures  dans  le  lexte  et 
I  planche  hors  texte.  Paris,  Gauthier- Vi Mars,  1907. 
Prix  :  3'"'-,5o. 

L'Ouvrage  do  M.  Rozé  nous  parait  constituer  l'un  des  plus 
complets  qui  aient  été  consacrés  à  Fa  règle  à  calculs.  Après 
avoir  rappelé  l'essentiel  de  la  théorie  ..des  progressions  et  de 
celle  des  logaiillunes,  l'auteur  donne  des  indications  détail- 
lées sur  la  disposition  et  l'emploi  des  deux  règles  les  plus 
en  usage,  la  règle  des  écoles  ('disposition  Tsefepachinsky) 
et  la  règle  Mannheini.  Viennent  ensuite  de  nombreux  exem- 
ples de  calculs  eiïeclués  au  moyen  de  la  règle,   dans  des  pro- 
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blêmes  empruiilés  à  l'Arithmélique,  à  la  Géométrie,  à  l'Aslio- 
nomie,  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique.  Un  dernier  Chapitre 
contient  des  conseils  pratiques  relatifs  au  choix  et  à  l'entre- 
tien d'une  règle. 

Espérons  que  ce  Traité,  très  soigneusement  rédigé  et  très 
pratique,  contribuera  à  la  vulgarisation  du  merveilleux  instru- 
ment inventé  par  Gunter.  R.  B. 


N.-H.  Abel,  sa  vie  et  son  oeuvre,  pyr  Ch.  Lucas 
de  Peslouan.  —  i  vol.  in-8de  i68  pages  avec  portrait. 
Prix  :  5  fr.   Paris,  Gauthier- V^illars,  1906. 

En  pages  émues,  M.  Lucas  de  Peslouan  retrace  l'existence 
tragique  du  grand  mathématicien  norvégien,  qui  mourut  à 
vingt-sept  ans,  misérable  et  presque  inconnu.  Les  lettres 
d'Abel,  dont  l'Ouvrage  contient  de  nombreux  extraits,  nous 
font  pénétrer  cette  âme  charmante,  à  la  fois  sublime  et  ingé- 
nue, ses  ardeurs,  ses  découragements,  ses  naïvetés  et  ses  ga- 
mineries. Entre  les  énoncés  de  deux  théorèmes  admirables,  il 
informe  son  ami  Holmboë  que  «  Poisson  est  un  petit  homme 
avec  un  joli  petit  ventre  »,  ou  bien  il  lui  confie  que  les  per- 
sonnes peu  sévères  qu'il  rencontre  au  Palais-Ro^al  «  ne  sont 
nullement  indiscrètes  ». 

M.  Lucas  de  Peslouan  nous  montre  donc  un  Abel  très  vivant. 
Mais  un  Livre  purement  anecdotique,  consacré  à  I  un  des  plus 
profonds  génies  qui  aient  rayonné  sur  le  monde,  constituerait 
presque  un  manque  de  respect.  C'est  l'histoire  de  la  pensée 
d'Abel  qui  intéresse  le  plus  l'humanité.  L'auteur  l'a  bien  com- 
pris, et,  dans  une  série  d'analyses  concises,  mais  très  bien 
faites,  il  résume  les  découvertes  éclatantes  qui  ont  ouvert  un 
champ  nouveau  a  la  théorie  des  fonctions  et  à  celle  des  équa- 
tions algébriques. 

Je  ne  veux  pas  terminer  ce  trop  bref  compte  rendu  sans 
signaler  quelques  réflexions,  qui  m'ont  paru  fort  justes,  sur  les 
rôles  respectifs  des  grands  créateurs  dans  les  Sciences  mathé- 
matiques et  dans  les  Sciences  physiques.  R.  B. 
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SOLinO\S  M  QUESTIONS  TUOPOSEES. 


2064. 

(  1907.    p.  gS.) 


Un  point  G  se  meut  sur  un  cercle  de  rayon  égal  à 
l'unité.  Un  autre  point,  situé  originairement  au  centre  0 
du  cercle,  se  meut  avec  la  même  vitesse  que  le  point  G  sur 
une  courbe  dont  la  tangente  passe  constamment  par  ce 
point.  Démontrer  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
quelconque  M  de  cette  courbe  est  égal  au  segment  inter- 
cepté sur  le  rayon  OC  par  la  normale  en  M. 

(  D-^  W.  Kapteyj*.  ) 


Gette  question  est  résolue  dans  une  lettre  de  M.  d'Ocagne, 
dont  un  extrait  a  été  inséré  à  la  page  178  du  présent  Volume. 

2068 

(1907,  p.  96.  ) 

Quand  le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  se  confond 
avec  celui  des  six  arêtes  ou  bien  avec  le  centre  de  gravité 
de  la  sur/ace,  les  arêtes  opposées  du  tétraèdre  sont  deux 
à  deux  égales.  D'  J.  Schuh. 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Retali. 

Les  segments  qui  unissent  les  points  milieux  des  arêtes 
opposées,  étant  bissectés  par  le  barycentre  du  tétraèdre,  il 
s'ensuit  que,  si  les  arêtes  opposées  sont  deux  à  deux  égales,  le 
barycentre  du  tétraèdre  coïncide  avec  celui  des  arêtes  el 
dans  le  cas  contraire  les  deux  barycenlres  sont  deux  points 
distincts. 

Lorsque  les  arêtes  opposées  sont  deux  à  deux  égales  les  quatre 
faces  sont  égales  et  réciproquement;  il  suffit  donc  de  démon- 
trer que,  si  les  barycentres  du  tétraèdre  et  de  sa  surface  coin- 
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cident,  les  faces  sont  égales  :  or,  si  les  faces  du  tétraèdre  sont 
égales,  le  barycentrede  sa  surface  coïncide  avec  le  barycentre 
des  barycentres  des  faces  et  par  suite  avec  celui  du  tétraèdre. 
Si  au  contraire  les  faces  ne  sont  pas  égales,  le  barycentre 
du  tétraèdre  est  dilVérent  du  barycentre  des  barycentres  des 
faces,  c'est-à-dire  les  centres  de  gravité  du  tétraèdre  et  celui 
de  sa  surface  sont  deux  points  distincts. 

2071. 

(1907,   p.  96.) 

Le  tétraèdre  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées 
tétraédriqiies  (a,  b,  c,  d),  (h,  c,  d,  a),  (c,  d,  a,  b),  {d,  a, 
b,  c)  est,  de  quatre  manières  différentes,  en  relations 
hyperboloïdiques  avec  le  tétraèdre  de  référence. 

(D^  P.  Zeeman  Gz.) 

SOLCTION 

Par  M.  E.  Grnty. 

Soient  ABCD  le  tétraèdre  de  référence;  (a;,^,  z,  <)i,î,j,4  les 
coordonnées  de  quatre  points  quelconques  A',  B',  C,  D'. 

Il  est  extrêmement  facile  de  voir  que  les  conditions  qui  ex- 
priment que  les  droites  A.\',  BB',  GC,  DD'  sont  quatre  géné- 
ratrices d'un  même  système  d'un  hyperboloïde  sont  : 

h  y 3  ^i  =  ^i  fi  >'*) 

,    ti  X^Zi  =  X3Z!,   ti, 

(0  < 

^'1-32  3-3=  -3,  X.îy3. 

Ainsi  que  cela  doit  être,  l'une  quelconque  de  ces  conditions  est 
une  conséquence  des  trois  autres. 

Mais  il  est  clair  que,  sans  nuire  à  la  généralité,  on  peut 
poser  : 

y^  =  Xt=  n,  Zi=  y3=  l,  (3  =  ^%  =  ^; 
les  conditions  (i)  donnent  alors  : 

ii—.yt,=  q,  X3=  zi  =  m,  x,,=  tx  =  p, 
et  l'on  a,  pour  l'expression   la  plus   générale  des  coordonnées 
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des  sommets  A',  B',  G',  D'  d'un  télraèdre  en  relation  hyper- 
boloïdique  avec  le  tétraèdre  de  référence. 


Xt, 

n. 

m, 

P 

«, 

.r2i 

/, 

9 

/;?, 

/, 

^3i 

/■ 

/O. 

?, 

/•, 

U 

et  l'on  voit  qu'elles  foiment  un  Tableau   symétrique   par  rap- 
port à  la  diagonale  x^y^z^ti^. 

Or  on  peut  former,  avec  les  coordonnées  de  l'énoncé,  quatre 
tableaux  semblables,  savoir  : 


a, 

b, 

c. 

d\ 

b. 

c, 

rf, 

a 

t, 

c, 

(f, 

a  ; 

c. 

^, 

rt, 

b 

c, 

rf, 

a, 

b\ 

d. 

(7, 

6, 

c 

(h 

a, 

b, 

C- 

rt, 

6, 

c. 

d 

c, 

d, 

a, 

b\ 

d, 

a, 

6, 

c 

fl. 

a. 

b, 

c; 

a, 

6, 

c, 

d 

a, 

à, 

c. 

d\ 

^', 

f', 

d, 

a 

b. 

c, 

d, 

a; 

c, 

rf, 

a, 

b 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
Autre  solution  par  M.  Hetali. 

2072. 

(1907,   p.    144.) 

Construire  un  quadrilatère,  connaissant  les  centres  de 
gravité  des  quatre  triangles  formés  par  trois  sommets  du 
quadrilatère.  (D'  J.  UE  Vhies.) 


SOMÎTION 
Par  M.   Lktieuck. 

Soient  ABGD  le  quadrilatère  cherché  et  A,,  Bi,  Cj,  Dj  les 
centres  de  gravité  des  triangles  BGD,  GD.\,  DAB,  ABG, 
Le  point  Al  étant  le  centre  des  moyennes  distances  de  B, 
C  et  D,  la  droite  AAj  passe  par  le  centre  O  des  quatre 
poiuts   A,    B,    G,    D,    et    l'on    a    :ÔA=:  — 3ÔÂ7;    il    en    est 
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de  même  des  droites  lilîi,  GCi,  DDj.  Donc  ABCD  est  liomo- 
lliétique  à  A|B,(^,D|,  O  étant  le  centre  d'Iioniothctie  et  — 3 
le  rapport  dliomolhétie.  Conune  le  point  O  est  anssi  le  centre 
des  nioyennes  distances  des  quatre  points  A),  Bj,  G],  Dj,  on  en 
déduit  la  solution  de  la  question. 

Autres  solutions  par  MM.    Droz-Far^ny,    Kreis,    Maes,    Parrod, 

TÉTU. 

2073. 

;  1907,   p.  141.) 

On  donne  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  deux  points 
1*1  et  P.2.  Sur  BG  on  détermine  un  point  A'  tel  que  A'Pj 
et  A'Pj  soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  A' A 
et  BG.  On  détermine  d'une  façon  analogue  les  points  B' 
et  G'  sur  GA  et  sur  AB.  Démontrer  que  les  droites  AA', 
BB',  GG'  sont  concourantes.  (  D*^  J.  de  Vries.) 

PREMIÈRE   SOt.UTION 
Par  M.  Letierce. 

Si  l'on  tiansforme  homo.urapliiquemenl  la  fij;ure  de  façon 
que  les  points  Pj  et  Pj  devio;incnl  les  points  cycliques,  les 
droites  AA',  BB'  el  GG'  sont  les  hauteurs  du  nouveau 
triangle,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

DEIMÈME    soi.r  riON 
Par  M.  H.  Ki  i:;s 

Soit  A'  un  point  situé  sur  le  côté  BG  jouissant  de  la  pro- 
priété  énoncée.   En    coupant  les   quatre  rayons   harmoniques 


1    H/    "î  (  "'  H  R' 

A'P,,  A'P,,  A' A,  A' G  par  la  transversale  P,Pî  on  obtient  un 
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groupe  de  points  Pj.  P,,  Ai,  Ao  tels  que  Ai  est  conjugué  har- 
monique lie  Aj  par  rapport  aux  points  donnés  Pj  P,.  Le  |)oint  A] 
est  donc  unique  et  il  n'y  a  par  suite  qu'un  point  A'  sur  le  côté 
BC  qui  satisfasse  au  problème.  Pour  construire  les  points  B' 
et  G' on  aurait  pareillement  à  déterminer  les  points  d'intersec- 
tion B2  et  C2  des  côtés  AC  et  AB  avec  la  transversale  P,  Pj,  puis 
leurs  conjugués  harmoniques  Bj  et  Ci  par  rapport  à  PiPj. 
BBi  coupe  AG  en  B'  et  GGj  coupe  AB  en  G'.  De  ce  qui  précède 
résulte  que  les  six  points  Ai,  A2;  Bi,  B2  ;  G],  G2  appartiennent 
à  une  involution. 

Désignons  par  D  le  point  d'intersection  des  droites  AA' 
et  BB';  on  sait  alors,  en  vertu  du  théorème  de  Desargues,  que, 
si  les  cinq  côtés  AD,  BG;  BD,  GA  ;  AB  du  quadrangle  com- 
plet ABGD  passent  par  les  cinq  points  A,,  A2;  B,,  B2;  G2  de 
l'invoiution  ci-dessus,  le  sixième  côté  GD  passera  nécessaire- 
ment par  le  sixième  point  Gi.  Donc  GG'  passe  par  le  point  D. 

Aulres  solutions  par  MM.  Droz-Farny,  Maes,  Parrod. 


Ol]ESTIO\S. 


2081.  Construire  une  hyperbole  bitangente  à  deux  cercles 
et  ayant  un  axe  transverse  de  longueur  donnée. 

(M.  TÉ  ru.) 

2082.  On  considère  sur  une  courbe  un  point  d'inflexion  O 
et  un  point  voisin  M.  Si  l'on  désigne  par  Ri  le  rayon  du  cercle 
osculateur  en  M,  par  Rj  le  rayon  du  cercle  qui  est  langent  à 
la  courbe  en  M  et  qui  passe  en  O,  par  R3  le  rayon  du  cercle 
qui  passe  en  I\I  et  qui  est  tangent  à  la  courbe  en  O,  les 
rayons  R,,  R2,  R3  tendent  à  devenir  inversement  propor- 
tionnels aux  nombres  3,  i,  i,  lorsque  le  point  M  tend  à  se 
confondre  avec  le  point  O.  (G.  Fontené.) 

2083.  ^Soient  Si,  S^,  S3,  Sj,  Sg  cinq  semi-sphères.  S'il 
existe  une  semi-sphère  tangente,  dune  part,  aux  deux  semi- 
plans  qui  touchent  S|.  S2  et  S3,  et  inscrite,  d'autre  part,  au 
semi  cône  de  révolution  circonscrit  à  84  et  S5,  on  peut  ob- 
tenir neuf  semi-sphères  analogues  en  permutant  de  toutes  les 
manières  possibles  les  rôles  assignés  aux  semi-sphères  Si,  S2, 
S3,  S4,  85.  (R.  B.) 
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[KlOc] 
EILDK  SIR  LE  CALCIL  M  -  IVAU  DES  FOIIMI  LES  DÉ 
IIIVÉES  DE  LA  niEOItlE  DES  PEIIIMÈTIIES   ET  DES 
IIAVOXS  ; 

Pau  m.  g.  HILLERET, 
Professeur  de  sciences  à  l'Ecole  navale,  en  relraile. 


i .  Les  calculs  à  effectiier  pour  obtenir  la  valeur  de  -, 
avec  une  certaine  approximation,  par  les  méthodes 
classiques  des  périmètres  et  des  rayons  sont,  on  lésait, 
des  plus  laborieux.  Cette  étude  a  pour  but  de  montrer 
que  si,  au  lieu  de  s'en  tenir  à  ces  procédés  élémentaires, 
on  formait  des  fonctions  simples  des  périmètres  et  des 
ravons,  on  pourrait,  assez  rapidement  et  avec  beaucoup 
moins  de  peine,  obtenir  des  valeurs  infiniment  plus 
approcliées  de  —  et  d'une  convergence  bien  plus  rapide. 

2.  Exposons  d'abord  rapidement  les  méthodes  des 
périmètres  et  des  rayons  : 

En  désignant  par  Pa  hi  longueur  du  demi-périmètre 
du  polygone  régulier  convexe,  de  N  =  nx  2*  côtés, 
circonscrit  à  une  circonférence  de  layon  arbitraire  A/v; 
par  /;*,  la  longueur  du  demi-périmètre  du  poljgone 
régulier  convexe,  du  même  nombre  N  de  côtés,  inscrit 
dans  une  circonférence  de  rayon  arbitraire  l\/,',  'e 
nombic  -  n'est  autre  chose  f[uc  la  limite  des  rapports 


Aa- 

«A  =  =  ) 


Aa     f        cl  rcciproilucment  —        1  •  A- 

_  I^A     l  est  la  limite  des  rapports  i  ^.^  _  "A- 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  VII.  (iNovenibre  1907.)        3l 
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lorsque,  n  restant  constant,  k  augmente  indéfiniment. 
Quelles  que  soient  les  longueurs  des  périmètres  et 
des  rayons,  des  polygones  réguliers  auxquels  se  réfèrent 
les  rapports  P,/^,  a,  /■,  comme  les  polygones  réguliers 
convexes  du  même  nombre  de  côtés  sont  tous  sem- 
blables, il  en  résulte  qu'on  a  toujours 

et  que,  si  par  un  procédé  quelconque  de  démonstration 
on  prouve  que 


"i  —  13     ;    Z"'  '  on  en  déduira    \  ^J  —  «o-^  '"o:  et  récipro- 

'o-+-/'o  ,  \  )  ■' 

,. l  nécessairement  |  ...  _  ,/^.  ...  \    quement. 

/r>     ^  1  l    '  1  —    V  "1   '  0)  '       ■' 


Calculer  it  par  les  valeurs  successives  P/i,  pk  consti- 
tue la  méthode  des  périmètres;  nous  appellerons  mé- 
thode des  l'ayons,  celle  qui  consiste  à  calculer  -  par 

les  valeurs  successives  de  «^  et  l'k]  cette  appellation, 
que  nous  préférons  à  celle  des  isopérimètres,  employée 
d'habitude,  présente  l'avantage  de  ne  laisser  rien  pré- 
juger sur  le  mode  de  démonstration  des  formules 
servant  au  calcul  des  éléments  cik  ou  r^  et  rappelle,  au 
contraire,  la  base  théorique  du  procédé. 

3.  Afin  de  simplifier  des  démonstrations  ultérieures, 
nous  chercherons  d'abord  les  limites  des  difFérences 
P  —  p  cl  r  —  n  en  fonction  de  N. 

Soit  c  la  longueur  du  côté  du  polygone  régulier 
convexe  de  N  côtés  ayant  pour  demi-périmètre  p  et 
pour  ra^on  R;  on  aura 

_  Ne  _  Ne 


(  is:^  ) 

et  l'on  démontre  en  géométrie  f|ue 
P  = 


on  en  déduit 


Or  l^/;»  et  P)    diminuent  quand  N  augmente;  donc, 
pour  xS  ^  (j,  on  aura 

ou  bien,  comme/)"'^=3.  Pf*''=  2  y/3,  P"-^  =  12(9.  —  y'3), 

[7i('>. /î  —  3  )  =  33,  ^f  j]  >  P/>P|  >  3r,oo63, 
et  finalemcnl 

-^<P-/><-^  pour  _N>G; 

de  la  même  façon,  on  aurait 

Pi 
c'est-à-dire 


^,    <r-a<  ^  pour  N^B. 


1.   (-herchons  maintenant  les  limites  des  diHérences 
P  —  t:  el  7:  —  yo  en  fonction  de  N.  • 

Pour  cela  prenons  la  fonction ,  dans  laquelle 

r  i  -h  m  ' 

m  désigne  un  coeflicienl  numérique  |)0silif. 

Ql                  •             11-         ,     0  -H  /«  I*    ,        .    '       I     < 
uel  que  soil  ///,  la  Innilc  de  : —  ctante!>alea  tt, 

lorsque  le  nombre  des  côtés  augmente  indi-nuiniont,  il 
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,    .              p  -\-  inV  ,   .  •    i  '    • 

est  clair  que  sera  supérieur   ou   inlerieur  a  t:, 

si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on  a  pour  toute   valeur 

de  A- 

pi,  -H  m  P/,      ^ 


/>/,+,  -H  m  P/H-i 


< 


Afin  de  simplifier  l'écriture  supprimons  l'indice  A; 
rinégalité  deviendra 

/)  -+-  /n  P   ^ 

/>!+/>'  Pi  ^'' 

ou   bien,   en   remplaçant  ^   et  P   par  leurs  valeurs  en 

]> 
fonction  de  p,  et  P, ,  et  posant  x  =^  —t 

2  -)-  (  «l  —  1  )  37*  ^ 

<  '  > 


x(%  —  x'^){i  -{-  mx) 
el  finalement 


>r  ^-^^  ^mI 
<yxHi+x)      j 


Or  le  deuxième  membre  de  cette  inégalité  vaut  -  pour 

x=.  I ,  c'est-à-direN=co,  etdécroîtenmêmetempsqueN; 

de  plus  la  fonction >  pour  des  valeurs  finies  et 

déterminées  Ae  p  et  P,  augmente  en  même  temps  que  tu, 

et  varie  de  />  a  P;  donc  pour  nid  -,  1  expression 

est  supérieure  à  tt  el  en  diffère  d'autant  plus  cpie  m  est 
grand. 

Quel  que  soit  le  nombre  N  des  côtés  des  polvgones  P 
et/:>,  on  a  donc  toujours 

P  -f-  ■'.  n 

T.  < —!-■ 


Supposons   maintenant  que  />^^^    et  P*"^    soient    les 
dcmi-périmèlres    des    octogones    réguliers    convexes, 
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alors 

T  =  1,0196, 
M  =  0,4  36, 

et,  pour  ions  les  polygones  dont  le  nombre  des  côlés 
est  ^8,  on  aura 

p-+-  0,456 P 


1,456 


<^; 


mais,  si  l*,,, /^o  "'Onl  les  denii-périmèlres  des  hexagone? 
ré;ruliors,  la  valeur 


"'n  =    — —    =    ;:: =  Oj/JjQOi 


1/3 


donne  évidemment 


Po  -+-  '«0  P.i 


Comme 


o,45(;  >  o,  iSgoS  >    0,^3902  =  —    » 
on  en  conclut,  a  fortiori,  rpie,  pour  iN  >6,  on  a 


p-^  — P 

iS 


<-. 


c'esl-à-dire,  en  résumé, 


1 8  P  -T-  4  I  /J    ^      ^V^ip 

: <  -  < :r : 

»9  ^ 


(pie  1  on  peut  écrire 

'8   ,,  P  — />  ( 


-iir.-pXV-r.K^ir.-p), 
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pxprinianl  (P  —  p)  en  fonction  de  N  (n"  3),   on   aura 
donc  pour  N  ^(3 

4.73    ^_        _^    5,57 
que  l'on  peut  écrire 


^   <r^-p<   ±r 


5,1 5       0,42 
^  =  Z' -^- "NT  -  "Iv^  • 


Nous   appellerons   valeurs   rectifiées  de  P  et  p  les 
^i97  et  «  -4-  ^ 


T-k         '0)97     .        .     ^î'^ 
expressions  P ^  et/»  -f  -^^ 


o.    Ces     préliminaires     établis  ,     nous     étudierons 
quelques    combinaisons   simples    des    éléments    P,   /?, 

rt,  /-^  nous  avons  vu  que  ^^-^  =ra  était  une  valeur 

par  excès  de  r:.  Quelles  sont  les  limites  de  cj  —  tc  en 
fonction  de  N? 

On  a  successivement 


P,      —p        =î(P — p)    — £  en  posant 


(P-pT- 


■i(P^p) 
pi      —  P,      ={(/>—  P,)  —  £'         en  posant         z' =  UP -^p)—^Pp, 


ajoutant  membre  à  membre 

P/-/'=i(P-/>/.   i)~^' 
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si  A   tend  vers  l'inlini,  ou  a   liinl*A=  \\mpk_i  =  Tz  et 
finalement 


6.  Cherchons  les  limites  de  E  :  commençons  par  S  s  ; 
on  a 

_   (P— />)2    ^  (P — />)''   '\  car-    P -+-/>   diminue   quand   N 
•2(P+/jj  ^        4"         (  augmente, 


7.   Cherchons  la  limite  inférieure  de  Se;  on  a 

^  (p-/^r-^ 

en  désignant  par  a  un  coef- 

r,  „    ,,  ,  ,       ficienl  numérique  qui  aug- 

—  '       mente  en  même  temps  que 


HP  +  Pi)      HPi^Pi).  ^ 

N  et  a  pour  limite  -> 

,   ^   af(P,-yo,)V  a^af(P-/>)--^  aWP-/>)^ 
'*^     2(P,-^/>,)    ^      2(P2-i-/^2J     ^    '/(P-4-/J)   ' 

v-^  LL=iZiii_L_. 

^-  ^  9.(1' -H y,)    i_  a»' 

or,  pour  tout  poljyone  dont  \c  nombre  des  côtés  est  ^  6, 
on  a 

a^o,-2Îr)i         et         P -t- 7^^6,464 1, 
donc 

ia,2oK 
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et  finalement 

^■^'^    18, 3i?. 

8.   Cherchons  les  limites  de  S  s';  on  a 

.    car.   d'une   façon   générale, 

^  (  i  8  s/ ah 

j    car  Po  —  /^i=  A('*i  —  /?)en  désignai 
par    X    un    facteur    numérique  qi 


,    ^  (P,— D,)-        (Pi  —  /')-    I     ;        ,.     •  >  ,vi 

£.,  <  — ^- — i < —  —    {       diminue  en  même  temps  que  IN  1 

8/>2  8/J.2        16   j 

a  pour  limite  - > 


"^^         Spi         16 


vg'  ^  'P»-/^''  i^  <  '  *'  -/'*' 


1  I    -T-    ^ 


8pi        i5  3ooi        I  ^  P   ^ 

'en  posant  i  <  j-  =  —  <  2, 


45         pi 

9.   Passons  à  la  limite  inférieure  de  Ss';  on  a 

/   car,   d'une  façon   générale, 
'  «  t:  • \/ab  > f- , 

,,    ^    {(Pz-P2f    _    'P2-/^.)>'n    ^      (Pi  -/M",, 


IV.'  >  '  P|  — /^''-        '        ^   '  I'  — /')-  ' 

•*  "'  I27:  I  —  X-  '^        li-        (  I -H  j-j-^d  4- >>'' )* 

Mais    pour  N>(3,  on  a  x<^~—elA^- j  donc, 

'  ~  6  4,o'2 
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enfin, 


Groupant  les  valeurs  trouvées  pour  les  t  et  e',  on  a 
donc 


E=  ^-^"^P 


(  p  -  />  )' 


or,  pour  N^8  on  a  «|^3,i2i44  et  E  >> r-^ — ;  mais 

on    |)eut   vérifier  directement  que   celte   inégalité  est 
également  satisfaite  pour  tous  les  polygones  réguliers 
convexes  dont  le  nombre  des  côtés  est  <<  8;  donc  elle 
est  vraie,  quel  (|ue  soit  le  nombre  des  côtés. 
On  a  de  même 


E>a'-/?)2  \— î — 1  > 

lais  seulement  pour  N^6  ;  en  résume, 


i6,5 


i6,46  0  n,o  ' 

Substituant  à  P  —  /;,  les  valeurs  trouvées  (n"  3),  on  a 
finalement 

'î,<>      ■  /  '7,8 

Par    une    analyse   plus    rigoureuse,    on   verrait  que 
pour  JNIG,  on  a  réellement 

\■^;^  l(),n8 

10.   On  démontre  d'une  façon  analogue,  mais  un  peu 
plus  simple,  qu'en  posant 

,3  I  -To  .       '  ,"•> 

m  =  011   a  — jf-  <  ::  —  ra  <  —^rr-) 
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on  en  dédnit  alors  1res  facilement  que 

9., 5')  „  ?.  ,5q'2 

-^^<CT  — -<        ^^    ,  enposaiU  i 


et 

< 

1,73 

en  posant 

Les  valeurs  - 

i 

nr'  et  .      ' 

I  '•] 


7T5    ont  été  in- 


a  -h  ir  .]  /•(  —  r 

diquées,  mais  sans  en  préciser  les  limites  d'erreurs,  par 
MM.  Rouché  et  Gomberousse  (  Géométrie  élémentaire, 
igoi,  p.  201),  c'est  à  ce  titre  que  nous  les  avons  choi- 
sies, parmi  beaucoup  d'autres  du  même  genre. 

11.  Bien  que  ces  formules  fournissent  des  valeurs 
très  supérieures,  comme  précision,  à  celles  obtenues 
par  P  ou  yo,  on  peut  former  avec  elles  d'autres  combi- 
naisons donnant  des  résultats  encore  meilleurs  :  par 
exemple,  l'expression 


■1  8  j-      \ 

-  H 1 ji 

/•        a  -h  r        a  -i-  ir/ 


déjà    signalée    par    nous-même    (Comptes    rendus, 
18  mars  190-),  est  telle  que  pour  N^6,  on  a 

,       o ,  jqSq'j 

I\  ' 

avec  une  erreur,  en  valeur  absolue,  inférieure  à 


A  titre  documentaire,  pour  N  =  12,  la  valeur  recti- 
fiée ^  H '  J;   •  '  donne    une    valeur    approchée  de   t., 

^6  II 


exacte  a  moins  de  —hr. 


Malheureusemenl ,    ces    nouvelles    relations    néces- 
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silent  pour  èlie  ilémouliées  des  connaissances  malhé- 
nialiqucs  ([iii,  bien  que  fort  simples,  sont  encore  trop 
élevées  pour  des  élèves  des  classes  élémentaires. 


[Klle,  K12ba] 

SIK  li:  FUOBLÈiUE  D'APOLLOKIL'S 
ET  SUR  OllELOllES  PROPRIÉTÉS  DES  CYCLES  ; 

Pau  m.  R.  BRIGARD. 


1.  Le  problème  d'Apollonius  : 

Construire  un  cercle  langent  à  trois  cercles 
donnés, 

a  souvent  attiré  rattenlion  des  géomètres.  On  connaît 
les  solutions  de  \  iète,  de  Gergonne  et  celle,  plus  ré- 
cente, de  M.  Fouclié.  Laguerre  v  a  trouvé  une  applica- 
tion élégante  de  la  Géométrie  de  direction,  qu'il  avait 
créée,  et  a  ramené  le  problème,  au  moven  d'une  trans- 
formation par  senn-droites  réciproques,  à  la  construc- 
tion du  cercle  qui  passe  par  irois  points  donnés. 

C'est  également  rap|)lication  des  principes  de  la  Géo- 
métrie de  diiection  qui  m'a  conduit  à  une  construction 
que  je  crois  nouvelle  et  plus  simple  que, toutes  les  con- 
structions antérieures.  Cette  construction  permet, 
comme  on  le  verra,  de  déterminer  individuellement, 
par  des  constructions  linéaires,  les  divers  cercles  tan- 
gents à  trois  cercles  donnés,  quand  on  suppose  connues 
les  diverses  tangentes  communes  à  ces  trois  cercles  pris 
deux  à  deux. 

2.  Dans  un  précédent  article  (  M,  j'ai  montré  com- 

(')  .\oi/\'c'tfe.s  A/iiKiles.  itjn'i.  |i.  im). 
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ment  on  j^eiil  re|)réseiilcr  les  sen)i-droiles  el  les  cjcies 
d'un  plan  par  les  points  d'un  cône  du  second  ordre  (  S  ) 
et  les  coniques  tracées  sur  ce  cône.  La  représentation 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Des  semi-droites  parallèles  sont  représentées 
par  des  points  du  cône  (S)  situés  sur  une  même  gé- 
nératrice; 

2°  Une  semi-droite  et  un  cycle  tangents  sont  re- 
présentés par  un  point  et  une  conicpie  qui  contient 
ce  point  ; 

3"  Deux  cycles  tangents  sont  représentés  par 
deux  coniques  tangentes; 

4"  Si  une  semi-droite  varie  en  restant  tangente  à 
un  cycle  y  il  y  a  correspondance  homo  graphique  entre 
la  division  formée  par  les  points  de  contact  sur  le 
cycle  et  la  di^dsion  formée  par  les  points  représen- 
tatifs de  la  semi-droite  variable  sur  la  conique  re- 
présentative du  cycle. 

D'après  la  propriété  i°,  toute  génératrice  du  cône 
peut  être  considérée  comme  représentant  une  direc- 
tion de  semi-droites.  On  appellera  alors  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  semi-droites,  le  rapport  anliar- 
moniqiie  des  quatre  génératrices  qui  représentent 
leurs  directions.  De  même,  six  semi-droites  seront 
dites  en  involution ,  quand  les  six  génératrices  repré- 
sentatives de  leurs  directions  seront  elles-mêmes  en 
involution  sur  le  cône. 

Dans  son  premier  Mémoire  sur  la  Géométrie  de  di- 
rection ('),  Laguerre  a  défini  comme  il  suit  l'involu- 
lion    de    six   semi-droites   :    Soient   six  semi-droites 


(')  Bulletin  (le  la  Société  mathenuttifjue  de  France,  iS-9-1880; 
OLuKies,  t.  II,  p.  ig). 
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donni'cs  et  menons  à  un  cycle  fjdchonrjne  les  six 
langentes  qui  leur  sont  parallèles;  on  dira  que  les 
semi-droites  dont  il  s'agit  sont  en  inçolittion  quand 
les  points  de  contact  sont  eux-mêmes  en  involutio/i 
sur  le  cycle. 

Il  est  facile  de  constater  l'idenlilé  des  deux  défini- 
lions.  Considérons  six  semi-droiles  en  invohition,  au 
sens  de  Laguerre,  et  soit  C  le  cvcle  auquel  on  mène 
des  langentes  parallèles  à  ces  six  semi-droiles.  Soit  sur 
le  cône  (S)  F  la  conique  représenlalive  du  cycle  C.  Les 
langenlesau  cycle  G,  parallèles  aux  semi-droites  consi- 
dérées, oui  leurs  six  points  de  contact  en  involulion  ; 
donc  les  points  représentatifs  de  ces  langentes  sont 
ciix-nièmes  en  involution  sur  T,  et  les  génératrices 
de  (S)  qui  contiennent  ces  six  points  sont  aussi  en  in- 
volulion; les  six  semi-droiles  sont  donc  en  involution, 
au  sens  que  j'ai  donné  plus  haut. 

La  considéralion  des  semi-droiles  en  involution 
jouera  un  lole  important  dans  tout  ce  qui  suit. 

3.  Je  supposerai,  comme  dans  l'arliclc  rappelé  |)lus 
haut,  que  le  cône  (S)  a  pour  écpiation 

((;  x'- -^  y'- —  z'- =  o. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelcontpic  /;?  de  ce  eone 
peuvent  èlre  représentées  par  les  formules 

17.)  X  =  À- —  [t.-,        y  =  2 À;-»-,         z  =  À- 4-  [jt.-. 

Je  dirai  que  A,  a  sont  \e^  //a/amrt/es  an  point  /«,  et 
aussi  de  la  semi-droite  re|)résenlée  par  le  point  m.  A. 
un  svslème  de  paramètres  A,  u.  ne  correspond  qu'ini 
point  m;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie  :  à  un 
point/??  correspondent  dnix  systèmes  opposés  de  para- 
mètres (_A,  <^x)  et  ( —  A,  —  [Jl). 
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Le  rapport  -  a  une  valeur  constante  et  unique  pour 

lous  les  points  du  cône  (S)  qui  sont  alignés  sur  une 
même  génératrice.  On  en  conclut,  et  cette  remarque 
servira  tout  à  l'heure,  que  six  semi-droites  sont  en  in- 

volution  quand  les  valeurs  du  rapport—  correspondant 

[■*■ 
aux  génératrices  représentatives  de  ces  six  semi-droites 

sont  elles-mêmes  en  involution. 

Considérons  maintenant  les  divers  cycles  tangents  à 

un    même   cycle  C   On   peut    supposer,   grâce   à   une 

transformation  homographiquc  changeant  le  cône  (S) 

en  lui-même,  et  convenablement  choisie,  que  le  cycle  C 

est  représenté  par  la  conique  à  l'infini  F  de  ce  dernier, 

conique  dont  l'équation  tangenlielle  est 


Ci) 


«2-4-  r2 


Ainsi,  tout  cycle  tangent  à  C  est  représenté  par  une 
conique  située  dans  un  plan 

ux  -H  vy  -I-  H.;  —  '2  =  o. 

w,  c  et  w  satisfaisant  à  (3  ).  (Je  prends  le  terme  con- 
stant égal  à  —  2  pour  simplifier  les  formules  ulté- 
rieures.) 

On  satisfait  à  l'équation  ( .)  )  en  posant 

(4j  ;/  =  /"^ —  ni-,         V  =  kIiii,  w  =  /■-+  in'^. 

Je  dirai  que  /,  m  sont  \es  />ar(/mèl?e.s  d'une  conique 
tangente  à  F  (ou  d'un  cycle  tangent  à  C).  Une  telle 
conique  a  deux  systèmes  de  paramètres  (/,  m)  et 
(— /,  -m). 

Exprimons  maintenant  qu'un  point,  de  paramètres 
A,  [JL,  est  sur  une  conique  de  paramètres  /,  m.  On  a  la 
condition 


(  ios  ) 

qui  se  réduit  à 

(/X  -+-  m  ijt  )-  =  I 
OU 

(5)  l\-^m\x  =  ±\. 

Le  fait  que  la  condition  cherchée  se  décompose  est 
fondamental  dans  celte  étude. 

Le  point  où  la  conique  de  paramétres  /,  m  touche  la 
conique  F  a  des  paramétres  qui  satisfont  à  la  rela- 
tion (5  )  et  qui,  de  plus,  sont  infinis,  puisque  ce  point 
est  rejeté  à  l'infini.  On  peut  donc  ici  remplacer  la  re- 
lation (5)  par  la  suivante 

(  0)  /À  -+-  m  \j.  =  o. 

Ainsi  la  tangente  commune  an  cycle  C  et  au  cycle 
de  paramètres  /,  m  a  des  paramètres  infinis,  satis- 
faisant à  la  relation  (0).  Cette  remarque  sera  utile 
tout  à  l'heure. 

i.  La  relalion  (5)  va  permettre  d'établir  des  rela- 
tions remarquables  qui  existent  entre  les  cycles  tan- 
gents à  trois  cycles  et  les  tangentes  communes  à  ces 
trois  cycles  pris  deux  à  deux. 

Soit  toujours  C  le  cvcle  représenté  par  la  conique  F 
dont  l'équation  tangentielle  est  l'équation  (3),  et  soient 
C,,C2,C3  trois  cycles  tangents  à  C;  appelons  (/,,  An,), 
{1-2,  ffii),  {l:ti  fn-i)  leurs  paramétres  respectifs.  On  ob- 
tiendra les  paramètres  des  tangentes  communes  à  Co 
et  à  C3  en  résolvant  le  système 

l-, A  -H  //Jo  [Ji  =  ru  I ,  I3 X  H-  niiix  =  ±  i. 

Il  existe  pour  les  seconds  membres  quatre  combi- 
naisons de  signes  possibles,  mais  ces  combinaisons 
donnent  pour  A  et  a  des  systèmes  de  valeurs  opposées 
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deux  à  deux.  On  peut  donc  se  borner  à  considérer  les 
deux  svslèmes 


et 


Ces  deux  syslènies  d'équations,  résolus  en  À,  a,  four- 
nissent les  paramètres  des  deux  tangentes  A,  et  A', 
communes  à  Go  et  G3.  Les  paramètres  À,,  [jl,  de  la  pre- 
mière satisfont  à  la  relation 


A, 


/■>  -  /:, 


et  ceux  )>, ,  a',  de  la  seconde,  à  la  relation 

Il  est  inutile  d'écrire  les  valeurs  complètes  de  A,,  a,, 
À',,  if.\. 

De  même  les  tangentes  A2  et  A',  communes  aux  cy- 
cles C3  et  C,,  et  les  tangentes  A;!  et  A\  communes  aux 
cycles  C|  et  C^  ont  des  paramètres  Ào»  •■■,  y-'^  satisfai- 
sant aux  équations 


\^i 

/., 

— 

/. 

A3 

= 

m-i 

— 

/«, 

!-l3 

h 

— 

11 

-(/3  +  /1) 

//?1  -I-  Itli 


Enfin,  les  cycles  C(,  Go,  G3  touchent  le  cycle  G  en 
trois  points,  et  les  tangentes  A'| ,  A",,  A'!,  en  ces  trois 
j)oints  ont  des  paramètres  tous  infinis  et  satisfaisant 
aux  relations 


ail 


Aï 

i^3 


W3 


(  1!):  :> 

Il   est  facile  de  se  rnidie  comple  géoinélriqiieineiil 

(les  leliilions  (iiii  exislent  mire  les  neuf  ciiiaiUllés  — , 

X'  '  'M 

-T-,  ..  ..  -r'  FiiTuroiis  dans  un   plan  (//''.   i)  les  points 


[\  de  coordonnées  ( — /(,  m,),  Po  de  coordonnées 
( —  /o,  /)}■>),  P3  de  coordonnées  ( —  /j,  ^3).  Soient,  en- 
lin.  P, ,  P',.  P',  les  milieux  des  côtés  du  triangle 
l'il^jPj-  P|,  |)ar  exemple,  a  pour  coordonnées 


Joignons   les  points   P,.   Pj,  P;),   P,,   l\',,  P',  à    l'ori- 
ginc  O.   On  voit   ininiédialemeMl  que  les  neuf  quanli- 

lés  —,  .  .  .,  -^  sont  les  coellicienls  angulaires   des  di- 

verses  droites  de  la  ligure. 

--  est  le  coefficient  an^j^nlaire  de  Pol*,  nu  P'^P!,  ; 


1*1 

À'. 


<.P', 
ni'. 


Les  rapports  ~,  ....  Ht  rer)rcsenlcnt,  comme  on  l'a 
Ann.  lie  Af'itftcniat.,   |'  série,  t.  \II.   (  Novomluc  1907.)       3^ 
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vil,  les  diroclioiis  Jes  langontes  A,,  ...,  A^.  On  a  in- 
scrit sur  la  figure,  en  regard  de  chaf|ne  ligne,  le  sym- 
bole de  la  langente  correspondante. 

Cela  posé,  on  sait  que  les  côtés  d'un  qnadrangle  quel- 
conque ont  leurs  coefficients  angulaires  en  involution. 
Appliquons  cette  pro|)riété  au  qnadrangle  OiPP^Pj. 
On  voit  que  les  six  semi-droites  (A'^,  A,),  (Ao,  A3), 
(A3,  K'^)  forment  trois  couples  en  involution. 

Cette  proposition  fournit  immédiatement  la  solution 
du  problème  d'Apollonius. 

En  effet,  si  l'on  suppose  connues  les  tangentes  com- 
munes aux  trois  cycles  C|,  Co,  C3,  on  voit  que  des  six 
droites  désignées  plus  haut,  les  cinq  dernières  sont 
connues.  On  peut  donc  construire  la  première,  c'est-à- 
dire  le  point  de  contact  avec  le  cjcie  C|  de  l'un  des 
cycles  tangents  à  C,,  Co,  C3,  ce  qui  se  fait  simple- 
ment en  appliquant  la  définition  de  Laguerre  (n"  2). 
On  est  ainsi  conduit  à  la  construction  suivante  : 

Soient  d,  Co,  C3  trois  cycles  donnés  {Jig.  2),  A,, 
A',,  Ao,  Aj,  A3,  A3  les  tangentes  communes  à  ces 
cycles  pris  deux  à  deux.  Soient  a;,,  3:!,,  7.3,  a',  les 
points  de  contact  avec  G,  de  A.,,  A!,,  A3,  A!,.  Menons 
à  C,  la  tan ge nte parallèle  à  la  semi-droite  A, ,  et  soit  a 
son  point  de  contact.  Joignons  a  au  point  de  ren- 
contre des  droites  a^a', ,  a3a,',.  La  droite  ainsi  obtenue 
rencontre  C(  au  point  [i,,  ciui  est  le  point  de  contact 
avec  C,  de  l'un  des  deux  cycles  tangents  «  C| ,  C^,  G3. 

On  obtiendra  d'une  manière  analogue  les  points  de 
contact  de  ce  même  cycle  avec  C^  et  avec  C3. 

On  peut  répartir  de  huit  manières  différentes  les  six 
tangentescommuncsàCi  ,C2,  C3,  en  deux  triangles,  dont 
les  côtés  louchent  respectivcmcnl  (^2  et  C3,  C3  cl  C,, 


C,  el 

A, 
A, 

a; 

a; 
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Cj.  (les  huit  répartitions  sont  les  suivantes 


A.  A3  et  a;  a;  a;, 

A!,  A!,  et  A',  A 2  A:,, 

A*  A'j  el  Ai  A!»  A  ). 

A'.  A3  et  A,  A,  a;, 


A',  A'j  A'j  et  A,  Aj  A3, 

a;  A2A3  et  A,  A',  A'j, 

A,  a;  A3  et  A',  A,  A^, 

\i  A*  A'j  el  A',  a:,  A3. 


l-iji.  2  ('). 


La  construction  (''iioncée  plus  liaul  répond  au  premier 
(le  ces  huit  gro(ij)enients.  11  est  visible  que  si  l'on  per- 
mute les  rôles  assignés  à  A-,  et  A!,,  Aj  et  A,,  ce  qui  fait 
passer  du  premier  groupement  à  celui  qui  est  inscrit 
immédiatement  au-dessous,  le  point  Jj,  obtenu  dans  la 
construction  sera  le  même  et,  par  suite,  on  sera  conduit 
au  même  cvcle  que  la  première  fois.  La  même  remarque 


(')  C'csl  par  liasard  que  les  trois  (Iri)ites  A,,  A^,  A3  sont  conenu- 
lanles  sur  la  (i;;iire. 
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s'applique  aux  deux  aulres  groupements  qui   figurent 
dans  la  niêuie  colonne  que  le  premier. 

Ainsi  :  A  tout  groupement  des  tangentes  communes 
en  deux  triangles  correspondent  l'un  des  deux  cycles 
tangents  à  C,,  Co,  C3.  Les  quatre  groupements  qui 
figurent  dans  la  première  colonne  du  Tableau  pré- 
cédent correspondent  au  même  cycle;  les  quatre 
autres  groupements  correspondent  évidemment  à 
Vautre  cycle. 

On  peut  aussi  ne  considérer  dans  un  groupement  de 
tangentes  en  deux  triangles  que  le  premier  de  ces 
triangles.  Nous  dirons  que  le  cvcle  G  langent  à  G),  Go, 
G3  correspond  à  Fun  quelconque  des  triangles 

A 1  A,  As,         Al  a;  A'j  ,         A',  A2  A '., ,         A',  A2  Vj. 

L'autre  cycle  tangent  à  G,,  G^..  Gn  correspond  à  l'un 
quelconque  des  triangles 

A  1  A'2  A3.         A',  A2  A3,         Al  a;  A3.         A|  A,  A3 . 

La  solution  que  je  viens  d'exposer  du  problème 
d'Apollonius  me  paraît,  comme  je  l'ai  dit,  |)articiiliè- 
renienl  simple.  Elle  n'est  mallieureusement  pas  appli- 
cable dans  tous  les  cas  de  figure  (par  exemple,  dans 
celui  où  deux  des  cycles,  extérieurs  l'un  à  l'autre,  sont 
intérieurs  au  troisième). 

o.  La  figure  i  contient  d'autres  quadrangles  complets 
que  ceux  dont  la  considération  a  conduit  à  la  solution 
du  problème  d'Apollonius.  En  premier  lieu,  le  qua- 
drangle  OP,  P!, P.,  donne  immédiatement  le  théorème 
suivant  : 

Les  tangentes  communes  à  trois  cycles  pris  deux 
à  deux  sont  six  semi-droites  en  involution. 
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En  second  lieu,  la  considération  du  quadrangle 
Ol*,Pop3  montre  que  (A,,  A",),  (Aj,  A'^),  (A3,  A';,) 
forment  trois  couples  en  involution;  ainsi  : 

Soient  C,,  Cj,  C3  trois  cycles  et  C  r un  des  cycles 
qui  leur  sont  tangents.  Les  tangentes  à  C,  aux  points 
de  contact  avec  C,,  Co,  C3,  et  trois  tangentes  com- 
munes aux  cycles  C|,  C2,  C3  pris  deux  à  deux,  et 
convenablement  choisies^  sont  six  droites  en  invo- 
lution. 

On  voit  que  les  trois  tangentes  communes  doivent 
être  choisies  de  manière  à  constituer  l'un  des  quatre 
triangles  correspondant  au  c}cle  C.  Les  quatre  autres 
triangles  que  l'on  peut  former  avec  les  tangentes  com- 
munes aux  cycles  Cj,  Co,  C3  pris  deux  à  deux,  ont 
leurs  côtés  en  involution  avec  les  tangentes  aux  points 
de  contact  des  cycles  C,,  Co,  C3  avec  le  second  cycle 
qui  les  touche. 

C).  Je  vais  maintenant  développer  quelques  consé- 
(juences  des  formules  qui  ont  joué  dans  les  recherches 
précédentes  un  rôle  fondamental.  En  premier  Heu,  on  a 
le  théorème  suivant  : 

Soient  {A\,  B,),  (A'^,  Bo),  (A'.,,  B3)  trois  couples 
de  semi-droites  />araUèles.  Les  cycles  inscrits  dans 
les  triangles  A',  A',  A'.,,  A',  BoB»,  B,  A..B:,,  B,  BoA;  sont 
tangents  à  un  même  cycle.  Il  en  est  de  même  des 
cycles  inscrits  dans  les  triangles  BJ^aBa,  B,  A'^A'j, 

a;b,A3,a',a;b3. 

Démontrons,  par  exemple,  la  seconde  partie  de 
l'énoncé. 

Soient  C,,  Cj,  C3  les  cycles  inscrits  dans  les 
triangles  B,A,  A',.    A,  B.A',,   A,  A2B3.   Appelons  C  le 
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cycle  langent  à  C),  Co,  ('^3,  et  choisi  de  telle  manière 
qu'il  ne  corresponde  pan  au  triangle  de  tangentes 
communes  A',  A'j  A3,  au  sens  indiqué  plus  haut.  Toutes 
les  notations  employées  au  numéro  précédent  sont 
applicables. 

Figurons  sur  le  plan  {Jig.  ■^)  les  deux  droites  D,  et  D', 

l'ig.  3. 


dont  les  équations  respectives  sont 

/)  X  +  nix  [-1  =  1,         /]  X  -4-  w,  |JL  =  —  I , 

\  et  [x  étant  des  coordonnées  courantes. 

Les  droites  D,  et  D',  sont  symétriques  par  rapport  à 
l'origine  O.  Figurons  les  droites  analogues  Do  et  D.,, 
DgetD;. 

Les  paramètres  de  la  semi-droite  A',  satisfont,  comme 
on  l'a  vu,  aux  équations 

Ces  paramètres  sont  donc  les  coordonnées  du  point  a', 
commun  aux  droites  D2  et  D'^.  De  même,  les  six  semi- 
droites  Aj  et  A!j  peuvent  être  représentées  par  les 
points  a'g  et  a',  de  la  figure. 

Soient  maintenant  [îi,,  [ij,  fj-\  des  points  ayant  pour 
coordonnées  les  systèmes  de  paramèlres  des  semi- 
droites  B,,  Hj,  B3.  Le  point  [i,  doit  être  en  ligne  droite 


(  oo:\  ) 

avec  le  |)oinl  a,,  |)iiis(|ue  B,  cl  A,  soiil  parallèles,  el 
silué  sur  l'une  des  droites  D,  et  D, ,  puisque  ses  coor- 
données satisfont  à  l'une  des  équations 

Les  deux  points  satisfaisant  à  ces  équations  sont 
SYiîiélriques  par  rapport  au  point  O.  Comme  ils  rej)ré- 
sentent  tous  les  deux  la  )iieme  semi-droite,  on  peut 
supposer  que  le  point  [^J^  est  sur  D,.  Le  point  [ii,  est 
ainsi  le  point  commun  aux  droites  D,,  Oa', .  De  même, 
,82  est  le  point  commun  aux  droites  Do,  Oa'.,  et  ,3.i,  le 
point  commun  aux  droites  D^,  Oa!,. 

Les  points  |j,,  [i^,  [i-i  sont  en  ligne  droite  :  on  le  voit 
tout  de  suite  en  appliquant  le  théorème  de  Pascal  à 
1  hexagone  dont  les  côtés  consécutifs  sont  Oa', ,  D^, 
Oa'.p  D|.  Oa!,,  D3  et  qui  est  inscrit  à  une  coni([ue, 
puisqu'il  a  un  centre. 

Il  existe  donc  des  coefficients  /,  m,  tels  que  l'équa- 
tion 

/>>  -4-  mu.  -  I 

soit  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points  ,3,,  ^io,  |j:i. 
Cela  revient  à  dire  qu'il  existe  un  cycle  tangent  aux 
semi-droites  B,,  Bo,  B,  et  au  cjcle  C.  On  démontrerait 
de  même  la  seconde  partie  de  l'énoncé.    . 

7.  Trois  couples  de  semi-droites  en  involulion 
jouissent  de  la  même  propriété  cpie  trois  couples  de 
semi-droites  parallèles.  Autrement  dit  : 

Soient  (A,,  P)|  ),  (A.,  Bo  ),  ('A;,,  IV,  )  trois  con/ilcs 
(le  se/ni-droites  en  in\'olntioii.  Les  cycles  inscrits 
ilnns  les  triangles  A,  Ao  A;,,  A,  Bo  II,,  B,  A.,  B;,,  B,  Bo  A;, 
sont  inscrits  à  un  même  cjcle.  Il  en  est  de  même  des 
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cycles  inscrits  dans  les  triangles  BiBol^t"   BiA^Aj, 
A,B,A3,  A.A^Ba. 

Démontrons  celle  fois  la  première  parlie  de  l'énoncé. 

Soient  C|,  Co,  G;i  les  cycles  inscrits  dans  les 
triangles  AiHoBs,  BiAoBj,  B,  BaAij.  Appelons  G  le 
cycle  langent  aux  cycles  C,,  Go  G3,  cl  qui  correspond 
au  triangle  de  tangentes  communes  AiA^Aj.  Appli- 
quons encore  les  notations  des  \\"^  o  et  6. 

Figurons  sur  le  plan  (//^.  4)  les  droites  1),,  Do,  D3 

Fig.  ',. 


-^^% 


0 


ayant  pour  équations  respectives 

/i  X  +  /«i  ;j.  =  I,        l{i^  4-  /».)  [J"^  =  I ,        h  '•  +  "»3  ;■«•  =  I . 

Les  semi-droites  A,,  Aj,  A:i  seront  figurées  respec- 
tivement par  les  points  a,,  a^,  a;,,  sommets  du  Iriangle 
formé  par  les  droites  D,,  D2,  D3.  Les  points  [i,,  ^oj  l^s 
qui  représentent  les  scmi-droiles  B,,  Bo,  B,,  appar- 
tiennent respectivement  aux  droites  D,,  JJo,  D3  et 
doivent  être  tels  que  les  droites  0[i,,  OJ^:.,  Ojîls  for- 
ment un  (aisceau  en  involulion  avec  les  droites  Oa,, 
Oa.j,  07.3.  (^es  points  sont  donc  en  ligne  droite,  et  par 
suite  les  semi-droites  (prils  représentent  forment  un 
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liianglo    clrcoiiscriL    à    un    c\clc   qui    luiiche    les    Irois 
(vcles  (jf ,  Cj,  C3. 

8.   Comme  application  des  ihécirèmos  des  11"^  (3  el  7, 
(  ODsidérons  un  triangle  ABC  ( //l,'".  5),  et  appelons  A', 

Ki".  5. 


B'.  C  les  milieux  de  ses  cotés.  INumérotons  les  quatre 
triangles  de  la  (Igure  comme  il  est  indiqué,  et  désignons 
respectivement  par  O'.  O'^,  O'^,  0[.  le  cercle  inscrit  el 
les  cercles  ex-inscrils  dans  le  triangle  d'indice  «  (')• 

On  peut,  de  huit  manières  dilTérentes,  donner  des 
sens  aux  côtés  du  triangle  ABC.  En  donnant  les  mêmes 
sens  aux  côtés  parallèles  du  triangle  A'B'C,  on  j)eut 
appliquer  à  la  figure  le  théorème  du  n"  6.  Les  semi- 
droites  A,,Ao,  A3  seront  portées  par  les  côtés  du 
triangle  ABC,  et  les  semi-droites  A',,  A.'.,^  A3,  par  les 
côtés  du  triangle  A'B'C. 

La  première  partie  de  l'énoncé  fournit  alors  ce  ré- 
sultat :  les  cercles  points  A',  B',  C  et  l'un  quelconque 
des  cercles  inscrit  ou  ex-inscrits  au  triangle  ABC 
sont  tanaenls  à  un  même  cercle.  On  reconnaît  là  le 
théorème  de  Feuerhacli. 

En  appliquant  maintenant  la  seconde  [)arlic  de  l'é- 
noncé, et  en  prenant  toutes  les  condiinaisons  possibles 


v'  )   Pour  iibrcgir   le*  énoncés,  je  parlerai  iri  de  cerctes  cl  1  <lc 

c^■rles. 
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de  sens  pour  les  semi-droiles  de  la  ligure,  on  obllenl 
quatre  combinaisons  de  quatre  cercles  tangents  à  un 
même  cercle,  (^e  sont 

O',  02,  OK  O*; 

O-,  O^,  0;î,  O^; 

o;„  O,^  01,  O,^; 

O',  01  Oi,  0-*. 

On  peut  maintenant  appliquer  le  théorème  n"  7,  en 
remarquant  que  trois  couples  de  semi-droiles  deux  à 
deux  parallèles,  mais  de  sens  opposés,  forment  un  sys- 
tème en  involution  (on  le  voit  immédiatement  en  appli- 
quant la  définition  de  Laguerre).  La  première  partie  de 
l'énoncé  redonne  le  théorème  de  Feuerbach.  La  seconde 
partie,  en  combinant  les  sens  de  toutes  les  manières 
possibles,  conduit  à  quatre  nouvelles  combinaisons  de 
quatre  cercles  tangents  à  un  même  cercle.  Ce  sont 

OS  O,^,  01,  O^; 

Ok,  OS  O^  O^; 

O},..  0|,  OS  O^ 

0,S  0,S  0;i,  O*. 

.l'énoncerai,  pour  terminer,  un  autre  cas  particulier 
simple  du  théorème  du  n"  7  : 

Soienl  ABC  un  Iriangle,  A'B'C'  le  triangle 
formé  par  les  tangentes  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  aux  sommets  de  ce  triangle.  Les 
cercles  inscrits  dans  les  tria/tgles  \BC,  A'BC,  AB'C, 
ABC  sont  tangents  à  un  même  cercle. 
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M.  G.  Fontené.  —  Les  faits  signalés  dans  la  Note  de  M.  W. 
Galiatly  {Nouvelles  Annales,  1907,  p.  402)  ne  sont  pas  nou- 
veaux. Ce  qui  est  relatif  aux  points  de  Feuerbach  combinés 
entre  eux  se  trouve  dans  un  article  inséré  aux  Nouvelles 
Annales,  igoS,  p.  533.  Ce  qui  concerne  la  parabole  qui  a  P 
pour  foyer  et  01  pour  directrice  a  été  signalé  dans  le  Bulle- 
tin de  Mathématiques  élémentaires,  en  mai  1907,  comme  cas 
particulier  de  théorèmes  généraux  sur  le  cercle  pédal  qui 
doivent  paraître  dans  les  Nouvelles  Annales. 


M.  E.  Lacour.  —  A  propos  des  formules  relatives  à  lico- 
~aèdre  régulier  (•),  voici  quelques  indications  pratiques  rela- 
tives à  la  construction  de  ce  solide. 

Dans  du  papier  un  peu  fort,  on  découpe  un  hexagone  régu- 
lier; les  rayons  des  sommets  déterminant  six  triangles  équi- 
latéraux,  on  enlève  l'un  de  ces  triangles  ;  avec  les  cinq  triangles 
restants,  comme  faces,  il  est  facile  de  construire  une  pyramide 
régulière  à  base  pcntagonale.  Mais  ceci  ne  donnerait  que  cinq 
faces  de  l'icosaédre.  On  obtient  dix  faces  tenant  ensemble, 
en  modifiant  la  construction  de  la  façon  suivante. 

Avant  de  découper  le  contour,  on  construit,  pour  chacun 
des  cinq  triangles  équilatéraux  qu'on  veut  conserver,  le  symé- 
trique de  ce  triangle  par  rapport  au  côté  correspondant  de 
l'hexagone.  On  obtient  ainsi  une  pyramide  régulière  à  base 
pentagonale  dont  chaque  face  est  prolongée  par  un  triangle 
équilatéral;  on  plie  la  feuille  suivant  chacun  des  côtés  du 
pentagone  de  base,  de  façon  que  les  plans  des  deux  triangles 
fassent  un  angle  égal  à  l'un  des  dièdres  de  l'angle  polyèdre  à 
cinq  faces  déjà  construit. 

On  a  ainsi  une  nwjilié  de  la  surface  de  l'icosaédre.  F.a  seconde 
moitié  se  construit  de  même  et  il   n'y  a  plus  qu'à  rapprocher 

(')    Voir  lit  (pii^lioii  |>rop(.sii'  2ll8'i. 
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les  deux  moitiés  en  entrecroisant  les  triangles  qui  avaient 
deux  côtés  libres,  et  à  coller  des  bandes  de  papier  gommé  le 
long  des  dix  arêtes  le  long  desquelles  les  deux  contours  partiels 
sont  venus  coïncider  l'un  avec  l'autre. 


BIBLIOGKAPIIIh]. 


LeçOJNS    Sin    LES    THÉOUIES    GÉ]VÉaA.LES     DE    l'aNALYSE, 

par  René  Baire.  —  Tome  I  :  Principes  fonuamen- 
TAux,  VARIABLES  RÉELLES.  1  volunie  grand  iii-8,  de 
x-232  pages,  avec  17  figtires.  Paris,  Gauthier-Villars, 
1907.  Prix  :   8f^ 

Un  enseignement  de  l'Analyse  peut  et  doit  être  conçu  à 
divers  points  de  vue,  suivant  le  public  auquel  il  est  destiné. 
Les  débutants  et  ceux  qui  étudient  les  Mathématiques  en  vue 
de  leurs  applications  à  la  Mécanique,  à  la  Physique,  ou  à 
l'Art  de  l'Ingénieur,  demandent  qu'on  les  mette  le  plus  rapi- 
dement possible  en  possession  d'un  puissant  instrument  de 
recherches.    Un    certain    manque    de   rigueur,    de    fréquents 

\  a^jpels  à  l'intuition    sont  alors   parfaitement  justifiés,  et  l'on 

risquerait  assurément  de  jeter  le  trouble  dans  bien  des  esprits 
neufs  en  examinant  de  trop  près  des  notions  telles  que  celles 
de  limite  et  de  continuité.  Il  faut  seulement  que  le  manque 
de  rigueur  soit  nettement  signalé,  quand  il  se  manifeste,  et 
que  les  appels  à  l'intuition  ne  soient  pas  déguisés.  M.  J.  Tan- 
nery  professe  à  juste  titre  son  éloignement  pour  un  enseigne- 
ment «  qui  n'est  pas  toujours  sincère  ». 

C'est  de  cette  manière  large  qu'est  compris  l'excellent  en- 
seignement donné  depuis  quelques  années  dans  nos  classes 
de  Mathématiques  spéciales,  et  qui  semble  avoir  atteint  sa 
forme  à  peu  près  définitive.  Mais  quelle  qu'en  soit  la  haute 
valeur  pratique,  il  ne  peut  suffire  à  ceux  qui  veulent  se  con- 

I  sacrer   à    la    Science  pure.   Ceux-là,  pour  devenir  des  mathé- 

maticiens dignes  de  ce  nom,  doivent  non  seulement  étendre, 
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mais  oitprofurulir  leurs  études.  Ayant  acquis  une  première  vue 
trensemhle,  il  leur  faut  revenir  sur  les  principes,  et  asseoir 
leurs  connaissances  sur  une  base  inébranlable. 

Les  belles  et  originales  Leçons  que  Aient  de  publier 
M.  Baire  sont  écrites  à  ce  dernier  point  de  vue  :  elles  s'a- 
dressent à  ceux  qui  exigent  du  raisonnement  pur  tout  ce  qu'il 
peut  donner.  C'est  dire  que  le  souci  de  la  rigueur  y  est 
extrême.  Mais  l'Ouvrage  possède  un  autre  caractère,  que 
M.  Baire  réclame  à  juste  litre  :  c'est  celui  de  la  simplicité. 
Non  pas  cette  simplicité  apparente  obtenue  en  masquant 
toutes  les  difficultés,  mais  celle  qui  résulte  des  vues  pro- 
fondes sur  l'ordonnance  des  faits  mathématiques  et  leur  déve- 
loppement harmonieux.  Jointe  à  une  rédaction  très  soignée 
et  à  une  lucidité  remarquable  dans  l'exposition  des  démonstra- 
tions les  plus  ardues,  cette  qualité  rend  la  lecture  du  Livre 
facile,  aussi  facile  du  moins  que  le  comporte  l'abstraction  du 
sujet. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  aux  notions  fondamen- 
tales. Les  nombres  irrationnels  sont  définis  au  moyen  de  la 
coupure,  mais  au  lieu  de  poursuivre  comme  on  le  fait  géné- 
ralement l'emploi  de  cette  notion  pour  étendre  aux  nombres 
irrationnels  les  opérations  de  l'Arithmétique,  l'auteur  introduit 
tout  de  suite  celles  de  borne  supérieure  et  de  borne  infé- 
rieure d'un  ensemble.  On  peut  alors  définir  simplement  la 
diflVrence  de  deux  nombres  irrationnels,  et  aborder  la  théorie 
des  limites.  Ce  mode  d'exposition,  propre  à  AL  Baire,  avait 
déjà  été  adopté  par  lui  dans  sa  Théorie  des  nombres  irru- 
tionne/s.  des  Limites  et.de  la  continuité  {^),  dont  il  a  été 
rendu  compte  ici  même  (-).  On  aborde  ensuite  les  notions  de 
fonction  et  de  continuité,  et  un  nouveau  principe,  dit  prin- 
cipe d'extension,  permet  de  tlélinir.  dans  les  conditions  les 
plus  générales,  une  fonction  (  uniformément)  continue,  quand 
on  la  suppose  définie  pour  les  valeurs  rationnelles  de  l'argu- 
ment. Ou  peut  alors  démontrer  que  si  deux  fonctions,  d'ar- 
i^umenls  quelcontjues,  sont  continues  et  ép;ales  pour  tout 
point  rationnel,  elles  sont  encore  éf,'alcs  pour  un  point 
quelconque.  Ce  théorème  légitime  d'un  coup  d'extension  aux 
nombres   quelconques  des   règles  ordinaires  de   calcul   algé- 

(')   Paris,  Nony,  if)OJ. 

(')  Nouvelles  Annalex,  lyoj,  p.  i-S. 
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brique.  On  se  rend  compte  de   l'économie    ainsi  réalisée,  par 
rapport  aux  procédés  ordinaires  d'exposition. 

Le  Paragraphe  suivant,  consacré  aux  grandeurs  concrètes, 
est  très  important.  Dans  la  plupart  des  Ouvrages  où  la  doc-, 
trine  des  nombres  irrationnels  est  exposée  au  point  de  vue 
purement  arithmétique,  on  applique  sans  explication  suffi- 
sante à  la  mesure  des  grandeurs  des  quantités  qui,  jusque-là, 
ne  sont  apparues  que  comme  de  purs  symboles.  En  quelques 
pages  substantielles,  M.  Baire  montre  grâce  à  quels  axiomes 
{axiome  dArchiinède,  axiome  de  continuité)  les  nombres 
irrationnels  précédemment  définis  peuvent  servir  à  la  mesure 
des  grandeurs  concrètes,  et  en  particulier,  comment  l'Analyse 
se  relie  à  la  Géométrie. 

Viennent  ensuite  les  propositions  fondamentales  de  la 
théorie  des  fonctions  continues  (une  fonction  continue  est 
uniformément  continue,  une  fonction  continue  dans  un 
domaine  est  bornée  supérieurement  et  inférieurement  et 
atteint  chacune  de  ses  bornes,  une  fonction  continue  ne 
peut  passer  d'une  valeur  à  une  autre  sans  passer  par 
toutes  les  valeurs  intermédiaires);  puis  l'étude  des  fonc- 
tions particulièrement  importantes  pour  la  suite  \ix,  iP^,  etc. 
Les  éléments  de  la  théorie  des  séries  et  la  définition  du 
nombre  e  terminent  le  premier  Chapitre. 

Le  Chapitre  II  concerne  les  dérivées  et  les  intégrales  de 
fonctions  de  variables  réelles.  Après  un  exposé  rapide  de  la 
théorie  des  dérivées  et  des  dillérentielles  premières,  on  arrive 
à  la  notion  d'intégrale  dcfinie.  Les  principes  développés  dans 
le  premier  Chapitre  permettent  une  démonstration  rapide  et 
générale  de  la  proposition  fondamentale  :  Toute  fonction 
continue  admet  une  intégrale,  sans  l'obligation  d'examiner 
successivement  des  hypothèses  par  liculières.  Puis  on  passe  en 
revue  les  |)rocédés  élémentaires  d'intégration.  On  pourrait 
reprftcher  ici  à  l'auteur  une  concision  extrême,  s'il  ne  s'a- 
dressait, cDUime  je  l'ai  dit,  à  des  lecteurs  qu'il  faut  supposer 
déjà  rompus  à  la  pratique  de  l'Analyse  par  une  élude  préalable. 

F^a  notion  d'intégrale  définie  peut  souvent  être  étendue  aux 
cas  où  les  limites  ou  bien  l'élément  didérenliel  deviennent 
inlinis.  Ces  cas  sont  examinés.  La   règle  de  dérivation   sous  le 

signe     /    est   établie.    Puis  vient   l'élude   (les   fonctions  impli- 
cites, des  déterminant*  fuiutionnels,  des  dérivées   et    difiércn- 


lielles  (l'ordre  ^iipéiieiir,  îles  ciiaiigemeiils  de  variables,  des 
différenlielles  tolales.  Je  ne  puis  tout  signaler,  mais  il  est 
impossible  de  passer  sous  silence  la  définilion  retnarquable- 
uiont  claire  et  simple,  adoptée  pour  les  dinVrentielles  d'ordre 
supérieur. 

Le  Chapitre  III,  consacré  à  l'évaluation  des  longueurs  d'arcs, 
des  aires  et  des  volumes,  et  aux  intégrales  doubles  et  triples, 
me  paraît  un  véritable  chef-d'œuvre.  Nulle  part  on  ne  peut 
mieux  constater  cette  union  de  la  profondeur  à  la  simplicité 
i|ui  distinguent  le  Livre  de  M.  Baire.  Et  cette  simplicité  tient 
sans  doute  à  ce  que  le  raisonnement  se  laisse  toujours  guider 
[lar  l'intuition  géométrique,  et  n'intervient  que  pour  la  puri- 
lier.  Voici,  par  exemple,  en  (juelqucs  mots,  comment  s'y  prend 
l'auteur  pour  ilétinir  l'aire  d'un  domaine  plan  borné  (un  tel 
domaine  ayant  été  défini  au  Chapitre  I  ).  On  suj)pose  connue 
par  la  géométrie  élémentaire  l'aire  d'un  ilomaine  polygonal , 
c'est-à-dire  dont  la  frontière  est  constituée  par  des  lignes 
droites.  Si  maintenant  D  est  un  domaine  plan  quelconque,  on 
appelle  aire  de  D  un  nombre  plus  grand  que  l\nre  de  tout 
domaine  polygonal  contenu  dans  D  et  plus  petit  que 
l'aire  de  tout  domaine  polygonal  contenant  D,  ceci  dans 
l'IiYpotlii'se  où  il  existe  un  et  un  seul  nombre  possédant 
ces  propriétés.  Cela  posi-,  une  démonstration  très  élégante 
conduit  au  lliéoiéme  suivant  :  Pour  que  le  domaine  D  ait 
une  aire,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  sa  frontière 
puisse  être  enfermée  dans  un  domaine  polygonal  d'aire 
aussi  petite  que  l'on  veut.  Il  est  ensuite  bien  facile  d'ob- 
tenir la  formule  classique  qui  ramène  l'évaluation  d'une  aire 
au  calcul  d'une  intégrale  définie.  Des  raisonnements  analogues 
>iont  appliqués  plus  loin  à  l'étude  des  volumes: 

Une  question  plus  délicate  est  la  définition  de  l'aire  d'une 
portion  de  surface. 

La  place  me  fait  malheureusement  défaut  pour  donner  une 
idée  de  la  méthode  par  laquelle  M.  Baire  parvient  à  triom- 
pher des  difdcultés  considérables  que  présente  cette  partie  de 
la  lh(''oric. 

On  trouve  enlin  ilans  les  pages  consacrées  aux  intégrales 
iloiibles,  triples  et  curvilignes,  les  mêmes  qualités  d'exposi- 
tion et  la  même  abomlauce  de  vue*  personnelles  que  dans  le 
reste  de  l'Ouviage. 

Tel  est  ce  livre  où  tout  est   matière   à   médilalion.   Souhai- 
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tons  que  l'auteur  nous  donne  bientôt  le  second  N'olunie,  qui 
doit  traiter  des  fonctions  analytiques,  des  équations  différen- 
tielles, des  applications  géométriques  de  l'Analyse,  et  des 
fonctions  elliptiques.  R.   B. 


Calcul  graphique  et  Nomographie,  pnr  M.  cVO- 
cagne.  —  i  vol.  in-i8  jésus,  de  xxvi-392  pages,  avec 
146  figuies  clans  le  texte.  Paris,  Oclave  Doin,  1908. 
Prix  :  5"". 


Tout  problème  de  iMathématiques  appliquées  à  la  pratique 
aboutit  au  calcul  numérique  de  certaines  inconnues.  Un  tel 
calcul  peut  toujdurs  être  effectué  par-  l'emploi  des  procédés 
exacts  ou  a|)pro\imatifs  quenscignent  i'Arilbmélique  et  l'Al- 
gèbre. Alais  le  travail  est  souvent  long  et  fastidieux.  Aussi 
a-t-on  cherché  depuis  longtemps  à  substituer  aux  calculs  nu- 
mériques des  opérations  mécaniques  ou  graphiques  condui- 
sant plus  rapidement  au  but  et  avec  une  moindre  fatigue.  Les 
procédés  mécaniques  sont  les  plus  anciens,  comme  en  témoi- 
gnent la  règle  à  calcul  et  les  machines  arithiuéliques,  dont 
l'idée  première  remonte  au  xvii'"  siècle.  Les  premiers  essais 
de  calcul  graphique  ne  datent  guère  que  d'une  centaine 
d'années. 

L'application  fies  procédés  graphiques  au  calcul  peut  être 
conçue  (le  deux  manières  différentes.  On  peut  en  premier  lieu 
traduire  les  diverses  opérations  numériques  par  des  construc- 
tions géométriques,  effectuées  avec  la  règle  et  le  compas,  et 
tout  calcul  exige  alors  un  tracé  spécial.  Cette  méthode  semble 
de  rigueur  dans  certains  cas,  où  les  données  indépendantes 
sont  très  nombreuses,  par  exemple  quand  on  \i;ut  résoudre 
un  système  de  plusieurs  équations  linéaires  à  plusieurs  in- 
connues. Mais  on  a  le  plus  souvent  affaire  dans  la  pratique  à 
une  relation  entre  un  petit  nombre  de  variables,  et  le  pro- 
blème à  résoudre  consiste  à  calculer  une  .de  ces  quantités, 
étant  données  les  valeurs  numériques  de  toutes  les  autres.  Il 
est  alors  très  avantageux  de  représenter  cette  relation  par 
une  épure  dessinée  une  fois  pour  toutes,  sur  laquelle  la  lec- 
ture de  la  valeur  cherchée  se  lait  pour  ainsi  dire  instantané- 
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mont.  Une  telle  épure  a  reçu  le  nom  A'abaqne  ou  «le  nonio- 
«r  a  mine. 

Les  premiers  abai[ues  paraissent  être  ccmx  de  Poucliet  (ijgS). 
La  théorie  et  l'emploi  de  ces  Tables  graphiques  ont  été  suc- 
cessivement étendus  par  Lalanne  et  par  MM.  Massau,  d'Ocagne 
et  Lallcmand.  Mais  il  était  réservé  à  M.  d'Ocagne  de  décou- 
vrir les  principes  généraux,  de  la  théorie  des  abaques,  de  la 
développer  considérablement  en  y  introduisant  lidée  féconde 
de  la  dualité,  et  de  l'édifier,  sous  le  nom  de  \oinographie, 
en  corps  important  de  doctrine. 

Le  calcul  graphique  et  les  abaques  no  font,  bien  entendu, 
connaître  les  résultats  qu'entachés  d'une  certaine  erreur.  Mais 
l'approximation  obtenue  suffit  largement  aux  besoins  de  la 
pratique,  au  moins  dans  l'art  de  l'ingénieur,  où  leur  emploi 
est  le  plus  fréquent.  Et  ici  se  manifeste  une  nouvelle  supério- 
rité de  ces  procédés  sur  ceux  de  l'Arithmétique.  On  sait  que 
la  pratique  des  opérations  numériques  approximatives  est  assez 
délicate.  Combien  de  chilfres  significatifs  doit-on  conserver 
dans  les  nombres  soumis  à  ces  opérations,  en  vue  d'une  ap- 
proximation fwét  à  l'avance?  Combien  de  chiffres  doit-on 
conserver  dans  les  divers  produits  ou  quotients  intermé- 
diaires? Les  réponses  à  ces  questions  ne  sont  pas  toujours 
immédiates  et,  bien  souvent,  par  crainte  de  rester  en  deçà  du 
but,  le  calculateur  utilise  trop  de  chiffres  et  allonge  inutile- 
ment son  travail.  Au  contraire,  dans  le  calcul  graphique,  la 
théorie  des  erreurs  relatives  s'applique,  pour  ainsi  dire,  auto- 
matiquement et,  sans  avoir  besoin  d'y  réfléchir,  l'opérateur 
obtient  l'approximation  qui  est  dans  la  nature  des  choses. 

Le  livre  de  M.  d'Ocagne,  qui  fait  partie  de  V Encyclopédie 
scientifique,  publiée  sous  la  direction  du  D"^  Toulouse  ('),  est 
le  développement  du  cours  libre  de  Calcul  graphique  et  de 
^omographie,  qu'il  a  professé  à  la  Sorbonne  en  kjoj.  Je  vais 
tâcher  d'en  donner  un  résumé  aussi  fidèle  que  possible. 

L'Introduction  contient  un  exposé  rapide  des  notions  essen- 
tielles de  Géométrie  analytique  qui  seront  utilisées  dans  la 
suite.  L'auteur  insiste  sur  les  coordonnées  tàngentielles  et 

(')  Celte  Encyclopédie  est  divisée  en  quarante  Bibliothèques 
pourvues  cliacune  d'un  directeur  spécial.  Les  Bil)liollicques  de  Ma- 
tliematiques  appliquées  cl  de  Mécanique  appliquée  et  Génie  sont 
confiées  à  M.  dOcagne  lui-même. 
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surtout  sur  les  cooi-données  parallèles,  dont  l'emploi  est  très 
fréquent  en  Nomographie. 

Le  Livre  I  est  consacré  au  Calcul  graphique  proprement 
dit.  Il  débute  par  des  indications  sur  l'emploi  des  échelles 
métriques  et  des  x^erniers  graphiques.  On  étudie  ensuite  les 
constructions  géométriques  qui  traduisent  les  opérations  de 
l'Arithmétique  élémentaire.  Il  faut  signaler  particulièrement 
un  procédé  très  simple  de  détermination  des  termes  successifs 
d'une  série  récurrente.  De  telles  séries  se  présentent,  par 
exemple,  dans  la  résistance  des  matériaux. 

Deux  méthodes,  dont  la  principale  est  due  à  M.  Massau,  sont 
indiquées  pour  la  résolution  graphique  des  systèmes  d'équa- 
tions linéaires  à  plusieurs  inconnues,  question  à  laquelle 
M.  Farid-Boulad  a  apporté  tout  récemment  ici  même  une  in- 
téressante contribution. 

La  résolution  des  équations  algébriques  de  degrés  quel- 
conques fait  intervenir  la  représentation  des  polynômes  par 
les  figures  dites  ortlwgoiies.  La  méthode,  due  à  Lill,  comporte 
naturellement  un  tâtonnement  quand  le  degré  de  l'équation 
proposée  dépasse  le  second. 

Pour  l'interprétation  de  certaines  observations  physiques, 
il  est  utile  de  construire  la  courbe  représentative  d'un  poly- 
nôme. A  cet  effet,  M.  d'Ocagne  fait  une  application  ingénieuse 
de  la  transformation  par  V abscisse,  qui  s'exprime  par  les 
formules  X  =  .r,  Y  =  ay.  On  peut  aussi,  avec  M.  Melimke, 
introduire  Vimage  logarithmique  d'une  fonction,  c'est-à- 
dire  représenter  la  fonction /(-s)  par  le  point  de  coordonnées 
log(z),  log/(^).  Cette  représentation  se  fait  assez  rapide- 
ment, soit  en  utilisant  une  certaine  courbe  transcendante 
tracée  une  fois  pour  toutes,  soit  en  se  servant  du  compas  à 
trois  branches  de  M.  Brauer. 

Le  problème  de  l'intégration  graphique  consiste,  étant 
donnée  la  courbe  ^  =/(a:^),  à  construire  la  courbe 


Y=  /    f{x)dx, 


dite  courbe  intégrale  de  la  première.  Le  procédé  le  plus  ra- 
pide repose  sur  l'emploi  de  V  in  té  graphe  khiSank-khdikanow'ici. 
Mais,  comme  cet  appareil  est  assez  peu  répandu,  il  est  utile 
d'avoir  une  méthode  graphique.  Une  telle  méthode  a  été  ima- 
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-iiioc  [ini   M,  Masî^au  el  duii I<-  Ijniis  résullals.  Le  cas  dû  la 

couiIjc  esl  une  parabole  de  degré  qiielc(in(|iie  donne  lieu  à  des 
tracés  spéciaux,  où  intervient  la  considération  Ae-i  polygones 
intégin  lits, 

pour  la  rectification  approchée  des  cercles,  M.  d'Ocagne 
reproduit  la  construction  très  pratique  qu'il  a  fait  connaître 
dans  ce  Journal  (  1907,  p.  i). 

Le  calcul  graphique  permet  enfin  la  construction  approchée 
des  courbes  définies  par  une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre,  au  sujet  de  Inquelle  l'auteur  signale  une  ingé- 
nieuse tradiiclion  graphique,  due  à  M.  Runge,  de  la  méthode 
dapproxiinations  successives  de  'SI.  Emile  Picard. 

Au  second  Livre,  nous  entrons  dans  la  .Vomo^/ayc»///?.  Après 
quelques  préliminaires,  on  étudie  les  abaques  cartésiens, 
c'est-à-dire  la  représentation  de  la  relation  /{zi,  jj.  33)  =  o 
par  le  réseau  des  courbes  en  ^i,  ::2,  obtenues  en  donnant  à  z^ 
une  série  de  valeurs  constantes.  Le  principe  de  r«/?«;;)o//»/*o.çe, 
découvert  dans  un  cas  particulier  par  Lalanne,  puis  étudié 
dans  toute  son  étendue  par  MM.  Massau  et  d'Ocagne,  conduit 
aux  abaques  à  lignes  concourantes  les  plus  généraux,  dans 
lesquels  rentrent  les  abaques  cartésiens.  Plus  spécialement,  on 
obtient  des  abaques  constitués  uniquement  par  des  réseaux 
de  lignes  droites,  dans  le  cas  très  fréquent  où  la  relation  entre 
les  trois  variables  peut  être  mise  sous  la  forme 


(!) 


AiZs) 


^2(52) 

A'-i  (  -3  ) 


/m  (-Si) 
li-iiz^) 


La  relation  de  la  forme  plus  particulière,  et  pourtant  sou- 
vent rencontrée, 

se  prèle  à  la  représentation  par  abaque  he.ragonal  (!\L  F^al- 
lemand),   avec  transparent  à  trois  index. 

Les  procédés  emplovés  jusqu'ici  permettent  quelquefois  la 
figuration  d'une  relation  entre  plus  de  trois  variables. 

Les  abaques  hexagonaux  sont  les  plus  avantageux  de  ceux 
auxquels  conduit  le  principe  des  lignes  concourantes.  Mais  ils 
laissent  encore  subsister  certains  inconvénients  que  M.  d'O- 
cagne a  fait  disparaître  dans  ses  abaques  à  points  a/ignés 


(  -^l'J  ) 

(dont  l'invenlion  osl  dailleuis  un  peu  anlorieurc  à  celle  des 
abaques  hexagonaux).  Considérons  la  relation  (i)  comme  ex- 
primant, non  plus  que  trois  droites  sont  concourantes,  mais 
que  trois  points  sont  en  ligne  droite.  Lenomogrammc  coires- 
pondant  sera  simplement  constitué  par  trois  courbes  portant 
chacune  une  graduation,  et  pour  s'en  servir  on  n'aura  qu'à 
aligner  au  moyen  d'un  lil  tendu  trois  points  appartenant  res- 
pectivement à  ces  courbes  ou  éclielles.  Le  principe  imagine 
par  M.  d'Ocagne  est  certainement  le  plus  important  qui  ait 
été  introduit  en  Nomographie,  et  il  a  donné  à  cette  science  un 
essor  considérable.  Il  se  prête  mieux  que  tout  autre  à  la  repré- 
sentation des  relations  entre  plus  de  trois  variables. 

Un  cas  particulier  important  est  celui  où  les  trois  échelles 
sont  reclilignes  et,  à  cause  des  facilités  de  construction  qui  en 
résultent,  il  y  a  un  grand  intérêt  à  reconnaître  si  une  relation 
donnée  est  susceptible  d'une  telle  représentation.  I>e  [)robléme 
flonne  lieu  à  une  élégante  élude  géométrique,  dans  laquelle 
M.  tl'Ocagne  retrouve,  par  la  considéiation  de  ce  qu'il  appelle 
les  points  critiques,  les  résultats  qu'il  avait  obtenus  anté- 
rieurement d'une  manière  toute  difTérenle  et  |)urement  algé- 
brique. 

Les  nomogrammes  où  figurent  une  ou  plusieurs  échelles 
curvilignes  s'appliquent  nalurelleiuenl  à  des  cas  plus  étendus. 
L'auteur  indique,  en  particulier,  qu'il  est  possible  de  con- 
struire des  abaques  permettant  de  résoudre  les  équations  al- 
gébriques jusqu'au  septième  degré  inclusivement,  ce  qui  est 
une  contribution  fort  intéressante  à  une  question  soulevée  par 
M.  liilbei  t.  Il  faut  encore  citer  les  nomogrammes  à  échelles 
coniques  ou  circulai/es  de  M.  Clark  et  les  recherches  ingé- 
nieuses de  !MM.  Soreau,  Batailler,  etc. 

Plusieurs  relations  entre  |»lus  de  trois  variables  peuvent  être 
représentées  par  des  nomogrammes  à  alignements  multiples 
ou  «  alignements  parallèles,  dont  l'emploi  est  presque  aussi 
simple  que  celui  des  nomogrammes  à  alignement  unique. 
M.  d'Ocagne  montre,  d'après  M.  Soreau,  que  ce  nouveau 
développement  de  la  théorie  peut  être  rattaché  à  des  considé- 
rations de  géouiétrie  dans  l'espace. 

Dans  un  noniogramme  à  alignement  la  relation  à  figurer  est 
traduite  par  le  fait  que  certains  points  doivent  être  en  ligne 
droite.  On  pi-ui  généraliser  le  principe  en  remplaçant  celte 
condition    pai    une  autre   relation  géométrique,  qui  peut  être 
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a  piiori  di"  forme  iiucUoniiiic.  L(>s  ilisposiiiKiis  les  plus  iiilc- 
rcssantes  priiliquomciit  soiil  oelius  <1ls  noiiiogiainmes  à 
équerre,  à  éqiierrc  par  le  soinmel,  à  points  équidistants. 
On  peut  enfin  avoii'  des  échelles  mobiles,  et  le  tvpe  de  nonio- 
ijranime  correspondant  coinpiiMKl  la  règle  à  calcul  comme  cas 
très  particulier. 

L'Ouvrage  se  li-rminc  par  des  considéralions  ilun  ordre  très 
général  sur  la  llu'oiic  dis  abaques.  Toute  représentation  no- 
n\oi(rap}tique,  avec  éléments  mobiles,  revient  à  réaliser 
quatre  contacts  simultanés,  eu  donnant  au  mot  contact  un 
sens  suffisamment  étendu.  Ce  [)rincipe  est  le  point  de  départ 
d'une  classification  qui  embrasse  tous  les  nomogratnmes  con- 
nus et  tous  ceux  qui  pourront  être  proposés. 

Le  Traité  de  Calcul  graphique  et  de  .\onio graphie,  ré- 
digé à  lui  point  de  vue  vraiment  didactique,  avec  le  soin  et 
l'élégance  qui  caractérisent  les  productions  de  M.  d'Ocagne, 
intéressera  de  nombreux  lecteurs.  Li^s  théoriciens  seront  atti- 
rés par  les  problèmes  analytiques  et  géométriques  qui  se  pré- 
sentent en  foule,  dont  certains,  d'une  haute  difficulté, 
attendent  encore  leur  solution  (par  exemple  :  lieconnaitre 
dans  le  cas  général  si  une  relation  donnée  entre  trois  va- 
riables est  réductible  à  la  forme  canonique  représentable 
par  un  nomogramnie  à  points  alignés)  (  '  i.  Et  le  livre  sera 
bien  vu  des  praticiens,  parce  que  tous  ces  problèmes  se 
posent  naturelli'inent  et  que  la  résolution  de  chacun  d'eux  se 
traduit  irnuK-diatemcnt  par  un  profit  industriel,  si  l'on  peut 
diie.  Par  l'iu  iireux  équilibre  réalisé  entre  la  spéculation  et  le 
sentiment  dr  l'utile,  M.  d'Ocagne  montre  excellemment  ce  que 
doit  et  ce  (lue  |>ciit  être  un  ouvrage  de  Mathématiques  appli- 
quées. I^-   1^- 


(')  Il  convient  d'ajouter  (|iif  i'iininciise  majorité  des  relations 
rencontrées  dans  la  pratique  s'odient  de  prime  abord  sons  forme 
d'équations  d'ordre  noniosrapliiiiue  3  ou  '(  jninr  lesquelles  la  solu- 
tion complète  a  été  donnée  par  .NLM.  d'Ocagne  cl  (.'.iark. 


(     ^H<S     ) 
Le(;0>S    KLKMK-M'AIUKS  SUR    LA    TlIKOllir.    DES    F0>CT10-\S 

ANALVTiQiES,  [)ar  M.  Edouard- A.  Fouet.  •2''  édition, 
entièrement  refondue.  Tome  1  :  Les  fonctioivs  en 
GÉKÉnAL.  I  vol.  in-8  de  xiii-i  12  pages.  Paris,  Gauthicr- 
Villars,  19017.  I^-i\  ;  3'^^5o. 

Dans  celle  deuxième  édition  de  ses  intéressantes  Leçons, 
rameur  a  mis  à  contribution  les  recherches  les  plus  récentes 
sur  la  Théorie  des  Fonctions.  On  sait  quelle  place  d'honneur 
occupe  cette  doctrine  dans  les  travaux  des  géomètres  contem- 
porains. Les  personnes  curieuses  de  s'y  initier,  qui  n'ont  pas 
le  loisir  d'aborder  les  Mémoires  originaux,  ou  qui  craignent 
de  s'y  perdre,  liront  avec  le  plus  grand  profit  le  résumé  clair 
et  substantiel  de  M.  Fouet.  Les  démonstrations  ne  figurent 
pas  toutes,  et  l'exposé  est  parfois  forcément  un  peu  som- 
maire. Mais  de  nombreuses  notes  renvoient  aux  sources  le  lec- 
teur désireux  de  compléter  sur  certains  points  les  indications 
du  texte. 

Le  volume  qui  vient  de  paraître  comprend  deux  Chapitres, 
intitulés  :  les  Fonctions  en  général,  et  les  Fonctions  ana- 
lytiques. Le  premier  Chapitre  est  consacré  à  l'examen  des 
notions  de  nombre,  de  fonction  et  de  limite.  Vient  ensuite 
un  aperçu  de  la  Tliéorie  des  ensembles,  considérée  surtout 
dans  ses  parties  actuellement  applicables  à  l'Analyse,  puis  une 
étude  de  la  Classification  des  fonctions.  Le  second  Chapitre 
concerne  les  Fonctions  continues,  les  Fonctions  analy- 
tiques en  an  point,  les  Fonctions  (t/ialytiques  dans  un  do- 
maine. K.  B. 


Exercices  de  Géométiue  comprenant  V Exposé  des 
méthodes  géométriques  et  2000  questions  résolues, 
par  F.  G. -M.  —  4'  édition,  190-.  Tours  et  Paris, 
Marne  et  Poussielaue. 


■&• 


Les  Nouvelles  Annales  ont  rendu  compte  des  éditions 
précédentes  (1S8),  p.  5i6;  1896,  p.  i,'i(]).  L'Intermédiaire  des 
Mathématiciens  a  cité  cet  Ouvrage  à  diverses  reprises,  no- 

tamnii^iil    en   1907,  pngo   1  \>.  Il    non-;  sufllra   (Imic  do  dire   (jue 
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la  (jiiatriètne  l'ilition  présente  les  aiiiélioralions  suivantes  : 
les  renseii;iieiiienls  l)ibli(jfiiaitliiqiies  ont  été  notableuietit 
augmentés,  grâce  surtout  à  V Intermédiaire  des  Malhéniati- 
ciens  et  à  divers  autres  périodiques  (').  Ces  mêmes  Ouvrages 
et  des  reclierclies  personnelles  ont  fourni,  en  outre,  des 
questions  nouvelles  en  assez  grand  nombre. 


CEItiiFICATS  m  MATIIÉiMATIQLES  GÉ\ÉRALES. 


Caen. 


Éi'REiVE  ÉCRITE.  —  I.  Déterminer  les  constantes  p,  q  de 
manière  que  la  fonction  (x--i- px  -h  q)  e--^'  admette  une 
fonction  primitive  F(.r)  s'annulant  pour  x  infini  et 
ayant  i  pour  racine  double. 

Construire  la  courbe  y  =  ^^{x)  :  points  d' inflexion. 

Dire  si  la  série  dont  le  terme  général  u,i  est  égal  à 
—  F(«)  est  convergente. 


Un  trouve  />  =  |,  y  =  >,  lim =  -.  i 

Un  e    I 


II.    Un  point  M,  de  masse  i,  est  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  sur  la  cardioïde 

/•=«(!-+-  cosO  ); 

,      ,      ,    ia^       , 
//  est  attiré  vers   le  pôle  par  une   force   égale  a  —^  ;   a 

l'instant  initial,  il  est  sur  l'axe  polaire,  nu  sommet  de  la 

cardioïde.    avec    une    vitesse    -.     Loi    du    mouvement    du 

l'oint  M  :  pression  sur  la  cardioïde. 


(')  Nous  devons  signaler  une  petite  erreur  de  date  à  la  pa^-e  •}. 
<:est  en  iXgfi  (et  non  en  1901)  que  M.M.  Laisanl  et  Antomari 
piireiit  la  direction  de-  .Xouvelles  Annales  île  Afat/icmatir/ues. 


(    520    ) 
(  L'intégrale  des  forces  vives  donne 


dr-  /•»  4cosH0 

la  pression  sur  la  courbe  est  nulle.) 


(Novembre  1907.  ) 


Lille. 


I.  -   ALGÈBRE    ET  GEOMETRIE  ANALYTIQUE. 

1.  Ox,  Oy  étant  deux  axes  de  coordonnées  rectan^'u- 
laires  dans  un  plan,  construire  la  courbe  (F)  représentée 
par  V équation 

xy-  ==  ^a-{'ia  —  x). 

2.  M  désignant  un  point  qui  se  déplace  sur  la  courbe  (F;, 
étudier  la  variation  de  l'aire  du  rectangle  (R)  dont  les 
côtés  sont  parallèles  aux  axes  Ox,  Oy  et  dont  O  et  M 
sont  deux  sommets  opposés. 

3.  Calculer  l'aire  de  la  sur/ace  plane  (S)  limitée  par 
Oa-,  Oy,  la  courbe  {V)  et  la  parallèle  àOx  menée  par  M; 
calculer  également  le  volume  qu'elle  engendre  en  tour- 
nant autour  de  Oy. 

4.  Exprimer  la  longueur  de  la  sous-tangente  corres- 
pondant à  un  point  y\  en  fonction  des  coordonnées  de  ce 
point;  montrer  que  cette  longueur  varie  proportionnelle- 
ment au  carré  de  l'aire  de  (K)\  former  et  intégrer  l'équa- 
tion dij/'érentielle  des  courbes  jouissant  de  cette  dernière 
propriété. 

5.  Calculer  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  Oy 
de  la  surface  (S)  supposée  recouverte  d'une  couche  infi- 
niment mince  d'une  matière  pesante  et  homogène. 

II.    -    MKCAMQUE. 

1.    Travail  des  forces  appliquées  à  un  point   matériel. 
On  étudiera  seulement  les  questions  suivantes  : 
1°  Expression  analytique  du  travail  élémentaire; 
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2"  Travail  pour  un  déplacement  Jini  dans  un  champ  où 
il  existe  une  fonction  de  force  : 

3"  Propriétés  des  surfaces  de  niveau. 

"1.  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  se  mouvoir 
sans  frottement  sur  une  hélice  à  axe  vertical;  ce  point  est 
attiré  par  un  point  fixe  0  de  l'axe  de  l' hélice  proportion- 
nellement à  sa  distance  à  ce  point  : 

i"  Trouver  la  position  d'éciuilibre  A  du  point  M  sur 
l'hélice  eu  égard  à  son  poids  p  et  à  la  force  attractive  F 
exercée  sur  lui  par  le  point  0  ; 

2°  En  supposant  qu'on  abandonne  le  point  considéré 
à  lui-même,  sans  vitesse  initiale,  dans  une  position  déter- 
minée Mo,  trouver  sa  vitesse  dans  une  position  quelconque  M 
en  fonction  de  l'arc  AM.  (Novembre  1907.) 

Toulouse. 

Epreuve  écuite.  —  I.  Un  cylindre  homogène  de  rayon  K 
est  mobile  autour  de  son  axe  supposé  fixe  et  horizontal. 
On  désigne  par  A  le  moment  d'inertie  du  cylindre  par 
rapport  à  son  axe.  Un  fil  de  masse  négligeable,  fixé  au 
cylindre  par  une  de  ses  extrémités,  est  enroulé  un  grand 
nombre  de  fois  autour  du  cylindre.  Son  autre  extrémité 
pend  librement  et  porte  un  poids  P.  Des  ailettes  de  masse 
négligeable,  fixées  au  cylindre,  éprouvent  de  la  part  de 
l'air  une  résistance  qui  se  traduit  par  un  couple  dont 
l'axe,  dirigé  suivant  l'axe  du  cylindre,  est  proportionnel 
à  la  vitesse  angulaire  du  cylindre. 

Trouver  le  mouvement  du  système  partant  du  repos. 
Que  devient  ce  mouvement  au  bout  d'un  temps  suffisam- 
ment long'.' 

II.  Soit  la  courbe  C  définie  en  coordonnées  rectangu- 
laires par  les  équations 

x=:aco^t,         y  =  as'ii\t.         :  =^  au, 

où  t  est  un  paramètre  variable  et  u  une  fonction  donnée 
de  ce  paramètre  : 

\"  Ecrire  les  équations  de  la  tangente  et  l'équation  du 
plan  oscillateur  en  un  point  de  la  courbe  (i. 


(     -^22    ) 

V  Soit  A  le  point  où  cette  tangente  coupe  le  plan  des  xy. 
Déterminer  la  fonction  u  de  façon  que  le  point  A  décrire 
une  circonférence  ayant  pour  centre  l'origine.  Soit  Ci  la 
courbe  cjui  correspond  à  ce  choix  de  la  fonction  u  et  qui 
passe  par  le  point  x  =  a,  y  =^  o,  z  ^=  a. 

Construire  la  projection  de  Ci  sur  le  plan  des  zx. 

3°  Rectifier  la  courbe  Cj. 

4"  u  étant  de  nouveau  une  fonction  quelconque  de  t 
comme  dans  la  première  partie,  déterminer  cette  fonction 
de  façon  que  le  plan  osculateur  fasse  un  angle  constant 
arec  l'axe  des  z. 

Épreuve  pratique.  —  Trouver  avec  trois  chiffres  signiji- 
catifs  les  deux  racines  réelles  de  l'équation 

x- —  lo  \o'j^x  —  3  =  <), 

où  log\r  désigne  le  logarithme  dans  la  base  lo  de  x. 

(  Juillet  1907.  ) 

Épreuve  écrite.  —  1.  Soit  une  plaque  rectangulaire,  pe- 
sante, non  homogène,  dont  les  côtés  ont  pour  longueurs  a 
et  b. 

On  la  fait  osciller  successivement  autour  de  chacun  des 
([uatre  côtés  rendu  horizontal,  et  l'on  mesure  chaque  fois 
la  durée  des  petites  oscillations.  Soient  Tj.  To,  T3,  Tj  ces 
quatre  durées. 

En  supposant  connue  l'intensité  g  de  la  pesanteur, 
déduire  des  données  précédentes  le  centre  de  gravité  de  la 
plaque. 

II.  Soit  la  droite  représentée  en  coordonnées  rectangu- 
laires par  l'équation 

x^ixàt — j^cos/  =  «, 

où   t  est  un  pariunètre  variable  et  u  une  fonction  de  ce 

paramèAre  : 

1"  Calculer    les   coordonnées   du  point  M    où    la   droite 

touche  son  enveloppe  ;  calculer  le  rayon  de  courbure  de 

l'enveloppe  au  point  M  ;   indiquer  la  signification  géomé- 

,  .   ,  du 

trique  des  quantités  t,  u  et  —r-' 


[    j:<.»    ) 

>."  Quel  II'  (/oit  être  la  fonction   u  j>our  (/iic   le  rayn/i   de 

mibiire  o  soit  une  fonction  linéaire  as -h  h  <tc  l'arc  s  de 

/(t  courbe  y  Montrer  que  l'expression  troiu'ée  pour  u  peut 

se  sinipti fier  par   un  choLv  convenable   de   l'origine  des 

cdordon/iées. 

III.  Construire  les  courbes  représentées  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'écjuation  différentielle 

dx  y 


(  Novcinbro  i()o7.  j 


CERTIFICATS  HE  CALCUL  DIFFÉIIE\TIEL  ET  IHEGRAL. 


Besançon. 


ÉpBEBVE  TiiÉORiQLE.  —  Considérant  la  surface  ayant 
pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

z  ^^  y  ^\nx. 

1"  Déterminer  les  lignes  asymptoCiques  y  {autres  que 
les  génératrices  rectilig'nes)  et  montrer  qu'elles  coupent 
orthogonalement  la  génératrice  Oy. 

■>"  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  •;. 

3"  En  un  point  AI  de  Oy  passe  une  courbe  •(.  Déterminer 
le  centre  de  courbure,  le  rayon  de  courbure  \\  et  la  droite 
polaire  A  de  •;  au  point  M. 

i"   Variation  de  R  quand  M  décrit  Oy. 

j"  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  décrite  par  A 
quand  M  décrit  Oy. 

Ki'RKl  VI-;  Pii.vTiQLE.  —  Calculer  l' intégrale  ilouble 
J  J    -/-"4-v/r 


(  •■'•-^i  ) 

étendue  à  l'aire  du  triangle  limité  jiar  les  trois  droites 


X  =    I, 

)'  =  (). 
x  —  1'  —  a  =  o 

(()  <  r/    :;  iV 


Valeur  limite  pour  a  =■  o. 


(Juin   njoj.) 


ÉpniiivE  TiiKORiQiK.  —  I.  Intégration  des  équations  dif- 
férentielles linéaires  et  homogènes  à  coefficients  con- 
stants. 

II.  Déterminer  une  surface  S  vérifiant  Véquation  aux 
dérivées  partielles 

Oz  <):■ 

Ox       "    Oy        ^ 

et  passant  par  la  courhe 

X  =JI', 

z  =  xK 
Chercher  les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface. 
EpKKiVE  PRATIQUA.  —   On  Considère  la  courbe  unicursale 


I  —  /2 


y  =^ 


/II  —  /-) 
n-  /-^     ■ 


{    .'):>.  5    ) 
ef.  sur  ellcy  deux  points  A  cl  15  ctirrespondant  au.r 

/i  =  Uinga.  /.  =  tan<;P, 

-  -  <a<— ^,        I'  <  |i<  !:. 

iJcIcrminer  l'aire  ilu  triangle  ruiiilignc  AUlJ. 

(Novembre  1907.) 

Dijon. 

l'nKMiKKic  QtKSTiox.  —  On  considère,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, le  cylindre  d'éciaation  y  =  x",  où  11  est  une 
constante  donnée.  Trouver  une  courbe  située  sur  ce  cy- 
lindre, et  telle  que  le  plan  osculateur  en  chaque  point  M 
de  celte  courbe  passe  par  la  projection  orthogonale  P 
de  M  sur  l'axe  Oy. 

G  étant  une  courbe  possédant  cette  propriété,  on  consi- 
dère la  surface  engendrée  par  la  droite  MP  quand  M 
décrit  G.  Trouver  les  lignes  asymptotiqiies  de  cette  sur- 
face. 

Deuxième  ol'estiox.  —  Intégrer  l'équation 

4^  -^  P(x)(v'--x-i)  =1  =  0, 
dx 

où  Vix)  est  une  fonction  donnée  de  x. 

Chercher  quelles  conditions  doit  remplir  P  pou/-  que 
l'équation  n'admette  en  y  que  des  solutions  qui  soient 
fonctions  rationnelles  de  x.  (Juillet  1907.) 

I.  Exposer  la  théorie  des  lignes  géodésiques  d'une  sur- 
face, en  se  bornant  à  la  définition  de  ces  lignes  par  la 
propriété  du  plan  osculateur,  et  laissant  de  côté  ce  qui 
concerne  les  questions  de  minimum  de  dislance. 

H.  Former  l'équation  différentielle  de  lignes  géodé- 
siques et  Thélicoïde  engendré  par  une  droite  qui  rencontre 
constamment  une  hélice  circulaire  donnée  ainsi  que  son 
axe,  et  qui  reste  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Montrer  qu'on  peut  intégrer  cette  équation  par  les 
fondions  cllijiliijues.  i  NovciulM'e  1907.) 
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Grenoble. 

Composition.  —  Une  surface  S  est  définie  par  les  équa- 
tions 

•  fi 

(  IJ  x  = -,  y  =  '^x^  z  =  y.-i-ux, 

"a 

dans  lesquelles  a  est  une  fonction  donnée  des  deux  para- 
mètres arbitraires  a,  p.  On  demande  :  i"  les  équations  du 
plan  tangent  et  de  la  normale  en  un  point  c?e  S  ;  2°  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  c(symptotiques  de  cette  sur- 
face. 

On  remarquera  :  3°  que  les  courbes  coordonnées 

a  =  const.,         fi  =  const. 

xont  conjuguées,  et  l'on  montrera  :  f\"  que  la  développable 
circonscrite  à  S,  le  long  d'une  courbe  a  =  consl.,  est  un 
cône  dont  le  sommet  est  sur  O  z\  et  5°  que  dans  le  cas  où 
la  fonction  u  est  donnée  de  la  forme  u  =  AB  -h  aBi-f-  Bj, 
A  ne  dépendant  que  de  a,  et  B,  Bj,  B,  seulement  de  p,  la 
développable  circonscrite  à  une  courbe  ^  =  const.  est  aussi 
un  cône. 

Enfin  G"  on  fera  voir  que,  dans  le  cas  où  les  fonctions 
Bi  et  B2  sont  linéaires,  la  détermination  des  lignes  asymp- 
totiques  ne  déj>end  que  de  simples  quadratures. 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 
(px  -f-  qy  —  :■)-  (ar^-f- j2j  —  ^.[px  -+-  qy  —  z)  ~  p-—  q-  =  o. 

(Noveiiibie  11)07.) 

Nancy. 

Epreuve  écrite.  —  I.  On  considère  la  fonction  f{u),  où 
l'on  a  posé,  pour  abréger,  u  =  \/x^-^-y'^-j-z'^  ;  on  demande  : 
1"  De  calculer  en  fonction  de  u  l'expression 

Ox-        f)y'^        Oz-  ' 


(  ^^7  ) 

■>."  D'éva/itcr  lintéi^rale  triple 

étendue  au  vola/ne  compris  entre  deux  sphères  ayant 
pour  centre  l'origine  et  pour  rayons  a  et  b  : 

3"  De   déterminer    la    fonction   f{u)    de  façon   quelle 
satisfasse  à  l'équation 

ày        à\f    ^    d\f    ^     ,  fi^^-i^yi^.^.)  ^^ 
dx^        dy-        dz^        \        x-  —  y--^z' 

II.  Définition  et  détermination  du  plan  osculateur. 

m.  Par  chaque  point  M  de  la  courbe  représentée  par 
les  équations 

x=t,        y  =  t'-,         z  =  t\ 

on  trace  la  droite  D  parallèle  au  plan  xOy  et  rencon- 
trant l'axe  Oz.  Montrer  que  cette  droite  est  contenue  dans 
le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  M.  Déterminer 
les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  lieu  de  la  droite  D. 

(Octobre  1907.) 


QUESTIONS. 


:2084.  Étant  donnés  un  tétraèdre  orthocentrique  ABCD  et 
un  point  M  de  la  sphère  circonscrite,  les  parallèles  à  .MA,  MB, 
MC,  MD  menées  par  l'orthocentre  H  rencontrent  les  plans 
des  faces  correspondantes  en  quatre  points  ssitués  dans  un 
même  plan,  et  ce  plan  partage  le  segment  MH  dans  le  rapport 
de  51  à   I   (  '  ).  ^G.   FONTENK.) 


(')  Celte  question  est  rexlensioii  à  l'espace  de  la  question   .Jll'iCi. 
posée  par  M.  Sondât  et  résolue  dans  le  numéro  de  juillet. 


(    028    ) 

2083.  Soient  U  et  V  deux  quadriques  ayant  en  commun  une 
droite  -;;  soit  ^  une  génératrice  de  U  du  même  système  que  y, 
soit  a  une  génératrice  de  V  du  même  système  que  •;.  Un  plan 
passant  par  y  contient  encore  une  génératrice  a;  de  U,  une 
génératrice^  de  V;  les  deux  plans  (.r,  P)et  {y,  a)  se  coupent 
suivant  une  droite  s;  quel  est  le  lieu  de  cette  droite  lorsqu'on 
fait  varier  le  plan  mené  par  y?  G.  F. 

208G.  Soit  OGA  un  triangle  rectangle  en  G  et  tel  que 
CA  =  .îCO  ;  sur  OC,  à  partir  du  point  O,  et  du  côté  du  point  G. 
on  prend  OS  =  OA  et  l'on  mène  par  0  une  parallèle  à  AS 
qui  rencontre  en  B  le  prolongement  de  AG, 

AS  est  le  côté  et  CB  l'apothème  du  pentagone  régulier 
inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  GA. 

es  est  la  hauteur  d'une  pyramide  régulière  à  base  penta- 
gonale  et  telle  que  l'arcte  SA  est  égale  au  côté  de  la  base: 
OS  est  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  cette  pyramide. 

AS  est  le  côté  de  licosaèdre  régulier  inscrit  dans  la  sphère 
de  rayon  OS;  SBO  est  la  moitié  de  langle  dièdre  de  cet 
icosaèdre.  (E.  Lacour.) 


ERRATUM. 


Page  397  :  la  nialrice  (1)  ne  doit  pas  être  égalée  à  zéro. 


(  5^9  ) 

[R8e] 

A  PKOPOS  Di:S  ÉOIA riO\S  DE  M  AIM»ELL  ; 

Par  m.  Emile  GOTTON. 


Les  pages  suivantes  conliennenl  deux  remarques 
relatives  :  \°  au  calcul  de  l'énergie  d'accélération  d'un 
sj'stème  ;  2°  à  la  détermination  des  réactions  corres- 
pondant à  l'addition  de  nouvelles  liaisons  dans  un 
système  gêné,  quand  il  n^y  a  pas  frottement. 

1.  Considérons  un  système  matériel  dont  la  position 
est  caractérisée  par  les  valeurs  de  A"  +  5  paramètres 
^1»  •  •  •,  Ç/r+s'  Supposons  de  plus  ces  paramètres  liés  par 
les  s  équations 

(1)  dg/r-i-i=  Xijdçi-^. .  .-h  tikdqk-^  t/dt         (  i  =  i,  2, . . .  ,s), 

auxquelles  nous  conserverons  la  forme  différentielle 
sans  rechercher  si  elles  peuvent,  en  totalité  ou  en  partie, 
être  remplacées  par  des  relations  finies. 

Le  système  a  un  degré  de  liberté  égal  à  k]  écrivons 
les  équations  du  mouvement,  autres  que  (i), 

(•2)  Pa=Qa         (h=  i,-i,...,k). 

en  admellant  que 

Ci)  Q,S9,  +  ...-t-QAû<7A 

représente  le  travail  virtuel  des  forces  agissant  sur 
te  système,  pour  un  déplacement  infiniment  petit 
caractérisé  par  0^,,  0^2,  •  •   ?  ^<7a,  •  •  •>  S^a-k,  où 

^qk-i-i=  a/j  8^1  -(-. .  .-+-  '3-ik^qk-\ 
Ann.  de  Mathéniat.,  4*  série,  t.  VII.  (Décemlire  1907.)       34 


(  53o  ) 
Si  les  liaisons  sonl  sans    (rollement,   les    forces  de 
liaison  disparaissent  dans  lexpression  (3). 

L'expression 

(4)  P,ory,^...-|-P^oy/, 

représenLe  alors  le  travail  virtuel  changé  de  signe 
des  forces  d' inertie  qui  correspondent  à  un  mouve- 
ment quelconque  compatible  avec  les  liaisons. 

Cette  interprétation  des  premiers  membres  des 
équations  du  mouvement  rend  intuitive  l'importance 
des  équations  de  la  Mécanique  analytique  pour  les  pro- 
blèmes de  Mécanique  appliquée,  où  les  forces  d'inertie 
ont  souvent  la  même  importance  que  les  autres.  A  un 
autre  point  de  vue,  elle  met  en  éviden;j(;  le  caractrre 
invariant  de  l'expression  (4). 

2.  M.  Appell  (*)  a  montré  que  les  expressions  I*,. 
Pa,  ...,  Pa  peuvent  s'obtenir  à  l'aide  de  l'énergie 
d'accélération  2 S  du  système  exprimée  au  moyen  des 
dérivées  secondes  des  paramètres  à  variations  indé- 
pendantes q\ ,  q'-it  •  •  ••>^fk-  ^"  ^ 

Or,  S  est  une  fonction  du  second  degré  de  ces 
dérivées,  et  nous  pouvons  écrire 

o  =  02  r'"  ^1  "^  ^0' 

Sa,  S,,  So  désignant  respectivement  l'ensemble  des 
termes  de  degré  2,    i,  o  par  rapport  à  ^y", ,  ...,q\.  Le 

(')  Voir  le  Tome  il  de  la  deuxième  édition  de  son  Traité  de 
Mécanique  rationnelle,  pour  Ih  bibliographie. 


(  y-^^  ) 

calcul  lie  So  esl  imililo  poiii- la  lornialion  des  éqnalions 
de  iM.  Appel I. 

On  a,  d'après  le  ihéorème  d'Eiiler, 

(6)  ^"iP,-f-...-^^;.PA  =  2S2-i-S,, 

de  sorte  que,  sî  par  un  procédé  quelconque  on  a 
obtenu  les  équations  du  mouvement  sous  la  forme 
expliquée  au  n°  1,  il  sera  facile  de  calculer  la  partie 
utile  de  l'énergie  d'accélération  :  on  calcule  l'expres- 
sion çr'î  P, +...-(- ^'^P/t,  on  double  les  termes  du 
premier  degré  par  rapport  aux  q"  dans  le  résultat 
obtenu  et  l'on  supprime  les  termes  indépendants. 

3.  Par  exemple,  dans  le  cas  d'un  solide  mobile 
autour  d'un  point  fixe,  rapporté  à  ses  axes  principaux 
d'inertie,  en  adoptant  les  notations  classiques,  les  équa- 
tions d'Euler 

B  ^  +(A-G)/7>  =  M, 

donnent,  en  prenant  des  paramétres  \,  [jl,  v  définis  par 
les  équations  différentielles 

^'  =  P^        '/  =  1>        '''  =  '■' 

et  observant  que  L8X -+- Moijl  H- iN  ov  représente   bien 
le  travail  virtuel  des  forces  agissant  sur  le  solide, 

2S  =  A)."2-+-7.(C  — B)jji'v'X"-i-B(jL''ï-t-2(A  —  Ov'XV 

-+-Cv"î  +2(B-AJvVX"-..., 

es  termes  non  écrits  étant  inutiles. 


(  532  ) 

4.  Plus  généralement,  considérons  un  solide  S  rap- 
porté à  des  axes  Gxyz  passant  par  son  centre  de 
gravité,  mobiles  à  la  fois  par  rapport  à  S  et  par  rapport 
à  l'espace  fixe  (  '  ). 

Soient  P,  Q,  R  les  projections  de  la  rotation 
instantanée  du  Irièdre  Gxyz;  />,  q,  r  celles  de  la 
rotation  du  solide;  //,  c,  iT'  celles  de  la  vitesse  de  G. 
Appelons  M  la  masse  du  solide,  A,  B,  C,  D,  E,  F  ses 
moments  et  produits  d'inertie  relatifs  aux  axes  (ces 
dernières  quantités  peuvent  varier  avec  le  temps),  et 
enfin  îXi,  fj,  %,  41»  ^^J^?  ^  les  coordonnées  pluckériennes 
du  dyname  agissant  sur  X. 

Les  équations  générales  du  mouvement  sont  celles 
du  mouvement  du  centre  de  gravité 

i  M(«'  -f-Qtv  — Rc)  =X', 
(7)  ^H^'  +R"-P«')=.5, 

(  M(w'  ^Pv  — Qm)  =  20, 
et  en  posant 

2Tr=  Ap'^^Bg^-^  C/*— aDgr/  —  ■j.Erp  —  iFpq, 
oTr  àJ,.  dTr 

"''^'à^'  ^^^"d^'  ^^^^' 

celles  du  mouvement  autour  du  centre  de  gravité 


d(7 
~di 


-^--QT,-Rcr^=4:, 


(8)  {  ^  +R7^-Pcr,=  .m, 

Prenons  des  paramètres  définis  par 

c/qi=  udt,         dqi^i'dt,  ...,         dq^—rdl, 

(')  On  ramène  aisément  le  cas  d'axes  quelconques  au  cas  exa- 
miné dans  le  texte. 
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et  écrivons  uùt,  . . .  ,  rot  à  la   place  de  6^, ,  .  . . ,  Sçrg, 
puis   u',  . . .  ,  /•',    u,  .  ..  ,  r,  à   la  place    de  q],  .  . . ,  ql, 
q\,  ...,  ^g.   Le  Iravail  virtuel  du  d_yname  agissant  sur 
le  solide  est 

et  les  termes  utiles  de  l'énergie  d'accélération  2 S  sont 
donnés  en  multipliant  par  2  les  termes  utiles  de 

S  =       M[u'(u'-+-  Qtv  —  Rp)—  v'  {v'  -+-  Ru  —  Pw) 

-\- w' {(V' -+-    Pv   Q")] 

—  |[M(m'2  _j_  ^, -i,^  ir'2)-4-  A^'^-t-  Bgr'2H-  Cr'» 

—  iD^'r' —  2  E /•'/)'  —  2Fp'q'] 

En  définitive,  nous  trouvons  l'énergie  d'accélération 
pour  un  solide  libre  en  utilisant  les  équations  géné- 
rales de  son  mouvement.  Le  résultat  trouvé  servira  à 
écrire  les  équations  du  mouvement  d'un  solide  gêné  en 
évitant  l'élimination  des  forces  de  liaison,  élimination 
tlont  ou  ne  peut  se  dispenser  si  l'on  emploie  exclusive- 
ment les  équations  générales.  De  plus,  on  peut,  dans  le 
cas  (l'un  solide,  déterminer  le  djname  des  forces  de 
liaison,  s'il  n'y  a  pas  frottement  en  dirigeant  conve- 
nablement l'emploi  des  méthodes  de  Lagrange  ou  de 
M.  Appell.  C'est  ce  qui  va  résulter  d'une  proposition 
plus  générale  que  nous  allons  établir. 

0.  Considérons  un  système  matériel  sans  frotte- 
ment Ik+s  *Jonl  le  degré  de  liberté  soit  k  -h  s]  soient^,, 
Ça,  •  • . ,  qis+s  'es  paramètres  à  variations  indépendantes. 
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Soit  2  S  l'énergie  d'accélération.  Ecrivons  les  équations 
du  mouvement 


(lo) 


=  ^k+i,  ■■■:  -—r, —  =  V>A-l-.<- 


àgk^x  Oqk+s 


Sans  changer  les  forces  données,  ajoutons  de 
nouvelles  liaisons  sans  frottement,  que  nous  supposons 
traduites  par  s  équations  que  nous  prenons  sous  forme 
différentielle  (peu  importe  que  ces  liaisons  soient  ou 
ne  soient  pas  exprimables  en  termes  finis).  Soit  S/;  le 
système  obtenu.  La  méthode  de  M.  Appell  permettant 
de  faire  un  changement  des  variables  q,  telles  que  les 
nouvelles  variables  soient  liées  aux  anciennes  par  des 
équations  aux  dilTérentielles  totales  ne  formant  pas 
nécessairement  un  système  complètement  intégrable, 
nous  pouvons  supposer  qu'un  tel  changement  de 
variables  a  été  fait  de  façon  que  les  s  équations  des 
.liaisons  nouvelles  soient  précisément 

(  1 1)  dqi,^i  =  o dqk+s  =  o. 

Les   paramètres,  indépendants  sont  maintenant   ^,, 

Çii  •••»  Çk'   L'énergie  d'accélération    2  S  du  nouveau 
système  se  déduit  de  celle  de  l'ancien  a  S  en  v  faisant 

(12)  q'^^^=...=  g'^.^,^  O, 

Les  nouvelles  équations  du  mouvement  sont 

Q,,...,Qa  désignent  ce  que  deviennent  Q) ,...  ,  Qa 
.quand  on  tient  compte  des  équations  (12). 
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Or,  le  mouvement  de  S^t  peut  être  considéré  comme 
un  mouvement  de  2;^^,  sous  l'action  des  forces  données 
antérieurement  et  de  forces  nouvelles  dues  aux  liaisons 

ajoutées.  Désignons  alors  par  ( -— : —  ),  ■  •  • ,  ( |,ce 

■'  "^  *      \àgk+J  \àg'%+sJ 

que  deviennent -T-^; — ,   •••,  -— — quand  on  (ail  iiiter- 

venir  les  relations  (i2)et(i3);  Qa+ji  ...,  Qa+j  corres- 
pondant de  la  même  façon   à  Qa^.),   ...,  Qa+^ç,  posons 


<'^^  ''^•+'  =  <d^i:7;-Q^-^"     •••'     Qw.=  (;7:T-)-Q>^^-x. 


L'expression 

(  •  ^  )  Qa-+  1  §9- A-+I  -I-  .  .  .  -I-  Q!k+s  ^k+s 

représente  le  travail  virtuel  des  forces   'dues    aux 
lia  isons  ajo  u  t  ée  s . 

Ce  résultat  s'applique  aussi  bien  aux  systèmes  holo- 
nomes  et  aux  équations  de  Lagrange  lorsque  les  liai- 
sons ajoutées  sont  exprimables  en  termes  finis.  On 
choisit  les  variables  de  telle  façon  que  les  liaisons 
ajoutées  se  traduisent  par  les  équations 

(i6)  gk+i  =  qhi,-      •••,       q/.+s=gk+s^ 

les  ^"  désignant  des  constantes.  A  la  place  des  déri- 

()S                 ,                       .             d  /    dT   \           âT 
vees  —-y. —  on   a   les    expressions     -j-     —-, —  )  —  -; » 

àqk+i  ^  <Jt   \<>qk+i/  àqk+i 

OÙ  2T  désigne  la  force  vive  de  S/r^^. 

On  observe  que  la  mélhode^  précédente  revient  à 
combiner  celle  des  multiplicaleurs  de  Lagrange  avec 
un  changement  de  vaiiables  convenable. 

On  peut  appliquer  la  méthode  précédente  à  un  solide 
gêné  en  partant  du  solide  libre  (Â" +  5=  6).  Le  dyname 
des  réactions  est,  comme  on  sait,  complètement  déler- 
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miné  par  l'expression  de  son  liavail  virluel  pour  un  dé- 
placement quelconque  du  solide. 

6.  Exemple  I.  —  Un  solide  de  révolution  homo- 
gène et  pesant  est  mobile  autour  d'un  point  O  de  son 
axe,  qui  est  fixe.  On  demande  quel  couple  il  faut  ap- 
pliquer au  solide  pour  que  son  axe  décrive  un  cône 
déterminé  S,  cette  liaison  étant  sans  frollemenl. 

Conservons  les  notations  classiques  du  problème  de 
Lagrange  et  de  Poisson,  telles  qu'elles  sont  indiquées 
dans  le  Traité  de  M.  Appell.  Supposons  le  cône  donné 
par  une  équation  de  la  forme 

(17)   .  ^=n^)- 

Pour  appliquer  ce  qui  précède,  effectuons  le  chan- 
gement de  variables 

(18)  .|=^,+/(6); 
l'équation  (17)  devient 

(19)  4'i  =  «- 

La  force  vive  du  solide  non  soumis  à  cette  liaison  serait 

2T=     A!  [<}.',  -4-/'(0)6']-^sin2  0  4-e'îj 


et  l'équation  de  Lagrange  relative  à  <h^  serait 

d_ 
dt 


-y-|Asin20[4/',-+-/'(0)6'J4-GcosO;[(4/;+/'(0)0'Jcos0  4-<p';=o. 


Tenant  compte  de  l'équation  (19)  de  la  liaison  ajoutée 
le  premier  membre  devient 

(20)         ^lAsin2e/'(0)e'  +  Gcose[/'(0)6'cosO-+-(p']|  =  H. 
Il  resterait  à  faire  disparaître  les  dérivées  secondes 
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dans  1  expression  de  H  au  moyen  des  équations  du  mou- 
vement. 

Lorsque  'x>,  0,  -L,  varienl  respeclivemenlde  otp,  20,S'iy, , 
le  Iravail  virtuel  du  couple  cherché  est  H5t[i, .  1-e  moment 
de  ce  couple  est  nul  par  rapport  à  Oz  puiscpie  Oi  ne 
figure  pas  dans  cetle  e\|)re.ssion;  oh  n'y  (iguranl  pas, 
le  moment  du  couple  est  nui  par  rapport  à  l'axe  instan- 
tané de  rotation  correspondant  au  mouvemenl  où  8 
varie,  C2 restant  constant  [à  cause  de  (17),  <]>  varie  aussi]. 
Cet  axe  est  situé  dans  le  plan  normal  au  cône  S  passant 
par  l'axe  O:;,  ei,  puisque  le  moment  d\^  couple  est  nul 
par  rapport  à  deux  axes  de  ce  plan,  il  est  nul  par 
rapport  à  tout  axe  de  ce  plan.  L'axe  du  couple  est 
donc  normal  à  ce  pian;  le  moment  du  cou|)le  par 
rapport  à  Ozi  estdailieurs  H  ;  ce  qui  suffit  à  déterminer 
le  couple. 

7.  Exemple  II.  —  Une  sphère  homogène  S  se 
meut  en  roulant  sur  une  surface  fixe  S  sur  laquelle 
elle  ne  peut  ni  glisser  ni  pivoter.  Déterminer  les  réac- 
tions, en  supposant  que  le  mouvement  ail  lieu  sous 
l'action  d'un  certain  système  de  forces  données. 

Dans  le  cas  d'utie  sphère  homogène,  la  formule  (9) 
du  n"4  devient,  puisque  Â=B=:C  etqueD  =  E;=F=o, 

2S=     M[j<ui' — 2Qu'— aRt') -^-p'(^''   -t-?.Rm— aPw) 

■+-  w'iw'  -1-  2  P  f  —  2  Qzf)] 

(21)  {  -l-A[/)'(/)^-2Qr— 2Ry)-H^'(<7'H-2R/?  — 2Pr) 

^r'ir'-^-iVq-iÇ^p)] 

Les  équations  de  liaison  sont  ici,  en  désignant  par  a 
le  rayon  de  la  sphère  et  supposant  G;;  dirigé  suivant  la 
normale  commune  à  S  et  à  S  : 

(22)  u  —  aq=o,         i-^ap=o,         (»=o,  /•  =  o. 
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Nous  poserons  (  '  ) 

(■23)  u=  u,-i- acj,         v—Vi  —  ap, 

de  sorte  que  les  équations  {'J>-i)  deviennent 
(•24)  ^<|  =  o,         ('i  =  o,  w  =  o,         r=o. 

17         I  ^  du  du  du         du 

JtLn   olîservant  que  ^--=1,  —  =  —  =  —  =0.     . 

^        dui  (h'i         dw         dr  ' 

on  voit  que  les  premiers  membies  des  équations  de 
M.  Appell  relatives  aux  intégrales  fu^clt,  fi>i(/t, 
I  adt,  I  rdt  prises  comme  paramètres  sont 

Fi  =M(«'-hQ(ï'— Rp)  =  Ma(q'  ^  Rp)  a- . .  .=  F  ^.  . ., 
Hi=M  ((/-+-  R«_P(.  ,=  Ma(  —  p'^Rg)^...  =  H^..., 
K,  =M(tv'+Pt'  _  Q«)=  —  Ma(Py^  -^Q^)-f-...  =  K -+-..., 
L,  =  A(/'  +  P9  -  qp)  =  A(Pg  —  qp)  ^...  =  L  -^.... 

Les  |)oints  désignent  des  termes  qui  s'annulent  quand 
on  utilise  les  relations  (24)- 

Soient  a;,  3",  2ô,  4^,  OIL,  SK,  les  coordonnées  plucké- 
riennes  du  système  des  lorces  données;  en  désignant 
par  a,  S;,  v,Bt,  w^t,  pot,  qht,  rht  les  variations  infini- 
tésimales des  six  paramètres  adoptés  pour  le  solide 
libre,  le  travail  virtuel  des  forces  données  est 

=  [(4^— a  ^7  )/j -4- (OK -4- a  a:.)  çr -+- X /• -4- a;  M, -f- 17  pj -I- 2>  w]  o<. 
Celui  des  forces  de  liaison  est  donc 

[(F— ,X)w,+(H  -  J)(.,-t-(K  — 5i)(v-+-(L-  ^)r]U. 


(')  iP-y,'".  "pt',,»v  sont  les  coordonnées  pliickériennes  du  lorseur 
des  rotations  inslanianées  du  solide  rendu  libre  par  rapport  à  des  axes 
parallèles  aux  premiers,  mais  ayant  pour  origine  te  point  de  contact 
de  S  et  S. 
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Les  forces  de  liaison  constiluenl  par  suite  un  dj- 
name  réductible  à  une  force  unicpie  passant  par  le  point 
de  contact  de  projections  F  —  A^,  H — ij,  K  —  i,  et 
à  un  couple  de  moment  L  —  %  porlé  par  la  normale 
commune  G:;.  Dans  ces  <lernicres  expressions  il  (convient 
de  remplacer  encore  les  dérivées/;'  et  q'  |)ar  leurs  va- 
leurs tirées  des  équations  du  mouvement  (équations 
de  M.  Appell  relatives  au  mouvement  de  la  sphère 
-assujettie  aux  liaisons  et  aux  intégrales  1  pdt.  j  qdt 
prises  comme  paramèlres): 

(A+Ma2)(/)'— R^)z=4"— a-T, 
(  A-l-Ma2)(^'-+-Ryr,  )  =01L'H_  a.\.. 


[N'IK] 


Par  m.  Ch.  MICHEL. 


Je  me  propose  de  donner  une  nouvelle  démonstra- 
tion du  théorème  suivant,  dû  à  M.  Picard  : 

La  courbe  gauche  unicursaLe  de  degré  m  la  plus 
générale  dont  les  tangentes  Jont  partie  d'un  com- 
plexe linéaire  admet  2 (m  —  3)  points  où  la  tan- 
gente a-  avec  elle  un  contact  du  second  ordre  (  '  ). 

Les  tangentes  à  la  courbe  faisant  partie  d'un  com- 
plexe linéaire,  les  points  de  contact  des  plans  oscula- 
laieurs  menés  à  la  courbe  d'un  point  quelconque  P  de 
l'espace  sont,  d'après  un  théorème  de  M.  Appell,  les 
points  d'inlersection  de  la  couibo  avec  le  plan  polaire 

(')  K.  PicAUD,  Application  de  la  théorie  des  complexes  à 
l'élude  des  surfacea  et  des  courbes  gauches  {Annales  scienti- 
fiques de  l'École  Normale  supérieure,  1*^77). 
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du  point  P  par  rapport  au  complexe  linéaire  considéré, 
S)  donc  ni  est  le  degré  de  la  courbe,  ces  points  sont  au 
nombre  de  m.  La  classe  de  la  courbe  est  égale  à  son 
degré. 

Cela  posé,  déterminons  les  plans  qui  passent  par  le 
point  P  et  qui  rencontrent  la  courbe  en  trois  points 
confondus  en  un  seul.  Les  coordonnées  tétraédriques 
X,  y,  s,  t  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  s'ex- 
primenl  au  mojen  de  poljnomes  entiers  par  rapport  à 
une  variable  \  : 

et  l'on  peut  disposer  de  la  représentation  paramétricpie 
ou  du  tétraèdre  de  référence  de  façon  que  les  poly- 
nômes /,  g,  h,  k  soient  tous  les  quatre  de  degré  m. 
Soient  a,  p,  y,  S  les  coordonnées  du  point  P.  Si  u,  v, 
«',  s  sont  les  coordonnées  langentielles  d'un  des  plans 
cherchés,  on  a  d'abord 

i(y.-h  v'i  -+-  wy  -h  se  =  o. 

Ensuite,  le  paramètre  A  du  point  de  la  courbe  où 
viennent  se  confondre  trois  points  dintersection  de  la 
courbe  et  du  plan  est  racine  triple  de  l'équation 

a/(X)-4-(^^(X)-|-  w/i(X)-r-5A(À)  =  o. 

Autrement  dit,  si  l'on  rend  cette  équation  homogène 
par  l'introduction  d'une  variiible  [jl  qu'on  regarde 
ensuite  comme  égale  à  i,  X  vérifie  à  la  fois  les  trois 
équations 

à-if  0-^g  d^h  d-^k 


i)ki)\i.  0\d\i.  0\0\i  dXôi 

à^f  d^g  rP/f  f)ik 

d[i.^  c»|jL-  ()|ji2  ^),^■> 
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W  s'ensuit  que  A  est  l'une  quelconque  des  racines  de 
l'équation 


<i) 


a 

T 
d^/i 
dl^ 

Cl 

à\f 
ôl  dix 

d\dix 

d^h 

dl<hi 

dl  dix 

d^h 
du.'- 

d-^k 
dix' 

Celte  équation  est  de  degré  3(m  — 2).  Or,  quand 
le  point  P  varie,  elle  admet,  comme  nous  l'avons  vu, 
seulement  m  racines  variables.  Il  en  résulte  que,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  P,elle  admet  3 (m  —  2)  —  m 
c'est-à-dire  2(m  —  3)  racines  fixes.  Si  l'on  considère 
un  des  -^^m  —  3)  points  A  de  la  courbe  qui  ont  pour 
paramètres  ces  2(/n — 3)  racines  fixes,  il  existe  une 
infinité  de  plans  rencontrant  la  courbe  en  trois  points 
confondus  avec  ce  point;  autrement  dit,  tout  plan 
langent  à  la  courbe  en  ce  point  rencontre  la  courbe 
en  trois  points  confondus.  Comme  les  tangentes  à 
la  courbe  font  partie  d'un  complexe  linéaire,  les 
2{ni  —  3)  pinnls  A.  sont  les  points  où  la  tangente  a 
avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre.  Le  théo- 
rème esl  démontré. 

Pour  être  précis,  il  convient  de  montrer  que  l'équa- 
tion (i)  est  efTectivement  de  degré  3{ni — 2)  et  non 
de  degré  moindre,  si  la  représentation  paramétrique 
a  été  convenablement  choisie.  Posons 


/(X)  =  aoX"'-(-rtiA"'->-l-  «aX'"--^-. 
^(X)  =  6oX'«-H  6,X"'  »-H  62X"'  2-I-. 
h{l)  =  CoX"'-(-  c,  X"«->-l-CîX"'-2-H. 
kÇk)  =  rfo>>'"-H  rfiX'«->-l-rf2X'"-2-4-. 


On  a 
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àV 


=  (m  —  i)«iX"'-2-i-.  . ., 


(T) 


'im(  /n  —  {)2 


0 
d. 


dkd\L 

puis  des  expressions  analogues  des  dérivées  seconde!» 
de  g,  h,  k.  Il  s'ensuit  que  le  terme  en  \^irn~r  j^^^ 
l'équation  (i)  a  pour  coefficient 

a       P      Y 

«0       ^0       Co 

«1      6,      c, 
Oi     b^     r.. 

Si,  quelle  que  soit  la  position  du  point  P,  ce  coeffi- 
cient était  nul,  les  déterminants  du  troisième  ordre 
déduits  du  tableau  (T) 

^0  Co  rfy 

bi     Cl     di 
b-i     Ci     d^ 

seraient  simulianément  nuls.  Mais  je  dis  qu'il  en  résul- 
terait qu'au  point  de  paramètre  00  la  tangente  aurait 
avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre.  En  effet, 
exprimons  qu'un  plan  de  coordonnées  tangentielles  u, 
P,  w,  s  rencontre  la  courbe  en  trois  points  confondus 
avec  le  point  de  paramètre  co.  L'équation 

"/(>^)+  f  ^(X)  -+-  w  h(A)-hs/c(X)  =  o 

doit  avoir  trois  racines  infinies  ;  par  suite,  on  doir 
avoir  les  relations 

huq  -h  i>bo  -+-  wco  -+-  sdo  =  o, 
«a,  -t-  vbi  -+-  wci  -h  sdj  =  o, 
w«2  -t-  vb^  -f-  a-Ci  -t-  sf/j  =  o, 
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qui  sont  linéaires  et  homogènes  en  m,  t-,  tv,  s.  l^e 
tableau  des  coelficients  de  u,  i",  w,  s  est  justement  le 
tableau  (T).  Si  les  déterminants  du  iroisième  ordre 
déduits  de  ce  tableau  sont  tous  nuls,  les  équalious 
en  u,  r,  w,  s  admellenl  une  infinité  de  solutions  non 
proportionnelles  entre  elles.  11  existe  alors  une  infinité 
de  plans  rencontrant  la  courbe  en  trois  points  cou- 
fondus  avec  le  point  de  paramètre  oc.  I^a  tangente  en 
ce  point  a  donc  bien  avec  la  courbe  un  contact  du 
second  ordre.  Or,  il  est  possible  de  disposer  de  la 
représentation  paramétrique  propre  sur  la  courbe  de 
façon  que  la  tangente  au  point  de  paramètre  oo  ait  avec 
la  courbe  un  contact  ordinaire.  Par  suite,  la  représen- 
tation paramétri(^ue  étant  convenablement  choisie, 
l'équation  (i)  est  efi'ectiveineut  de  degré  3(/w  —  2). 
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SIU  [\\  illEOKÉME  KHLATIF  A  L\  HEFOKMATIOX 
DES  SIJIUACES  (lALCIIES; 

Par  m.  GHARFUSSE, 
Répétileur  au  Lycée  de  Nice. 


Les  Nouvelles  Annales  ont  publié,  d;ins  le  numéro 
de  février  1889,  une  JNote  de  M.  Amigues  sur  l'équation 
générale  des  surfaces  réglées  dont  la  ligne  de  stiiction 
satisfait  à  certaines  conditions  et,  dans  le  numéro  de 
novembre  1896,  une  Note  fin  même  auteur  sur  les  sur- 
faces gauches  dont  une  même  courbe  plane  est  à  la  fois 
ligne  de  striction  et  ligne  de  courbure. 

Ces  deux  Notes  avaient  pour  objet  de  montrer  les 
applications  d'une  relation  nouvelle  et  simple  entre 
langle  a  d'une   génératrice  avec   la  ligne  de  striction 
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el    le   paramètre    de  dislrilmlion   nj  de   la  génératrice, 
savoir  : 


m 


\,  (J-,  V  étant  les  cosinus  des  angles  que  la  génératrice 
fait  avec  les  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
avec  la  condition  2A-=  i,  s  une  variable  auxiliaire  re- 
présentant la  longueur  de  l'arc  de  la  ligne  de  striction 
compiis  entre  un  point  fixe  el  uu  point  variable. 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  d'a|i|)liquer  la  for- 
mule de  M.  Amigues  à  la  solution  du  problème  suivant 
énoncé  dans  les  Leçons  su?'  la  Théorie  générale  des 
sur/aces^  de  M.  iJarboux  (3''  Partie,  p.  3i2)  : 

THÉonkaiE.  —  Toutes  les  surf  aces  gauches  dont  la 
ligne  de  striction  coupe  les  génératrices  à  angle 
droit  et  pour  lesquelles  le  paramètre  de  distribu- 
tion des  génératrices  est  constant  sont  applicables 
sur  l'alysséide. 

*     Soient 

X  =/(  s)  -4-  À  M, 

y  =  ois)  -^  iiu^ 

les  équations  d'une  génératrice;  s  et  u  sont  deux  va- 
riables indépendantes;   A,  [jl,  v  fonctions  de  5;  f{s)^ 
'f(s)^  'h(s)  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact 
de  la  ligne  de  striction  avec  la  génératrice. 
On  doit  avoir 

Exprimons  que  la  ligne  de  striction  est  trajectoire 
orthogonale  des  génératrices.  Il  vient 

2X/=o. 
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La  lorimile  de  M.  Amlgues  donne 


SX''-=  — -  =  const. 


Or,  l'expression  de  l'élément  linéaire  de  la  surface 
est  donnée  par 

<:/S2  =  X  À2  dir-  -f-  2 1 H  s  XX'  -i-  2  X/'  ]  du  dv 

—  [«2  vX'2-+-  ■lu'ZVf-^  S/'î]  ds-^, 

À,  u,  V  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  génératrice 
2:X2=i,        sXX'=o. 

Tenant  compte  des  relations  précédentes 

Mais 

P  étant  égal  à  Vu  changé  de  signe  du  point  central  sur 
la  génératrice,  compté  à  partir  de  la  trajectoire  ortho- 
gonale u  =  o. 

Cette  trajectoire  correspond  ici  à  la  ligne  de  striction. 
Donc  P  =  o  et  l'élément  linéaire  de  la  surface  est 
donné  par 

dS^=dlû-r-  (K  +ra2^rf,.2 


de  la  forme 

dS^  =  du^-  4-  (  au'-  —  b  )ds^, 

a  el  b  étant  deux  constantes. 

Cette  forme  caractérise  l'alysséide.       c.  o.  y.  n. 


Anii.  ((e  Mathemat.,  'i' série,  l.Vll.  (Décembre  1907.)        00 
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SLR  LE  PROBLEME  Dl  SCIIITIK 

Par  m.  g.  DUMAS. 


Deux  candidats  A  e^  B  soi^t  en  présence;  un  élec- 
teur bien  informé  sait  à  V avance  que  A  aura  m  voix 
et  B,  ïi  voix,  m  étant  plus  grand  que  ?i.  On  demande 
la  probabilité  pour  que  K  garde  la  majorité  pendant 
tout  le  dépouillement  du  scrutin. 

MM.  André  (')  el  Poincaré  (2)  ont  résolu,  chacun  de 
leur  côté,  cet  intéressant  petit  problème.  Leurs  solu- 
tions, ainsi  que  la  suivante,  ont  de  grandes  analogies. 
Elles  ne  se  distinguent  que  dans  la  manière,  plus 
simple  ici,  d'établir  l'égalité  (6),  ni  =  n2,  ci-dessous 
indiquée  (^). 

Supposons  que  le  scrutin  ait  été  dépouillé  de  toutes 
les  façons  possibles.  Les  bulletins,  correspondant  à 
chacun  des  dépouillements,  se  succèdent  dans  un  ordre 
détei'miné  et  constituent,  dans  leur  ensemble,  une  [ler- 
mutation  avec  répétition  de  m  lettres  A  et  n  lettres  B. 

Soient  /  le  nombre  total  de  ces  permutations,  k  le 
nombre  de  celles  dans  lesquelles  A  conserve,  d'un 
bout  à  l'auUe,   la   majorité.   La  piobabilité  demandée 

est  égale,  par  définition,  à  jf  où 
(i)  i  =  i f— • 


(')  D.   AxuRii,  Comptes   rendus,  t.  CV,  1887,  p.  436  et  J.  Ber- 
trand, Calcul  des  probabilités,  p.  18. 
(')  H.  Poincaré,  Calcul  des  probabilités,  p.  21. 
(')   Voir  ;iussi  E.  Czubeh,   Wahrscheinlichkeitsrechnung,  p.  3^. 
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Il  s'agît  de  déterminer  la  valeur  de  k. 

Les  perraulalions,  qui  se  rapportent  aux  dépouil- 
lements dans  lesquels  A  n'a  pas  la  majorité  d'un  bout 
à  l'autre  des  opérations,  peuvent  se  répartir  en  deux 
classes. 

Dans  la  première  G(,  on  mettra  les  n^  permutations, 
dont  la  première  lettre  est  B.  Comme,  au  début  même 
des  dépouillements  qui  leur  correspondent,  A  perd 
la  majorité,  les  lettres  A  et  B  qu'elles  renferment,  à 
partir  de  la  première  B,  se  succèdent  n'importe  com- 
ment. 

On  a,  par  conséquent, 

{m-+-  n  —  \)\ 
^    '  ( n  —  i)!  m! 

La  seconde  classe  G2  renfermera  les  n^  autres  permu- 
tations, de  même  nature,  commençant  par  A. 
On  a 

(3)  n-i-h  n2=  l  —  k. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend  m  =  5,  «  =  3, 
Tune  des  permutations  de  G,  sera,  par  exemple, 

a  =(B,B,  A,  A|  B,  A,  A,  A); 

l'une  des  permutations  de  Gj, 

^  =(A,  B|  B,  A.  A,A,  B,  A). 

Dans  les  seconds  membres  de  a  et  ^,  les  traits  verti- 
caux ont  été  tracés  de  façon  qu'il  y  ait,  à  leur  gauclie, 
le  même  nombre  de  lettres  A  et  B.  De  pareils  traits 
pourront  d'ailleurs  toujours  être  menés  dans  chacune 
des  permutations,  supposées  écrites,  des  classes  G| 
et  Gj,  puisque,  dans  tous  les  dépouillements  corres- 
pondants,  A  finit  toujours  par  avoir  la  majorité.   S'il 
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arrive  que  plusieurs  Irails,  ainsi  définis,  se  renconlrenl 
dans  une  même  permutation,  seul  sera  considéré  comme 
tracé  celui  ijui  se  trouve  le  plus  à  gauche. 

Remplaçons  maintenant,  dans  le  premier  groupe  de 
lettres  de  a,  les  lettres  A  par  des  lettres  B,  et  récipro- 
quement. Laissons,  en  revanche,  intactes  les  lettres  du 
second  groupe.  La  permutation  a,  de  G,,  se  transforme 
ainsi  en  une  permutation 

a'  =  (A,  A,B,B|  B,  A,  A,  A) 

du  groupe  Ga,  puisque  a'  commence  par  A  et  que,  dans 
le  dépouillement  correspondant,  A  n'a  |)as  toujours  la 
majorité. 

Toute  permutation  de  G,  se  transforme,  de  la  sorte, 
en  une  permutation  de  Ga.  Comme  la  trausfornialion, 
par  laquelle  on  passe  de  a  à  a',  conduit  aussi  de  a'  à  a, 
deux  permutations  distinctes  de  G)  auront  comme  cor- 
respondantes deux  permutations  également  distinctes 
de  G.. 

Les  permutations  de  G,  sont,  par  conséquent,  en 
nombre  égal  ou  inférieur  à  celui  des  permutations 
de  Go. 

On  a 

(4)  n,i«î. 

On  verrait,  de  la  même  façon,  en  partant  des  permu- 
tations [^  de  G2,  que  nécessairement 

De  (4)  et  (5)  on  déduit  aussitôt 
(6)  ni=  ni. 

Les  classes  G(  et  Ga  comprennent,  chacune,  un 
même  nombre  de  permutations;  la  transformation  in- 
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tliquée  les  réiinil  pai-  iiiie  correspondance  univoqne  el 
réciproque. 

On  a  donc,  en  venu  de  (i),  (u),  (3)  et  (6) 

(  rtj  -+-  /n  !  {m  -T-  n  —  i)l        (  m  -i-  n  —  i)l  , 

A  =  ■ jT i -. — r  =  i i — —  {m  —  n). 

ni  m:  (  n  —  i  )  I  m  I  n:  m: 

La  prol)abililé,  pour  (|ue  A  ail  toujours  la  majorité, 
se  réduit  ainsi  à 

/i         m  —  n 
l         ni  -{-  n 


CERTIFICATS  M  CALCIL  DIFI EUE\TIEL  ET  l\TEGRAL. 


Toulouse. 


Ki'RKiJVE  ÉCRITE.  —  I.  Troiuer  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  courbes  définies  en  coordonnées  cartésiennes 
rectan.S'ulaires  par  l'équation 

(.r2  -hj'^)--T-  ■ib-{ y"^  ~  X-  )  =  a, 

où   b   est   une   constante   déterminée  et  a    un  paramètre 
variable. 

II.  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles 


d^x        dx        dy 
~dF  ^  ~dt  '^  ~kt  '^^' 
d-  y  _  dx        dy 
dt-   ~  ~di       ~di  ~     ' 

III.  On  considère  la  sphère  et  le  paraboloïde  représentés 
en  coordonnées  rectangulaires  respectivement  par  les 
équations 

r'^-\- y^-^  -î —  2j  =  o, 
a?2-u  '^y^—  .\s  =  o. 
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Calculer  l'aire  de  la  portion  de  surface  de  la  sphère 
qui  est  extérieure  au  paraboloïde. 

Épreuve   pratique.  —  Déterminer   la  valeur  de   l'inté- 
grale  définie 

dx. 


,1      (H-arM 


(Juillet  1907.) 


Épreuve  écrite.  ^  I.  On  considère  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

,  àz         .         dz 

iz* h  oa-v-T—  =  bzx. 

dx  ^  dy 

\°  Trouver  son  intégrale  générale  ; 

2°  Déterminer  la  surface  S  qui,  rapportée  à  trois  axes 
de  coordonnées  Ox,  Oy,  Oz,  vérifie  cette  équation  aux 
dérivées  partielles  et  passe  par  la  courbe  définie  par  les 
équations 

a?  =  o,         4j>'-^-2"  =  o; 

3°  Exprimer  les  coordonnées  x,y,  z  d'un  point  de  S  au 
moyen  de  deux  paramètres  u  et  v  définis  par  les  rela- 
tions 

U-i-  V  =  z,  U^  -+-  V^=  X, 

et    déterminer    les    lignes    asymptotiques    de    cette    sur- 
face S. 

II.  Construire  la  courbe  représentée  en  coordonnées  car- 
tésiennes par  l'équation 

{x  -\-  a)  dx 

y  -   • 


-I 


'i       X  )/x'* —  I 
où.  a  est  une  constante. 

Épreuve  pratique. —  On  considère  le  paraboloïde  P  qui, 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  Oa^.,  Oy,  Oz,  a 
pour  équation 

z  =xy, 

et,  dans  le  plan  des  xy,  la  courbe  G  qui,  dans  le  système 
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de  coordonnées  polaires  de  pôle  O  et  d'axe  polaire  Ox,  a 
pour  équation 

r2=  cosO. 

i"  Calculer  l'aire  de  la  portion  du  paraboloïde  qui  se 
projette  sur  le  plan  des  xy  à  l'intérieur  de  la  courbe  C  et 
dans  l'angle  des  directions  positives  des  axes; 

1°  Calculer  le  volume  du  cylindre  projetant  cette  aire 
sur  le  plan  des  xy,  ce  cylindre  étant  limité  au  plan 
des  xy  et  au  paraboloïde  P. 


CERTIFICATS  DE  MÉC\\K)11E  RATIOWELLE. 


Besançon. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Un  Jil  homogène  pesant  repose 
en  équilibre  sur  deux  aiguilles  parallèles  horizontales  et 
de  niveau  projetées  en  K  et  ^  sur  le  plan  vertical  du  Jil. 

La  distance  des  aiguilles  est  la.  le  paramètre  de  la 
chaînette  intermédiaire  est  c. 

L'épaisseur  des  aiguilles  étant  négligée,  on  demande  : 

i"  De  calculer  la  longueur  totale  il  du  Jil; 

1°  De  préciser  la  condition  de  stabilité  de  l'équilibre 
considéré. 

II.  Exposer  sommairement  la  théorie  de  l'équilibre 
stable  d'un  flotteur  pesant  sur  un  liquide  homogène 
pesant. 

Épreuve  pratique.  —  Une  roue  de  <io  dents  conduit  un 
pignon  de  6  ailes.  A  l'instant  où  la  dent  de  la  roue  va 
abandonner  le  flanc  rectiligne  du  pignon,  ce  Jlanc  fait 
avec  la  ligne  des  centres  un  angle  a  =  \o.°  \^' !\']'' . 

Connaissant  le  coefficient  de  frottement  o.\')  et  le  mo- 
ment moteur  P  =  )  gramme-millimètre,  calculer  le  moment 
résistant  Q.  (Juin  1907.) 
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Bordeaux. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Méthode  de  Boberval  pour  le 
tracé  des  tangentes  ;  application  à  la  cycloïde. 

II.  Enoncé  du  théorème  de  Coriolis;  son  application 
à  la  détermination  de  la  courbure  de  la  cycloïde. 

III.  Une  poulie  homogène  de  masse  M  et  de  rayon  R  est 
mobile  sans  frottement  autour  d'un  axe  horizontal  pas- 
sant par  son  centre  et  perpendiculaire  à  son  plan. 


Sur  cette  poulie  passe  un  fil  sans  masse  mfr\  à  V ex- 
trémité m  est  attaché  un  poids  de  masse  m;  l'autre  extré- 
mité est  reliée  à  un  ressort  vertical  élastique  rcj  fixé  par 
une  extrémité  au  point  q  sur  la  verticale  du  point  B.  Le 
ressort  rq  exerce  sur  le  fil  une  tension  T  proportionnelle 
à  l'allongement  l —  /q  du  ressort. 

Etudier  le  mouvement  de  la  poulie  et  celui  du  poids  m 
avec  les  conditions  initiales  suivantes  :  le  ressort  possède 
la  longueur  particulière  Iq  qui  ne  donne  lieu  à  aucune 
tension  et  le  système  est  au  repos,  la  masse  ni  étant  sur  la 
verticale  du  point  k.,  et  la  longueur  rBfkni  étant  égale 
à  la  longueur  du  fil.  Calculer  au  cours  du  mouvement 
les  tensions  T  et  T',  et  la  pression  de  la  poulie  sur  son 
axe. 
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On  recherchera  si,  au  cours  du  mouvement,  la  lon- 
irueur  mX/Br  peut  devenir  inférieure  à  la  lonj^ueur 
totale  du  fil.  auquel  cas  le  ressort  cesserait  d'agir  en  r. 

On  supposera  que  le  Jll  ne  peut  glisser  sur  la  poulie. 

liPREUVE  PRATIOL'E.  —  Une  plaque  homogène,  d'épais- 
seur négligeable,  pesant  lo^^,  a  la  forme  d'un  triangle 
équilatéral  dont  le  côté  vaut  o'",6o.  Elle  peut  osciller 
librement  autour  du  côté  fixe  BG  qui  est  horizontal,  et 
est  actuellement  au  repos,  dans  le  plan  vertical  ABC. 

L'ne  sphère,  de  rayon  négligeable,  pesant  \^^,  vient, 
avec  une  vitesse  de  2G"'  par  seconde,  perpendiculaire  au 
plan  ABC,  choquer  la  plaque  en  A,  et  fait  dès  lors  corps 
avec  cette  plaque. 

On  demande  de  déterminer  la  vitesse  angulaire  initiale 
de  la  plaque  ABC  autour  de  l'axe  BC 

(Novembre  1907.) 

Grenoble. 

Composition.  —  Un  tube  recti ligne  homogène,  de  dia- 
mètre et  d'épaisseur  négligeables,  a  pour  longueur  ni  et 
pour  masse  m.  Dans  ce  tube  coulisse  une  tige  homogène 
infiniment  mince,  de  même  longueur  et  de  même  masse. 

Le  tube  et  la  tige  sont  pesants;  de  plus  le  centre  de  gra- 
vité G  du  tube  et  le  centre  de  gravité  G'  de  la  tige  s'at- 
tirent proportionnellement  à  leur  distance,  l'attraction 
étant  \mk-  pour  l'unité  de  distance.  Le  système  est  en 
outre  assujetti  à  se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  fixe  V. 
Les  liaisons  sont  sans  frottement. 

Étudier  le  mouvement  du  système.  On  prend  comme 
paramètres  les  coordonnées  x,  y  du  centre  de  gravité  V  du 
système  par  rapport  à  des  axes  fixex  Oar,  Oy  tracés 
dans  P,  O^  étant  une  verticale  ascendante,  la  distance 
çj  =  rG'  et  l'angle  0  de  F  G'  avec  Ox. 

Épreuve  pratique.  —  Une  tôle  homogène  rigide  d'épais- 
seur négligeable  a  pour  forme  la  surface  extérieure  de 
fa  figure  constituée  par  deux  troncs  de  cône  égaux  réunis 
par  leur  plus  petite  base. 

La    masse    par    unité    de   surface  est    a,    le   rayon  des 
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grandes  buses  est  R,  la  longueur  des  apothèmes  est  /,  le 
demi-angle  au  sommet  0. 


1°  Déterminer  les  moments  d'inertie  du  solide  ainsi 
constitué,  savoir  :  G  moment  par  rapport  ci  l'axe  de  révo- 
lution, A  moment  par  rapport  à  un  axe  perpendiculaire 
passant  par  le  centre  de  gravité; 

■2"  Appliquer  au  cas  où  /  =  R,  0  =  3o°; 
3"  Le  solide  étant  animé  d'une  rotation  de  vitesse  angu- 
laire (0  autour  de  son  axe  de  révolution  supposé  horizon- 
tal, et  d'une  translation  de  vitesse  V  dirigée  suivant  la 
verticale  descendante,  reçoit,  au  point  le  plus  bas  de  l'une 
des  grandes  bases,  une  percussion  d'intensité  P,  normale 
au  cône  correspondant,  dirigée  vers  l'axe.  Déterminer 
l'état  des  vitesses  immédiatement  après  la  percussion. 

[Pour  cette  question,  on  désignera  par  M  la  masse  du 
solide,  par  A  e/  G  ses  moments  d'inertie,  sans  les  remplacer 
par  leurs  valeurs.  ] 

4"  Appliquer  le  résultat  trouvé  aux  données  du  n"  ■>.\ 
en  supposant  de  plus  V  =  — -  et  P  =  MV 

100 

(Novembre  1907.) 


Lille. 

GouRS.  —  Mouvement  d'une  sphère  homogène  glissant 
avec  frottement  sur  un  plan  horizontal  fixe  dépoli.  On 
étudiera  successivement  le  cas  où  la  vitesse  initiale  de 
glissement  n'est  pas  nulle  et  celui  où  elle  est  nulle. 

^  Probi.èmks.  -  I.  GiNÉ.MATiyiK.  —  Soient  V  et  V  la  vitesse  et 
l'accélération  d'un  point  quelconque  d'un  solide  animé 
du  mouvement  le  plus  général. 

Trouver    les    lieux    des    points    qui,     dans    le    solide, 
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satisfont   aux    conditions;  i"    V  =  const.;    2"    V  =  const.; 

3°   Vrcos(V.r)  =  const.;    4»   Angle  (V,  T)  =  -•     Trouver 

1 

enfin    le   lieu   des  points  du  corps  qui,  au  même  instant 

donné,  sont  points  d' inflexion  de  leurs  trajectoires. 

II.  DvNAMiQUK.  —  Un  plan  II  parfaitement  poli  est 
animé  d'un  mouvement  hélicoïdal  uniforme  autour  d'un 
axe  vertical  fixe;    l'angle   a    constant    de   ce   plan   avec 

l'axe  est  tel  que  sina  =  — —  •   Etudier  le  mouvement  d'un 

v/3 

point  pesant  astreint  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  ce 
plan  -K.  (Novembre  1907.) 

Nancy. 

EpREiVE  ÉCRITE.  —  Une  plaque  rectangulaire,  homo- 
gène, pesante,  est  mobile  autour  de  la  droite  {d)  menée, 
dans  cette  plaque,  par  son  centre  de  gravité  C  parallè- 
lement au  grand  côté  du  rectangle.  On  imprime  à  cette 
droite  [d)  assujettie  à  rester  toujours  horizontale,  un 
mouvement  uniforme  de  rotation  autour  de  la  verticale 
menée  par  C. 

A  l'une  des  extrémités  de  la  droite  (d')  menée  dans  la 
plaque,  par  G,  parallèlement  au  petit  côté  du  rectangle, 
on  a  soudé  une  petite  masse  pesante  m  que  l'on  envisagera 
ici  comme  un  point  matériel. 

A  l'instant  initial,  la  demi-droite  qui  va  de  C  vers  m 
fait  un  angle  de  3o"  avec  la  nadirale  de  C  et  n'a  aucune 
vitesse  initiale. 

La  densité  de  la  plaque  est  7,7;  les  longueurs  des  côtés 
du  rectangle  sont  20'"'  et  lo*^™,  l'épaisseur  de  la  plaque 
est  i""";  la  masse  m  est  égale  à  7^;  la  droite  (d)  fait  un 
tour  complet  autour  du  point  C  en  une  demi-seconde. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  de  la  plaque 
autour  de  la  droite  (d);  on  évaluera  en  particulier  la 
durée  d'une  oscillation  et  les  valeurs  extrêmes  de  l'angle 
que  fait  la  droite  (d')  avec  la  nadirale  de  C. 

ÉpRELVE  PRATIQUE.  —  Un  parallélépipède  rectangle  ho- 
mogène a  pour  base  un  carré  de  1'"  de  côté  et  pour  haur- 
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teur  i'''".  Déterminer   les  points  de  l'espace  pour  lesquels 
l'ellipsoïde  d'inertie  de  ce  parallélépipède  est  une  sphère. 

(Juin   1907.) 

Epreuviî  écrite.  —  Un  paraboloïde  de  révolution  autour 
de  son  axe  Oz,  dirigé  vers  le  zénith,  tourne  d'un  mouve~ 
ment  uniforme  autour  de  cet  axe  avec  une  vitesse  angu- 
laire donnée  eu  >■  o. 

Un  point  matériel  A,  de  masse  m.  peut  se  mouvoir  soit 
sur  la  surface  {intérieure)  du  paraboloïde,  soit  dans  sa 
concavité. 

A  l'instant  initial,  on  abandonne  A  en  un  point  donné  A» 
de  la  sur/ace  du  paraboloïde,  situé  à  une  distance  r^  de 
son  axe,  en  lui  imprimant  une  vitesse  initiale  Vo  tangente 
à  la  surface  du  paraboloïde. 

Le  point  matériel  A  est  pesant  et  il  est,  en  outre, 
repoussé  par  le  sommet  O  du  paraboloïde  ;  cette  force  de 
répulsion,  dirigée  suivant  OA,  est  proportionnelle  à  la. 
distance  R  des  deux  points  O  et  X;  son  intensité  à  l'unité 

de  distance  est  égale  à — —,  si  g  désigne  la  constante  de 
F 

la  gravité  et  —  la  distance  du  foyer  du  paraboloïde  à  son 

sommet. 

Etudier  le  mouvement  du  point  A.  Discuter. 

Envisager  en  particulier  le  cas  où  la  vitesse  initiale 
de  A  est  horizontale  et,  plus  particulièrement,  celui  où 
elle  est  {en  outre)  dirigée  en  sens  contraire  du  mouve- 
ment de  rotation  du  paraboloïde  autour  de  son  axe  et  où 
son  intensité  est  égale  au  produit  de  /o  par  tu. 

Envisager  aussi  le  cas  où  la  vitesse  initiale  l'o  est  nulle 
et  où  M  est  soit  très  grand,  soit  très  petit. 

(Octobre  1907.) 


Toulouse. 

Epkklve  kciuti:.  —  Un  cône  de  révolution  homogène  non 
pesant  est  fixé  par  son  sommet  en  un  point  O  et  peut 
tourner  autour  de  ce  point. 

Tous  ses  points  sont  attirés  pai-  un  point  fixe  A  propor- 
tionnellement à  leur  distance  à  ce  point. 


(      Oô-J     ) 

Cela  posé,  on  demande  : 

i»  De  déter/niner  les  moments  d'inertie  du  cône  relati- 
vement à  son  sommet; 

1°  D'étudier  toutes  les  circonstances  du  mouvement  de 
ce  cône: 

3°  D'indiquer  les  cas  particuliers  où  l'on  peut  intégrer 
les  équations  du  mouvement  au  moyen  des  fonctions  élé- 
mentaires; 

4°  D'indiquer  quelles  devraient  être  les  données  initiales 
pour  que  l'axe  du  cône  décrive  rigoureusement  un  cône  de 
révolution  autour  de  OA. 


On  déterminera  la  position  du  solide  par  les  angles 
d'Euler  6,  'b,  qui  fixent  relativement  à  un  trièdre  inva- 
riable OXVZ  la  position  du  trièdre  mobile  Oxyz  lié  au 
cône;  Oz  étant  l'axe  du  cône,  Ox  et  Oy  deux  axes  per- 
pendiculaires situés  dans  le  plan  de  Véquateur.  On  donne 
le  rayon  de  base  R  et  la  hauteur  W  du  cône,  sa  densité  p, 
la  distance  OA  =  a,  la  distance  OG  =  b  du  centre  de 
gravité  au  sommet,  les  valeurs  initiales  0^,  «po,  •%>  Oq,  o„,  'l'^. 

Examiner  le  cas  où  R  =  aH. 

Éi'iiKLVE  pa.VTioLK.  —  Dans  un  pendule  sphérique  de  lon- 
gueur un  mètre,   la  position  initiale  du  point  pesant  est 

sur  un  parallèle  situé  au-dessous  et  à  une  distance  —  mitre 

du  centre.  La  vitesse  initiale  est  .dirigée  suivant  la  tan- 
gente au  parallèle  et  égale  à  -xo'"  par  seconde. 
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On  demande  de  déterminer  les  parallèles  limitant  la 
trajectoire  de  l'extrémité  du  pendule;  g  =  g"",  8i. 

(Juillet  1907.) 

ÉPRECVE  ÉCRITE.  —  On  donne  dans  un  plan  horizontal 
deux  masses  m,  m'  reliées  par  un  fil  de  longueur  con^ 
stante  gui  peut  glisser  librement  dans  un  anneau  fixé 
en  O. 

On  communique  aux  masses  m  et  m'  des  vitesses  ini- 
tiales quelconques  dans  le  plan  mOm'  et  l'on  demande 
d'étudier  le  mouvement  du  système. 

\"  Etablir  les  formules  qui  définissent  les  trajectoires 
des  deux  points  ; 

2°  Indiquer  des  cas  dans  lesquels  les  intégrations  peuvent 
s  effectuer  par  les  fonctions  élémentaires; 

3°  Calculer  la  tension  du  fil; 

i"  Discuter  complètement  le  problème  dans  le  cas  où 
l'une  seulement  des  deux  masses  reçoit  une  impulsion  ini- 
tiale, l'autre  masse  étant  primitivement  au  repos. 

On  fera  abstraction  des  frottements  ainsi  que  de  la 
masse  du  fil;  on  le  suppose  parfaitement  flexible  et  inex- 
t'^nsible.  (Novembre  1907.) 


CERTIFICATS  «ASTUO.VOMIE. 


Besançon. 


ÉPREUVE  ÉCRITE.  —  I.  Établir  les  formules  usuelles  de  la 
précession  et  de  la  nutation.  Exposé  succinct  de  la  for- 
mation des  éphémérides  d'étoiles. 

II.  Mouvement  parabolique.  Théorème  d'Euler.  Prin- 
cipe de  la  méthode  d'Olbers. 


(Juin   1906.) 


Bordeaux. 


KPREUVE  THÉOKiQtE.  —  Démontrer  que,  dans   le  mouve- 
ment d'un  point  matériel  attiré  par  un  centre  fixe  suivant 


(  339  ) 
la  loi  de   Xeiy/o/i,  t'hodographe  est  une  circonférence  ;  dé- 
duire de  ce  théorème  les  intégrales  de  Laplace. 

Cas  particulier  où  la  trajectoire  est  une  circonférence  : 
quelle  propriété  de  l'hodograplie  caractérise  cecas?  Quelle 
relation  existe-t-il  alors  entre  les  coordonnées  du  point 
matériel  et  les  projections  de  sa  vitesse  à  un  instant  quel- 
conque? Comment  détermine-t-on,  toujours  dans  le  cas 
particulier,  les  éléments  de  l'orbite  circulaire  lorsqu'on 
connaît  la  position  et  la  vitesse  initiales  du  point  maté' 
riel  ? 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'heure  sidérale  du  cou- 
cher du  Soleil  à  Bordeaux,  le  26  juin  1907,  par  la  mé- 
thode des  approximations  successives. 

Données  : 

.R  à  midi  vrai ô^-ifriS',  4 

CD         —         ■.i3°23'52",4 

Latitude  de  Bordeaux 4/1"  5o'    7" 

en.î\...  +io%38 

en  cO ...  —  4",  3 

(Juillet  1907.) 


Variations  horaires 


I.  Épreuve  théorique.  —  Les  deux  sens  usuels  du  mot 
parallaxe  : 

lo  Parallaxe  diurne:  corrections  à  faire  subira  l'as- 
cension droite  et  à  la  déclinaison  d'une  planète  observée 
en  un  lieu  donné  pour  obtenir  les  coordonnées  géocen- 
Iriques. 

■?."  Parallaxe  annuelle  d'une  étoile;  V  étoile  parait,  dans 
le  cours  d'une  année,  décrire  une  ellipse  autour  de  sa  po- 
sition moyenne. 

M.  Épreuve  pratique.  —  L'excentricité  de  l'orbite  d'une 
planète  étant  o,o485tJ,  calculer  l'anomalie  excentrique 
correspondant  à  une  anomalie  moyenne  de  60°,  en  procé- 
dant par  approximations  successives. 

Indiquer  l'approximation'du  résultat. 

Calculer  ensuite  l'anomalie  vraie  pour  la  même 
époque.  (Novembre  1907.) 
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Grenoble. 

CoMPOSiTiox.  — Application  de  la  mélhode  des  moindres 
carres  au  rattachement  d'un  signal  inaccessible  aux  som- 
mets d'un  triangle  non  préalablement  compensé. 

Cas  particulier  où  le  triangle  aurait  été  préalablement 
compensé. 

Epreuve  pratique.  —  Passage  des  coordonnées  héliocen- 
triqucs  d'un  astre  à  ses  coordonnées  géocentriques. 
Données  : 

l/t        =  3o6°27'22",5,         0        =  119" 6' 38",  23, 
l/i       =  —  2°  37' 43",  4,        A0     =  o",6o, 

log/'/j  =  1,862285 1.  logR  =  0,0068791. 

Calculer  r^,  Ig,  X„.  (Juillet  1907.) 

Composition.  —  Prédiction  et  calcul  des  phases  d'une 
éclipse  de  Lune. 

Epreuve  pratique.  —  Connaissant  la  durée  T  de  la  pré- 
sence d'une  étoile  au-dessous  de  l'horizon  d'un  lieu  X, 
calculer  : 

1°  La  déclinaison  <5è  de  l'étoile; 

2"  L'azimut  A  de  son  lever  ; 

3°  Les  variations  ACÔ  ef  AA  de  CD  ef  A  qui  correspondent 
à  un  accroissement  e  de  T. 

Application  numérique  : 

T  =  i8''54"'9',8     (sidérales), 
X  =  45°  11' 22", 

E     =-t-I°. 

{,  Novembre  1907.) 

Marseille. 

Epreuve  écrite.  —  Principes  de  navigatioîi. 
Cartes  marines  de  Mercator  :  loi  de    l'écartement  des 
parallèles. 

Méthode  de  l'estime  :  loch,  boussole. 


(  •■'><3'  ) 

Méthode  du  point  calculé  :  description  et  théorie  du 
sextant. 

Changement  de  date  au  méridien  antipode . 

(  Juillet  1907.  ) 

lù'REiVE    PRATiQiK.  —   Connaissant    les    angles    A,    B,   G 
d'un  triangle  sphériijue,  tracé  sur  une  sphère  de  rayon  R,  . 
calculer  les  longueurs  des  côtés  a,  6,  c  du  triangle. 

Données  numériques  : 

o         ,  „ 

A  =  85.5-2.  10,02, 
B  =  62. I I .  j8,72, 
C  =  73.  G. 43, 80. 
R  =  10'". 

(  Juillel  1907.  ) 

Montpellier. 

Ei'REiVK  KCRiTK.  —  On  considère  trois  axes  rectangu- 
laires Sxyz  passant  par  le  Soleil,  Sxy  étant  le  plan  de 
l'écliptique  et  Sx  passant  par  le  point  vernal. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  cartésiennes  d'une  pla- 
nète P,  r  le  rayon  vecteur  SP,  0  la  longitude  du  nœud, 
i  l'angle  du  plan  de  l'orbite  avec  le  plan  de  l'écliptique, 
L  la  distance  angulaire  de  la  planète  au  nœud,  en  suppo- 
sant toujours  l'observateur  en  S. 

.    X     y      z 
Montrer  d'abord  que  —  >    -?    -   sont  des  cosinus  que  la 
1         /•      /•      /•  ^ 

Trigonométrie  sphérique  permet  facilernent  d'exprimer 

en  fonction  de  0,  f,  L. 

Soient  g  là  distance  angulaire  du  périhélie  au  nœud, 
f  l'anomalie  vraie  (  L  =  (;  -h  g). 

Transformer  les  expressions  trouvées  précédemment 
pour  X,  y,  z.  en  d'autres  donnant  ces  coordonnées  en  fonc- 
tion de  g,  0.  i.  rcasv,  rsiiic,  puis,  en  exprimant  rco%v, 
ra'ww  à  l'aide  de  a,  e,  u,  donner  finalement  r  y,  z  en 
fonction  det  éléments  de  l'orbite,  a,  e,  i,  g,  0,  et  de  u, 
seule  quantité  dépendant  du  temps. 

Il  est  clair  qu'on  ne  peut  donner  des  e.rprcssions  expli- 
cites de  X,  y,  z  en  fonction   du  temps,  puisque  u  est  lié  au 

Ain.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  \II.  (Itéo-mbre  1007.)       3() 
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temps  par  l'équation  de  Kepler,  qui  ne  peut  se  résoudre 
en  termes  Jinis.  Mais  ne  pourrait-on  concevoir  tout  au 
moins  la  possibilité  de  donner  x,  y,  z  en  fonction  du  temps 
à  l'aide  de  certaines  séries? 

Épreuve  pratique.    —    Calculer   la   masse  de  Jupiter  en 
partant  des  données  suivantes  : 

i  du  Soleil I 

Masse  <    ,    ■     r^  i 

de  la  1  erre   VïT 


Demi-grand  axe  | 


324439 

de  l'orbite  terrestre i 

de  l'orbite  de  Jupiter 5,2o3 

de  la  Terre..  .       365^,256 


Durée  de  la  révolution  sidérale  i    ,     ,      .  ,„„      ►„ 

de  Jupiter. ..  .     4332,589 

Dans  ce  calcul,  étant  donnée  l'approximation  peu  satis- 
faisante fournie  dans  de  telles  questions  par  les  loga- 
rithmes à  cinq  décimales,  les  données  n'ont-elles  pas  plus 
de  précision  que  n'en  comporte  le  résultat  ?  Aurait- on 
modifié  celui-ci  en  négligeant  la  masse  de  la  Terre? 

(Juillet  1907.) 


Nancy. 

Épreuve  écrite.  —  I.  En  supposant  la  Terre  sphérique, 
trouver  les  conditions  de  possibilité  d'une  éclipse  de  Lune 
aux  environs  d'une  opposition  donnée.  Calculer  les  circon- 
stances du  phénomène. 

II.  On  considère  l'ellipsoïde  terrestre  et  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  ayant  leur  origine  au  centreO  : 
Oz  dirigé  suivant  l'axe  de  rotation  et  vers  le  pôle  nord; 
Ox  situé  dans  le  demi-plan  du  méridien  de  Paris;  0 y  di- 
rigé à  l'est  de  ce  méridien. 

1°  Calculer  les  coordonnées  x,y,  z  d'un  lieu  terrestre  iM 
défini  par  sa  longitude  l  et  par  sa  latitude  <p. 

■X"  Trouver  la  relation  entre  l  et  <p  qui  définit  le  lieu 
géométrique  des  points  M  pour  lesquels  un  certain  astre  se 
lève  ou  se  couche  au  moment  où  cet  astre  passe  au  méri- 
dien supérieur  de  Nancy,  sachant  qu'à  ce  moment  la  dis- 
tance géocentrique  de  l'astre  est  r  et  sa  déclinaison  D. 
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3"  Distingue/',  sur  ce  lieu  géocenti'ique,  les  points  qui 
répondent  au  lever  et  ceux  qui  répondent  au  coucher. 

N.  B. —  On  désignera  par  a  la  longitude  de  Nancy ,  par 
ia  et  e  le  grand  axe  et  l'excentricité  de  l'ellipse  méri- 
dienne. (Juin  1907.) 


Toulouse. 

EpREtvK  ÉCRiTiî.  —  I.  Etablir  la  relation  dite  équation 
de  Kepler  u  —  e  sinw  =  M,  et  exposer  le  mode  de  résolution 
de  cette  équation  dû  à  Gauss. 

II.    i"  a  et  b  désignant   les  demi-longueurs  des  axes  de 

l'ellipse  méridienne  du  sphéroïde  terrestre  et    u=  

a 

l'aplatissement ,  démontrer  que  la  latitude  géogra- 
phique o'  et  la  latitude  géocentrique  cp  d'un  lieu  L  sont 
liées  par  la  formule 

tang'^  =  (  I  —  a)2  langtp'. 

■2"  Appelant  (o  l'angle  de  la  verticale  du  lieu  L  avec  le 
prolongement  du  rayon  du  sphéroïde  aboutissant  en  ce 
lieu,  faire  voir  que  l'on  a 

M  =  a  sin  !p', 

(0  étant  supposé  assez  petit  pour  pouvoir  être  confondu 
avec  sa  tangente  et  les  puissances  de  a  supérieures  à  la 
première  étant  négligées. 

3°  Dans  l'observation  méridienne  d'un  astre  situé  à  la 
distance  A  du  centre  de  la  Terre,  la  lecture  du  cercle  et 
celle  du  nadir  font  connaître  l'angle  X,  formé  par  le  rayon 
visuel  à  l'astre  et  la  verticale  du  lieu  L.  Dire  les  correc- 
tions qu'il  faudra  faire  subir  à  ce  nombre  ^  pour  rendre 
l'observation  de  ce  nombre  indépendante  du  lieu  L  et  par 
suite  comparable  à  des  mesures  analogues  faites  ail- 
leurs. 

KiMUCLVE  PHATiQiE. —  a  Baleine  a  pour  coordonnées  équa- 
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toriales 

a  :=  2*' ")7"''.î5'     ascension  droite, 

0  =  o".î3'3i"      déclinaison. 

i"  Calculer  /'heure  de  son  lever  à  l'Observatoire  de 
Toulouse  en  temps  sidéral. 

7."  Calculer  l'heure  de  son  lever  en  tenant  compte  de  la 
réfraction. 

Latitude  o  de  l'Observatoire  de  Toulouse  :  43° 36' 45"- 

Réfraction  à  l'horizon  :  35'.  (Juillet  1907.) 

Epreuve  écrite.  —  I.  Exposer  la  construction  d'une 
éphéméride  donnant  les  coordonnées  équatoriales  géocen- 
triques  d'une  planète  et  définir  ce  qu'on  appelle  les  con- 
stantes de  Gauss. 

II.  On  considère  deux  dates  t  et  l'  et  l'on  suppose  que 
dans  l'intervalle  de  temps  t' —  t  le  système  solaire  se  soit 
déplacé  de  la  quantité  A  dans  une  direction  d'ascension 
droite  a  et  de  distance  polaire  p. 

On  demande  les  accroissements  oa  et  0-  que  prennent, 
par  suite  de  ce  déplacement,  l'ascension  droite  a  et  la  dis- 
tance polaire  r,  à  la  date  t,  d'une  étoile  située  à  la  dis- 
tance d  du  Soleil. 

On  fera  abstraction,  bien  entendu,  de  toute  cause  de 
variation  des  coordonnées  de  l'étoile  durant  le  temps  t' — t 
autre  que  la  cause  envisagée  ici  et  l'on  négligera  le  carré 

(lu  rapport  v  • 

Epreuve  pratique.  —  Sous  quel  angle  i,  à  quelle  dis- 
tance zénithale  z  et  à  quelle  heure  sidérale  0  l'étoile 
%  Bélier 

d'ascension  droite. •>.''  r"56' 

et  de  déclinaison  nord •i3"i'23" 

traverse-t-elle  le  premier  vertical,  après  son  passage  au 
méridien,  à  Toulouse? 

Latitude  de  Toulouse 43''36'45" 

On  nomme  premier  vertical  le  vertical  d'azimut  90°. 
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CEKTIFIllATS  h'AWLYSi:  SlI'ElUElKi: 


Lille. 


KpREUVE  THÉORiyiK.  —  Les  coordonnées  de  chaque  point 
d'une  surface  ont  pour  expression 

o'  =  rt  ~  R  cos?/,  y  z=.  b  -7-  \\  i-\n  u ,  c  =  \\ 

u,  V  étant  deux'  paramètres  indépendants,  «,  b,  H  trois 
fonctions  données  de  v. 

I"  Donner  la  définition  géométrique  de  cette  surface  et 
trouver  le  lieu  des  normales  dont  le  pied  décrit  une  géné- 
ratrice donnée  i'  =  const. 

-  -2"  Former  l'équation  di[l'érentielle  des  trajectoires  sous 
l'angle  i  des  courbes  1^  =  00051.  Cas  particulier  des  tra- 
jectoires orthogonales.  Interpréter  géométriquement,  dans 
ce  cas  particulier,  l'équation  trouvée. 

'V  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  asympto- 
tiqucs  et  déterminer  les  fonctions  a,  b,  R  par  la  condition 
que  la  surface  soit  minima.  On  déterminera  par  des  qua- 
dratures, dans  le  cas  général,  le  lieu  du  centre  de  la 
génératrice  circulaire  et  la  loi  de  variation  de  son  rayon; 
ces  quadratures  pourront  être  effectuées  à  l'aide  de  fonc- 
tions simplement  périodiques  lorsque  la  surface  sera  de 
révolution  et  dans  ce  cas  seulement .  Achever  le  calcul  dans 
ce  cas  particulier.  (Juillet   1907.) 

Nancy. 

Éi'RKi VK  TiiKoiUQiK.  —  On  considère  la  surface  (  S  1  dé- 
finie par  les  équations 

a"  =  HCOSi',        y=u%\nv,         z  =■  <xv -{- \j , 

dans  lesquelles  x,y,  z  désignent  les  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  point  de  la  surface,  u  et  v  deux  paramètres 
indépendants,  a  une  constante  donnée  et  U  une  fonction 
de  u. 
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1°  Indiquer  une  génération  simple  de  celte  surface  (S) 
et  établir  l'équation  différentielle  de  ses  lignes  asynipto- 
tiques. 

2°  Déterminer  la  fonction  U  de  manière  que  l'une  des 
familles  de  lignes  asymptotiques  de  {S  )  soit  formée  par 
les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  M  =  const.;  dé- 
terminer, dans  ce  cas,  la  nature  de  ces  trajectoires. 

3°  La  fonction  U  étant  choisie  de  manière  à  satisfaire 
à  la  condition  précédente,  démontrer  que,  parmi  toutes 
les  surfaces  de  révolution  applicables  sur  la  surface  (S), 
se  trouve  une  caténoïde  (X).  Indiquer  les  formules  qui 
réalisent  l'application  de  (S)  *«/•  (S). 

4"  La  fonction  L  étant  toujours  choisie  de  la  même 
façon,  déterminer  la  courbure  totale  de  la  surface  (S). 

Epreuve  pratique.  —  Lignes  de  courbure  de  la  surface 
représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équa- 
tions 

X  —  -  u^ —  u^'^  -t- 


3  u-^-\-v^' 

1  V 

y  =  u'-v  —  -  V^  -4-  ■ 


h  V' 
Z    =  2U. 


Solution. 

i"  La  surface  est  un  hélicoïde  ;  l'équation  différentielle  de 
ses  lignes  asymptotiques  est 

u  U"  du-  —  2  a  du  dv  -f-  u^  U '  dv^  =  o. 

2"    Les    trajectoires   orthogonales   des    courbes    u  =  const. 
sont  définies  par 

i\j'  du  -4-  (  M*  -f-  a2  )  ^r  =  o  ; 

pour  qu'elles  soient  asymptotiques,  il  faut  que  l)  satisfasse  à 
une  équation  dont  l'intégrale  est 

v//>-^  u"^  =  a2  )  .      a  -, 

U  = _ a  arc  sin h  G, 

/c^  ku 
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/i  et  C  étant  des  constantes;   les  asyni|)loti(|ues  sont  alors  des 
droites  faisant  partie  du  complexe  linéaire  défini  par  le  mou- 
vement hélicoïdal  qui  engendre  la  surface. 
3°  L'expression  de  ds'^, 

ds^  =  (  «2  -H-  a-  )     rie  -H 


u  ^ l<-i u-i  —  f^ 7  ^'■■'  " -—^^ 

donne  pour  les  surfaces  de  révolution  applicables  sur  (S)  les 
formules 

r-  =  m-  (  u^  -4-  a*  ),         0  =  —  (  t'  —  arc  sin  - —  )  , 
m  \  kii  I 


X  =  rcosO,         Y  =  /'sin6, 


=M 


-H  k-  —  k-  m-  )  r'^  -^  { i  -+-  k-  )  m ♦  ol-    , 

-ai 


k-/n-^r-~  (i  -+-  A-2)m*a2 


ou  m  est  une  constante;  en  posant  ;«2  _ —    — ,  jg  relation 
entre  Z  et  r  conduit  à 

(1  — A-2)a    ,         A-2Z 

/•  =    ; cil 


A-2  (,_i-X:2^a' 

ce  qui  définit  une  caténoïde. 

4°  La  courbure  totale  est  la  même  que  pour  la  caténoïde 

(,-i_A-2)a2  a2 


k>r'*  («2-f-a2)2 

Épreuve  pratique.  —  Les  lignes  de  courbure  sont  données 
par 

V  du*  —  2U  du  dv  —  V  dv'^  =  o 
et  sont 

V^-i-  -xcu  —  c*  =  o. 

(Juin  1906.) 
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SOLLTIOXS  DE  QIESTIOXS  PKOPOSÉES. 


1765. 

1897,   p.    2  1:î.  ) 


On  coupe,  pat-  un  plan  arbitraire,  un  ellipsoïde  donné, 
et  l'on  prend  la  circonférence  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  l'ellipse  d'intersection.  Lorsqu'on  fait 
varier  le  plan,  on  obtient  des  circonférences  qui  n'oc- 
cupent qu'une  régiondéterminée  de  l'espace;  on  demande 
quelle  est  la  surface  qui  limite  cette  région? 

(iVIannhkim.) 

somition 
Par  M.  H.  B. 

Rappelons  d'abord  un  fait  relatif  au  déplacement  d'une 
figure  de  grandeur  invariable  assujettie  à  deux  conditions 
seulement.  Supposons  que  ces  conditions  soient  telles  que 
deux  points  de  la  figure  soient  astreints  à  rester  chacun  sur 
une  surface.  Le  dé|)lacement  d'un  troisième  point  sera  en  gé- 
néral indéterminé,  et  il  n'y  a  qu'un  cas  d'exception  :  c'est  celui 
où  les  deux  points  sont  tels  que  les  normales  à  leurs  sur- 
faces trajectoires  se  rencontrent.  Soient,  en  effet,  O  leur 
point  de  rencontre  et  (P)  leur  plan.  Quel  que  soit  le  déplace- 
ment infiniment  petit  de  la  figure,  satisfaisant  aux  conditions 
imposées,  le  point  O  sera  le  foyer  du  plan  (P),  dans  le  système 
focal  attaché  à  ce  déplacement.  Tout  point  M  du  plan(P) 
aura  donc  un  déplacement  normal  à  la  droite  Oi\l  ;  autrement 
dit,  quel  que  soit  ce  déplacement,  le  point  M  se  trouve 
astreint  à  rester  sur  un  élémenl  de  surface  normal  à  la 
droite  OiVI. 

Gela  posé,  la  question  1765  revient  manifestement  à  la  sui- 
vante :  On  considère  tous  les  angles  droits  dont  les  côtés 
sont  tangents  à  l'ellipsoïde  ;  les  sommets  de  ces  angles  ne 
peuvent  sortir  d'une  certaine  région  de  l'espace.  Quelle 
est  la  surface   qui  limite  cette  région?  Soit  AMB   l'angle 
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droit  considéré  dans  une  de  ses  positions  limites.  Pour  tous 
les  déplacements,  en  nombre  quadruplemenl  inlini,  qu'on  peut 
lui  donner,  le  point  M  doit  rester  sur  un  même  élément  de 
surface.  Remarquons,  en  outre,  que  pour  tous  ces  déplace- 
ments les  points  de  contact  A  et  B  des  côtés  de  l'angle  avec 
l'ellipsoïde  décrivent  aussi  des  éléments  de  surfaces.  Donc, 
d'après  ce  qui  a  été  rappelé  plus  haut,  il  faut  :  i°  que  les  nor- 
males en  A  et  B  à  l'ellipsoïde  soient  dans  un  même  plan; 
■2"  que  le  point  M  soit  dans  ce  plan. 

lin  d'autres  termes,  on  est  ramené  au  problème  suivant  : 
Quel  est  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  deux 
côtés  sont  tangents  à  un  ellipsoïde,  le  plan  de  l'angle 
droit  étant  de  plus  normal  à  la  surface  au  point  de  con- 
tact de  chacun  des  côtés  de  l'angle  ?  Or  ce  lieu  est  connu  : 
c'est  une  surface  de  l'onde,  comme  Mannlieini  l'a  démontré 
{voir  les  Principes  et  développements  de  Géométrie  ciné- 
matique du  regretté  géomètre,  p.  428  j.  Telle  est  la  réponse  à 
la  question  |)roposée. 


2043. 

(  1906,   p.    ISi   ) 

Le  limaçon  de  Pascal,  qui  a  pour  équation  en  coordon- 
nées polaires 

p  =  2  -+-  COSIO, 

est  tel  qu'il  existe  une  infinité  d'hexagones  qui  lui  sont  à 
la  fois  inscrits  et  circonscrits.  H-  B. 

SOI.VTION 

Par  i'AiTELit. 

Considérons,  en  général,  une  courbe  de  quatrième  ordre  G, 
ayant  un  point  double  à  tangentes  séparées  et  deux  poinis  de 
rebroussement.  Une  telle  courbe  est  unicursale  et  de  quai  rième 
classe,  d'après  les  formules  de  f^liicker.  On  peut  donc  mener 
à  G,  d'un  point  m  pris  sur  cette  courbe,  deux  tangentes  autres 
que  la  tangente  en  m.  Chacune  de  ces  tangentes  renconlreX 
en  un  point  différent  <lu  |)oint  m  et  du  point  de  contact.  On 
voit   ainsi   que   si   deux   |>oinls   m  et  n  varient  sur  C  de  telle 
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manière  que  la  droite  mn  soit  tangente  à  la  courbe,  à  une 
position  donnée  pour  le  point  m  correspondent  deux  posi- 
tions pour  le  point  n  et  réciproquement.  Autrement  dit,  il 
existe  entre  les  deux  points /?j  et  n  une  correspondance  (2,  2). 
Cette  correspondance  est  d'ailleurs  évidemment  symétrique. 

Cela  posé,  je  rappellerai  la  propriété  suivante  :  soit  C  une 
courbe  unicursale  et  appelons  (y)  une  correspondance  (a,  2) 
symétrique  établie  entre  deux  points  variant  simullanément 
sur  C.  Etant  donné  un  point  nii  quelconque  sur  G,  appelons 
7«2  l'un  dos  deux  points  de  la  courbe  que  (y)  fait  correspondre 
à  /?î,  ;  au  point  m^  (y)  fait  correspondre  mj  et  un  autre  point 
ni3]  de  même  au  point  m^  (y)  fait  correspondre  m^  et  un 
autre  point  /»4,  et  ainsi  de  suite.  Nous  obtenons  ainsi  successi- 
vement les  points  ni^,  niy^  w^,  . .  .,  m,,.  S'il  arrive  que  pour  une 
certaine  position  du  point  /h,  le  point  /««+i  coïncide  avec  lui, 
cette  même  circonstance  se  présentera,  quel  que  soit  le  point  /Wi 
de  C.  Cette  propriété,  dans  le  cas  où  C  est  une  conique,  n'est 
autre  que  le  célèbre  théorème  de  Poncelet  sur  les  polygones 
inscrits  et  circonscrits  à  deux  coniques,  et  l'extension  au  cas 
où  C  est  une  courbe  unicursale  quelconque  est  immédiate. 

Il  suffit  de  rapprocher  ce  résultat  de  ce  qui  a  été  dit  au 
commencement  pour  formuler  l'énoncé  suivant  : 

Soit  G  une  courbe  de  quatrième  ordre  et  de  quatrième 
classe  ;  s'il  existe  un  polygone  de  n  côtés  inscrit  et  circon- 
scrit à  G,  il  existe  une  infinité  de  tels  polygones. 

Le  limaçon  de  Pascal  est  une  courbe  du  quatrième  ordre 
possédant  un  point  double  à  tangentes  en  général  séparées 
et  deux  points  de  rebroussement  aux  points  cycliques.  On 
peut  donc  lui  appliquer  le  théorème  qui  précède  et,  pour  ré- 
soudre la  question  proposée,  il  suffit  d'établir  qu'il  existe  un 
hexagone  inscrit  et  circonscrit  au  limaçon  particulier  ayant 
pour  équation 

G  =  2  -+-  cosw. 

Or,  ce  limaçon,  on  le  voit  tout  de  suite,  est  tel  que  les 
tangentes  à  son  point  double  font  entre  elles  un  angle 
de  120".  Soient  OM  et  OM'  ces  tangentes,  M  et  M'  les  points 
où  elles  rencontrent  de  nouveau  le  limaçon.  Les  considéra- 
lions  les  plus  simples  font  reconnaître  que  la  droite  MM'  est 
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langenle  au  limaçon  eu  luu  de  ses  sommets  A,  et  l'on  a  en 
OMM'OM'.M  un  hexagone  dégénéré  inscrit  et  circonscrit  à  la 
courbe. 

La  proposition  est  donc  établie. 

Remarque.  —  Soient  riî'i^B  l'un  tjuelconque  des  hexa- 
gones que  l'on  peut  inscrire  et  circonscrire  à  la  courbe.  Quand 
l'hexagone  varie,  les  sommets  opposés  i  et  4,  2  et  5,  3  et  6 
sont  conjugués  dans  une  involution,  car  la  correspondance 
qui  existe  entre  eux  est  évidemment  univoque  et  réciproque. 
M  et  M',  O  et  0'  sont  deux  couples  de  points  conjugués  dans 
cette  involution,  qui  par  suite  se  confond  nécessairement  avec 
celle  qui  fait  se  correspondre  les  points  de  la  courbe  symé- 
triques par  rapport  à  l'axe.  On  voit  donc  que  : 

Les  sommets  opposés  de  /'un  quelconque  des  hexagones 
123456  inscrits  et  circonscrits  au  limaçon  sont  deux  à 
deux  symétriques  par  rapport  à  l'axe  de  cette  courbe. 

2060. 

(1907,   p.   9i.) 

Les  angles  d'un  pentagone  gauche  ont  chacun  deux 
bissectrices,  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure.  Cinq 
bissectrices  issues  de  sommets  différents  appartiennent  à 
une  même  congruence  linéaire,  si  les  bissectrices  exté- 
rieures sont  en  nombre  pair.  (R.  B.) 

.     2061. 

(1907,    p.  <)5.  I 

Au  lieu  du  pentagone  de  l'énoncé  précédent,  considé- 
rons un  hexagone.  Six  bissectrices  issues  de  sommets  dif- 
férents appartiennent  à  un  même  complexe  linéaire,  si 
les  bissectrices  extérieures  (ou  intérieures)  sont  en  nombre 
pair. 

(Comparer  à  ces  deux  questions  la  question  2031,  1906, 
p.  480.)  (R.  B.) 

SOLUTION 
Par  M.  Thié. 

On  peut  avoir  recours  ici  aux  considérations  dont  nous 
avons  fait  usage  pour  traiter  la  question  "lOVy]  (1907,  p.  238). 


(  ^7'-^  ) 

Appliquons  à  chaque  sommet  du  pentagone  (ou  de  l'iiexa- 
gone)  considéré  deux  forces  dirigées  respectivement  suivant 
les  deux  côtés  qui  aboutissent  à  ce  sommet;  supposons  do 
plus  que  les  intensités  de  toutes  les  forces  ainsi  introduites 
soient  égales,  et  que  les  forces  appliquées  à  deux  sommets 
consécutifs  soient  opposées.  Le  système  de  forces  ainsi  con- 
stitué est  en  équilibre.  Les  deux  forces  appliquées  en  un 
sommet  ont  leur  résultante  dirigée  suivant  l'une  des  bissec- 
trices de  l'angle  correspondant  du  polygone,  et  le  nombre  des 
bissectrices  extérieures  est  pair,  comme  on  le  voit  aisément.  On 
en  conclut  que  cinq  (ou  six)  bissectrices  issues  de  sommets 
différents  sont  les  lignes  d'action  de  forces  en  équilibre,  si  le 
nombre  des  bissectrices  extérieures  est  pair.  Donc,  en  vertu 
de  théorèmes  connus,  ces  bissecirices  appartiennent,  suivant 
le  cas,  à  une  congruence  linéaire  ou  à  un  complexe  linéaire. 


2066. 

(1907,   p.  !|6.| 

Intégrer  l'équation  différentielle 

où  p,  q,  r,  s  sont  des  fonctions  de  x,   sachant   que  cette 
équation  admet  l'intégrale  particulière  [3  = —  ^ — 

(  D'  W.  Kaptiîvn.) 


PREMIERE  SOLUTION 
Par  M.  Parrod. 


En  posant 


on  obtient  une  équation  différentielle  de  la  forme 
où  A  est  une  fonction  de  x. 


(  ^73  ) 

Soil 

z  =  n  -^  I  \dx, 

du  î/Ar/.. 
—  n  pïit  fJ 


(t.r 
Intentons,  il  vient 


e--"  =  —  •>.  /  pe^'        dx: 
I  \  d.r  est  une  fonction  primitive  particulière  de  A. 


DEUXIEME    SOLUTION 
Par  M.  ÀMBLAisn. 
Posons 

r  =  ri  -*-  P  ; 

l'cquition  proposée  devient 
dy,         d'à  ,  ,  „  „     . 

d7^  d^^ /'r  1  -+-  '^y\  ?'P  -^  ^p  ^-y^ 

et,  puisque  ^  est  une  solution. 

^  = />ri -+- ^  ^  ?/>- 7  )ri --(  3/>  .3^ -i- 0..7  |i -^  ,•).,-.. 
011,  en  tenant  compte  de  la. valeur  de  [i, 

l'équation    est   ainsi   ramenée   à    une   équation   de  Bernonlli: 
cette  équation  s'écrit 


y\  dz      '       y         >p/yi 


I  M  I  • 

el,  «Ml  posant  —  =  3.  elle  devient 

y\ 

■1  dx        \  ip 
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nous  avons  ainsi  une  équation  linéaire  qui  s'intégrera  par  les 
méthodes  connues. 

\ulres  solutions  de  MM.  Letierce  et  J.  Rose. 


2069. 

(1907.  p.  9«.) 


Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  lieu 
du  milieu  des  cordes  de  la  courbe  gauche 


X  =  t"^. 


y  =  ("-', 


(  D'  J.  DE  Vries.  I 


SOLITION 
Par  M.  J.  Rose. 

La  surface  lieu  du  milieu  des  cordes  de  cette  courbe  est,  en 
coordonnées  curvilignes,  définie  par  les  équations 

L'équation  générale  des  asymptotiques  est  de  la  forme 
I)  f/»2_  T,  D'dudv  -+-  D'V/p2  =  o. 

La  surface  proposée  étant  une  surface  de  translation  D'=:  o. 
Quant  à  D'  et  D",  ils  ont  respectivement  pour  valeurs 


D  = 


ni  /i  —  1  ) 


(  n  —  i){n  —  2  j 


(  /t  —  2  )  (  /l  —  3  ) 


^       n( n  —  i)  (rt  —  a) 

o 

De  même 

r,„  n(n  —  i)(n  —  2 )        ,         ,        ,    , 

D  = !: '-^ i.i>'i-Ui'^-^i"i-^v{u  —  C)2. 


(  575) 

Léqualion  clifïéiontielle  des  asymplotiques  est  donc 

„n-Z  dir-  -  V'-'  dv^-  =  O       ou        y  U"^  du  ±  V    2     dv  }  =  O, 

c'est-à-dire 

;i  —  1  "  —  ■ 

u   î    ±:  t;    2     =  const. 


2075. 

i  1907.  p.  24o.) 

Si  sur  chaque  ordonnée  de  la  courbe  (M)  rapportée  à 
des  axes  rectangulaires,  on  porte  le  segment  MP  égal  a 
la  longueur  MN  de  la  normale  limitée  à  Ox,  et  si  la  nor- 
male correspondant  à  la  développée  de{^\)  coupe  en  H  la 
perpendiculaire  élevée  en  N  à  Ox,  la  tangente  a  la 
courbe  {F)  passe  par  le  point  de  rencontre  de  la  tangente 
à   la  courbe  (M)  ef  de   la  perpendiculaire  abaissée  de  > 

.,„  (M.  d'OcAGNK.) 

sur  MH.  ^ 


SOLLTION 
Par    M.    ^'•    Boulad. 


Appelons  G  le.  centre  de  courbure  répondant  au  point  >L 
et  I  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  M  et  1>.  Soient  M 
et  P  les  angles  que  font  respectivement  ces  deux  tangente^ 
avec  le  segment  MP.  En  vertu  de  la  formule  connue 

^.AB  =  f/(A)  cos  A- f/(B)  cosB 

de  la  différentielle  d'un  segment  AB  intercepté  par  deux 
courbes  sur  la  tangente  à  nue  troisième  courbe,  nousa^on, 
les  deux  relations 

A. 


,/.MP  =  f/(M)co5M-rf(P)cosP, 
^ jVlN=  — t/(N)cos(MN.r  ou  INHCj. 
D'autre  part,  la  r.rmule  de  New.on  (  Traité  de  Géométro: 


,    .)7(3  ) 

in finitésiinale  de  M.  dOcagne,  p,   260)  donne 

rf(l')  _    ri  d{  N  )  _  NH 

dJW)   '  W\'  ^(M)~MC' 

lîn  introduisant  les  valeur^;  de  d{V)  et  rf(N)  dans  les  deux 
relations  ci-dessus,  et  en  égalant  les  membres  de  ces  dernières 
en  raison  de  ce  que  MP  =  MN,  on  déduit,  après  suppression 
du  facteur  commun  rf(M), 

Mais,  comme  on  a 

MIcosM  — PIcosP  =— MF,         NHcos(^HC:)  =  HC, 

il  vient 

MP  ou  MN        HC 


MI  MG 

qui  montre  que  les   deux    triangles   rectangles   ÎViMI  et  IIGM 
sont  semblables. 

Par  suite,  INI  est  perpendiculaire  à  MH.      c.  Q.  i".  u. 
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